Mc 
Education 


Functional 
Analysis 
(Second Edition) 


泛 畏 分 析 


( 美 ) Walter Rudin 著 
刘 培 德 译 


ce ( 原 书 第 2 版 ) 
— ~ 泛 函 分 析 
本 书 原 英 文 版 是 国际 著名 教材 ， 在 材料 的 取舍 和 处 理 手法 上 很 有 特色 ， 对 某 些 公 
理 进行 了 准确 描述 ， 并 精彩 地 讨论 了 一 些 深入 的 专题 ， 还 介绍 了 在 数学 其 他 分 支 ( 如 
微分 方程 》 中 有 价值 的 应 用 。 用 作者 自己 的 话 讲 ， 他 并 不 期 望 写 一 部 百科 全 书 ， 而 是 
为 进一步 的 探索 打开 通道 。 
本 书 叙述 清楚 ， 论 证 严谨 ， 不 少 地 方 的 注释 相当 精辟 并 具有 启发 性 ， 可 作为 数学 
专业 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 的 教材 和 参考 书 。 TS ES 
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泛 肾 分 析 是 一 门 学 科 ， 它 研究 某 些 拓扑 代数 结构 以 及 能 够 把 关于 这 些 结构 的 
知识 应 用 于 解析 问题 的 方法 . 

关于 这 门 学 科 的 一 本 好 的 人 门 教科 书 应 该 包含 它 〈 即 拓扑 向 量 空间 一 般 理 
论 ) 的 公理 系统 的 介绍 ， 至 少 应 该 讲解 某 些 具有 一 定 深度 的 专题 ， 应 该 包括 对 于 
其 他 数学 分 支 的 有 价值 的 应 用 . 我 希望 这 本 书 符合 这 些 准则 . 

这 门 学 科 是 庞大 的 ， 而 且 正 在 迅速 发 展 〈 [4] 的 第 一 卷 中 的 参考 文献 就 有 
96 页 ， 还 只 到 1957 年 ) . 为 了 写 一 本 中 等 规模 的 书 ， 有 必要 选择 某 些 领域 而 合 
弃 其 他 的 方面 . 我 充分 意识 到 ， 几 乎 任何 一 个 看 过 目录 的 行家 将 会 发 现 见 不 到 他 
或 者 她 (和 我 ) 所 喜爱 的 某 些 专题 ， 而 这 似乎 是 不 可 避免 的 . 写成 一 本 百科 全 书 
并 不 是 我 的 目的 ， 我 想 写 一 本 书 能 够 为 进一步 的 探索 打开 通道 . 

因此 ， 本 书 略 去 了 拓扑 向 量 空间 一 般 理 论 中 的 许多 更 深奥 的 专题 . 例如 ， 没 
有 关于 一 致 空间 ， 关 于 Moore-Smith 收 化 性 ， 关 于 网 和 滤 子 的 讨论 . 完备 性 概念 
仅仅 出 现在 度量 空间 的 内 容 中 . 园 空 间 没 有 提 到 ， 桶 空间 也 没有 . 虽然 提 到 了 共 
因 性 ， 但 不 是 以 最 一 般 的 形式 出 现 的 . 向 量 值 函数 的 积分 是 作为 一 种 工具 论述 
的 ， 我 们 将 重点 放 在 连续 的 被 积 卫 数 上 ， 其 值 在 Fréchet 空间 中 ， 

然而 ， 第 一 部 分 的 材料 对 于 具体 问题 的 几乎 所 有 应 用 是 足够 的 . 这 其 实 就 是 
这 门 课程 应 该 强调 的 :抽象 和 具体 二 者 之 间 紧 密 的 相互 作用 不 仅 是 整个 这 一 学 科 
最 有 用 的 方面 而 且 也 是 最 迷人 的 地 方 . 

这 里 对 于 材料 的 取舍 还 具有 以 下 特色 . 一 般 理 论 绝 大 部 分 是 在 没有 局 部 凸 性 
的 假设 下 叙述 的 ， 紧 算 子 的 基本 性 质 是 从 Banach 空间 的 共 轿 理论 导出 的 .第 5 
章 里 关于 端点 存在 性 的 Krein-Milman 定理 有 着 多 种 形式 的 应 用 . 广义 函数 理论 
和 Fourier 变换 是 相当 详尽 的 ， 并 且 (以 很 简短 的 两 章 ) 应 用 于 偏 微 分 方程 的 两 
个 问题 和 Wiener 的 Tauber 定理 及 其 两 个 应 用 中 . 谱 定理 是 从 Banach 代数 理论 
(特别 地 ， 从 交换 B' -代数 的 Gelfand-Naimark 特征 ) 导出 的 ; 这 也 许 不 是 最 简 
捷 的 方法 ， 但 却 是 容易 的 . 相当 详细 地 讨论 了 Banach 代数 中 的 符号 演算 ， 对 合 
与 正 泛 函 也 是 如 此 . 

我 假定 读者 熟悉 测度 理论 和 Lebesgue 积分 理论 (包括 像 L? 空间 的 完备 性 的 
知识 )， 全 纯 函 数 的 某 些 基本 性 质 〈 如 Cauchy 定理 的 一 般 形 式 和 Runge 定理 ) 
以 及 与 这 两 个 分 析 问 题 并 行 的 基础 拓扑 知识 . 另外 一 些 拓 扑 知识 简要 地 收 在 附录 
A 中 ， 除 了 什么 是 同 态 之 类 的 知识 外 ， 几乎 不 需要 什么 代数 背景 . 

历史 性 的 参考 文献 汇集 在 附录 B 中 . 其 中 一 些 是 关于 初始 来 源 的 ， 一 些 是 较 
近 时 期 的 书 、 文章 或 者 可 以 从 中 找到 进一步 参考 文献 的 阐述 性 文章 . 当然 还 有 许 


N 


多 条 目 根 本 没有 提供 文献 ， 当 缺少 具体 的 参考 文献 时 ， 绝 不 意味 着 我 意欲 将 那些 
成 果 抽 为 已 有 . 

大 部 分 应 用 放 在 第 5、8、9 章 . 有 些 在 第 11 章 和 250 多 个 习题 里 . 许多 习 
题 备 有 提示 . 章 与 章 之 间 的 内 在 联系 指示 在 下 面 图 表 里 . 
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包含 在 第 5 章 应 用 中 的 大 多 数 内 容 都 能 在 前 4 章 结束 之 前 讲述 ， 所 需要 的 理 
论 背 景 建立 之 后 ， 立 即将 它们 插入 早先 的 课文 中 想必 是 一 种 好 的 教学 方法 . 但 
是 ， 为 了 不 打 乱 书 中 理论 的 叙述 ， 我 代 之 以 在 第 5 章 开头 简短 地 指出 每 个 问题 需 
要 的 背景 ， 这 就 使 得 必要 时 容易 尽早 学 习 它们 的 应 用 . 

在 第 1 版 中 , 第 10 章 的 很 大 部 分 用 于 处 理 Banach 代数 中 的 微分 .20 年 前 
(还 有 现在 ) 这 些 材料 看 上 去 是 有 意思 的 和 具有 发 展 余地 的 ， 但 似乎 还 没有 取得 
进展 ， 因 此 我 删除 了 这 些 内 容 . 另 一 方面 ， 我 加 和 了 一 些 容易 融 人 现 有 课文 的 论 
述 ，von Neumann 的 平均 遍历 定理 ， 算 子 半 群 的 Hille-Yosida 定理 ， 两 个 不 动 点 
定理 ，Bonsall 关于 闭 图 像 定理 的 出 人 意外 的 应 用 ，Lomonosov 的 引 人 注 目的 不 
变 子 空间 定理 . 我 还 重 写 了 某 些 章节 以 便 阐 明 某 些 细节 , 此 外 还 缩短 和 简化 了 某 
些 证 明 . 

这 些 改动 的 多 数 源 于 几 位 朋友 和 同事 的 十 分 热心 的 建议 . 我 特别 要 提 到 的 是 
J. Peters 和 R. Raimi， 他 们 详细 地 写 出 了 对 于 第 1 版 的 评述 . 还 有 第 1 版 的 俄 文 
译 者 ， 他 加 入 了 不 少 与 课文 有 关 的 脚注 . 我 感谢 他 们 所 有 人 ! 


W. Rudin 


天 于 作者 


除 “ 泛 函 分 析 ”( 第 2 版) 之 外 ，W.， Rudin 还 是 另外 两 本 书 一 一 “数学 分 
析 原 理 ”、“ 实 分 析 与 复 分 析 ”的 作者 . 它们 已 被 翻译 为 总 共 13 种 文字 ， 写 完 
“数学 分 析 原 理 ” 时 ， 他 是 马萨诸塞 技术 研究 所 的 C,L. EE, Moore 导师 ， 刚 好 是 在 
他 得 到 杜 克 大 学 博士 学 位 两 年 之 后 . 稍 后 ， 他 在 罗切斯特 大 学 教书 . 现在 是 
Wisconsin-Madison 大 学 Vilas 研究 教授 . 

Rudin 博士 的 研究 主要 涉及 调和 分 析 与 复 分 析 . 关于 这 些 专题 他 已 经 完成 了 
三 本 研究 著作 :“ 群 上 的 Fourier 分 析 ”、“ 多 圆柱 中 的 丽 数 论 ” 以 及 “C" 单位 球 
中 的 函数 论 ”. 
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符号 之 后 的 数码 是 解释 它们 意义 的 章节 号 。 
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第 1 章 拓扑 向 量 空间 


引 论 


1.1 分 析 学 家 们 研究 的 许多 问题 主要 的 并 不 是 涉及 单个 对 象 的 ， 如 一 个 函数 、 
一 个 测度 或 一 个 算 子 ， 而 是 处 理 一 大 类 这 种 对 象 .在 这 方面 出 现 的 大 多 数 有 价值 
的 类 实际 上 是 具有 实数 域 或 者 复数 域 的 向 量 空间 . 由 于 极限 过 程 在 每 个 解析 问题 
里 (明显 地 或 隐蔽 地 ) 起 作用 ， 训 不 奇怪 ， 这 些 向 量 空 间 都 配备 有 度量 ， 或 者 至 少 
是 拓扑 ， 它 承担 了 构成 这 个 空间 的 对 象 之 间 的 某 些 自然 的 联系 . 实现 这 一 点 的 最 
简单 和 最 重要 的 途径 是 引进 一 个 范 数 ， 所 得 到 的 结构 (定义 在 下 面 ) 称 为 赋 范 向 量 
空间 或 赋 范 线性 空间 ,或 者 简单 地 称 为 赋 范 空间 . 

在 整个 这 本 书 中 ， 术 诸 向 量 空间 将 指 在 复数 域 C 或 者 实数 域 民 上 的 向 量 空 
间 ， 为 了 完整 起 见 ， 详 细 定 义 在 1.4 节 中 给 出 . 
1.2 赋 范 空间 向 量 空间 X 称 为 赋 范 空间 ， 如 果 对 于 每 个 zxEX 对 应 有 一 个 非 
负 实 数 上 zx 上， 叫做 x 的 范 数 ， 使 得 

Ca) 对 于 和 中 所 有 工 ，y，‖ zx 二 +y 志 Vx 二 yl， 

(b) 若 zEX，c 是 标量 ，1 az 一 |xl | zl， 

(c) 若 z 了 0，D z| >0. 

“ 范 数 ” 一 词 也 用 于 表示 把 x 映射 为 | z | 的 函数 . 

每 个 赋 范 空间 可 以 看 作 一 个 度量 空间 ， 其 中 zx 和 yy 之 间 的 距离 d(xz，y) 是 
| z 一 > 外 ，d 的 有 关 性 质 是 : 

《1 了 ) 对 于 所 有 工 和 y，0&d(r，)<<00， 

Cii)d(x、y) 二 0 当 且 仅 当 z= 二 y， 

《出 ) 对 于 所 有 x，y，d(x,， y) 二 d(y， x)， 

Ciy) 对 于 所 有 x，y， z， d(x，z) 夸 d(x， y) 十 d(y，z). 

在 任何 度量 空间 中 ， 中 心 在 zz 半径 为 r 的 开 球 是 集合 

B,(x) = {y:d(x,y) < rr}. 
特别 地 ， 如 果 z 是 赋 范 空间 ， 集 合 
Bi(0) = (x:|zrll <1) 和 B00)= {zx:| zl 1) 

分 别 是 六 的 开 单 位 球 和 闭 单位 球 . 

为 了 表明 度量 空间 的 一 个 子 集 是 开 的 ， 必 须 并 且 只 人 须 它 是 开 球 的 并 (可 以 是 
空 集 )， 由 此 得 到 一 个 拓扑 ( 见 1.5 节 ). 如 果 度 量 像 上 面 那样 由 范 数 得 来 ， 容 易 
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验证 向 量 空 间 运 算 ( 加 法 和 数 乘 ) 关 于 这 个 拓扑 是 连续 的 . 

Banach 空间 是 赋 范 空间 ， 它 在 由 范 数 定义 的 度量 中 是 完备 的 ， 这 指 的 是 每 
个 Cauchy 序列 是 收敛 的 . 
1.3 许多 熟知 的 函数 空间 是 Banach 空间 . 让 我 们 仅 提 及 几 种 类 型 ， 紧 空间 上 的 
连续 函数 的 空间 ; 常见 的 出 现 于 积分 理论 中 的 L? 空间 ; 最 接近 欧 氏 空间 的 
Hilbert 空间 ;可 微 函 数 的 某 些 空间 ;从 一 个 Banach 空间 到 另 一 个 Banach 空间 
的 连续 线性 映射 的 空间 ，Banach 代数 . 所 有 这 些 都 将 出 现在 今后 的 课文 中 . 

但 是 也 有 许多 重要 的 空间 不 能 纳入 这 种 框架 . 这 里 是 一 些 例子 : 

4 (a) C(Q)， 欧 氏 空间 R" 中 某 个 开 集 Q 上 定义 的 所 有 连续 复 函 数 的 空间 , 


(b) H(Q)， 在 复 平面 的 某 个 开 集 Q 中 定义 的 所 有 全 纯 函 数 的 空间 ， 

(c) CX， 在 R" 上 无 穷 可 微 并 且 在 某 一 固定 的 具有 非 空 内 部 的 紧 集 K 外 为 0 
的 所 有 复 函 数 的 空间 . 

(d) 在 广义 函数 理论 中 用 到 的 测试 函数 的 空间 ， 以 及 广义 函数 自身 所 成 的 空 
间 . 

正 像 后 面 将 要 看 到 的 那样 ， 这 些 空间 所 取 的 自然 拓扑 不 能 由 范 数 导 出 . 像 赋 
范 空间 一 样 ， 它 们 也 是 拓扑 向 量 空间 的 例子 . 拓扑 向 量 空间 这 一 概念 渗透 于 整个 
泛 函 分 析 . 

在 简单 地 说 明了 我 们 的 动机 之 后 ， 这 里 是 一 些 详细 的 定义 . 随后 (在 1.9 节 
中 ) 还 将 罗列 第 一 章 的 某 些 结果 . 
1.4 向 量 空间 字母 尽 和 C 将 总 是 分 别 表示 实数 域 和 复数 域 . 现在 ， 用 $ 代 表 
尺 或 C. 一 个 标量 是 标量 域 @ 的 一 元 . 盏 上 的 向 量 空间 是 一 个 集合 X， 它 的 元 素 
称 为 向 量 ， 其 中 定义 有 两 个 运算 ， 加 法 和 标量 乘法 ， 它 们 具有 下 列 熟 知 的 代数 
性 质 : 

(a) 每 一 对 向 量 zx 和 y 对 应 一 向 量 z 十 y， 使 得 

Xx 十 y 二 y 十 Xx 并 且 zx 十 (yy 十 z) 一 (Z 十 y) 十 zj 

和 包含 惟一 的 向 量 0( 零 向 量 或 和 的 原点 ) 使 得 对 于 每 个 zEX 有 zz 十 0 一 zi 并且 
对 于 每 个 zxEX 对 应 惟一 的 向 量 一 z 使 得 z 十 (一 Z) 一 0. 

(b) 每 一 对 (a，x)， 其 中 a€E@，XEX， 对 应 一 向 量 az 使 得 

lx+=x, a(Br) = (aB)z, 
并 且 两 个 分 配 律 
az 十 人 一 ar 十 ay， (a 十 BX 一 ar 十 应 
成 立 . 
当然 符号 0 也 用 于 表示 标量 域 中 的 0 元. 
实 向 量 空间 是 一 R 的 向 量 空间 ; 复 向 量 空间 是 有 一 C 的 向 量 空间 . 在 任何 
一 个 关于 向 量 空间 的 命题 里 ， 若 标量 域 没有 明确 提 及 ， 则 理解 为 应 用 于 这 两 种 情 

[5] 况 . 
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如 果 X 是 向 量 空间 ，ACX，BCX，xEX 并 且 XE@B， 我 们 采用 下 列 记 号 : 
zx 十 A = {zx 十 4a:a € A), 
XxX—A= {zr—a:a € A)}, 
A+B= {ai+b:a€ A,b € B), 
AA= (ha:a € A}. 
特别 地 ( 取 4== 一 1)， 一 A 表示 A 中 元 素 的 所 有 加 法 逆 元 构成 的 集合 . 
注意 ， 在 这 种 规定 下 ， 可 能 出 现 2A 关 A 十 A( 习 题 1). 
集合 YCX 称 为 X 的 子 空间 ， 若 Y 自身 是 一 个 向 量 空间 (当然 ， 关 于 同样 的 
运算 ). 容易 验证 这 种 情况 出 现 当 且 仅 当 0EY 并且 对 于 所 有 标量 x 和 8p， 
aY +BYCY. 
集合 CCX 称 为 是 凸 的 ， 若 
tiC 十 (1 一 攻 CCCCOO 委 上 魏 ]1). 
换 句 话说 ， 若 zEC，yEC 并 且 0 专人 1， 要求 C 包 含 ， tz 十 (1 一 站 y. 
集合 BCX 称 为 是 均衡 的 ， 若 对 于 每 个 a€@B | a| 志 1, aBCB. 
称 向 量 空间 六 是 nn 维 的 (dimX 二 n)， 若 义 有 基 {wu1，…，u,}. 这 意味 着 每 个 
ZEX 有 惟一 表达 式 


工 一 alt 十 … 十 aav(ai € $B). 

如 果 对 于 某 个 >，dimX 一 n， 称 和 具有 有 限 维 数 . 若 X=(0}， 则 dimX 一 0. 

例 若 X=C( 标 量 域 C 上 的 一 维 向 量 空 间 ) ， 其 均衡 集 是 C， 空 集 好 和 每 个 
以 0 为 中 心 的 圆 盘 ( 开 的 或 闭 的 ). 如 果 鲜 二 R' (标量 域 R 上 的 二 维 向 量 空间 )， 则 
有 更 多 的 均衡 集 ; 任何 一 个 中 点 在 (0，0) 的 线段 都 是 . 关键 在 于 ， 尽 管 明 显 地 C 
和 RR 等 同 ,但 从 它们 的 向 量 空间 结构 方面 考虑 ， 二 者 是 完全 不 同 的 . 
1.5 拓扑 空间 一 个 拓扑 空间 是 一 个 集合 S， 其 中 指定 了 一 个 ( 称 为 开 集 的 ) 子 
集 族 *， 具 有 下 列 性 质 ，S 是 开 的 ， 包 是 开 的 ， 任 何 两 个 开 集 之 交 是 开 的 并 且 每 
个 开 集 族 的 并 是 开 的 . 这 种 集 族 r 称 为 S 上 的 拓扑 ， 当 有 必要 明确 这 一 点 的 时 
候 ， 相 应 于 拓扑 zt 的 拓扑 空间 将 记 为 (S， 台 而 不 用 S. 

车 S 和 zr 如 上 所 述 ， 这 里 是 一 些 将 要 用 到 的 标准 术语 : 

集合 ECS 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 它 的 余 集 是 开 的 . 玉 的 闭 包 E 是 包含 E 的 所 有 
闭 集 的 交 . 巨 的 内 部 羽 " 是 巨 的 一 切 开 子 集 的 并 . 一 个 点 pES 的 邻 域 是 包含 的 
任 一 开 集 . (S，z) 是 Hausdorff 空间 以 及 t+ 是 Hausdorff 拓扑 ， 若 S 中 不 同 的 点 
有 不 相交 的 邻 域 . 集合 KCS 是 紧 的 ， 若 KK 的 每 个 开 复 盖 具 有 有 限 子 复 盖 . 一 个 
集 族 “Cr 是 rz 的 基 ， 若 = 的 每 个 元 素 ( 即 每 个 开 集 ) 是 r 的 某 些 元 素 的 并 . 一 个 
点 bES 的 邻 域 族 工 是 在 靖 点 的 局 部 基 ， 若 p 的 每 个 邻 域 包含 荆 的 一 个 元 . 

容易 验证 ， 若 ECS 并 且 v 是 所 有 交集 下 站 VCVEz) 的 族 ， 则 是 五 上 的 拓 
扑 ， 我 们 称 这 一 拓扑 是 玉 从 S 诱导 的 拓扑 . 

车 拓扑 + 是 由 度量 d 诱导 的 ( 见 1. 2 节 )， 我 们 说 d 和 z+ 彼 此 是 相 容 的 . 
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Hausdorff 空间 X 中 的 序列 {x,) 收 和 化 于 一 点 XE X( 或 者 limzx, 一 +)， 若 的 


每 个 邻 域 包含 除 有 限 多 个 以 外 的 所 有 z,. 
1.6 拓扑 向 量 空间 假设 + 是 向 量 空间 X 上 的 拓扑 ， 使 得 

(a)X 的 每 一 点 是 闭 集 ， 并 且 

(b) 向 量 空间 运算 关于 tt 是 连续 的 . 

在 这 些 条 件 下 ,rt 称 为 XX 上 的 向 量 拓扑 ，XX 称 为 拓扑 向 量 空间 . 

(a) 的 更 确切 的 叙述 是 ， 对 于 每 个 zx<E 针 ， 以 z 为 惟一 元 素 的 集合 {x) 是 闭 
集 . 

在 许多 课本 里 把 (a) 从 拓扑 向 量 空间 的 定义 里 略 去 . 由 于 九 乎 在 每 个 应 用 中 
(a) 是 满足 的 ， 而 且 大 多 数 有 意义 的 定理 要 求 (a) 作 为 它 的 前 提 ， 看 来 最 好 是 把 它 
包括 在 公理 内 . (定理 1. 12 说 明 (a) 和 (b) 一 起 意味 着 tc 是 Hausdorff 拓扑 .) 

根据 定义 ， 所 谓 加 法 是 连续 的 是 指 笛 卡 儿 乘 积 XXxX 到 X 中 的 映射 

《zy) > XYy 
是 连续 的 : 若 xz,EX, i 二 1、，2， 并且 V 是 zj 十 xz 的 邻 域 ， 则 存在 x, 的 邻 域 V， 
使 得 

V+V: CV. 
类 似 地 ， 标 量 乘法 是 连续 的 是 指 BXX 到 XX 中 的 映射 

(a,X)—ax 

是 连续 的 : 车 zEX，a 是 标量 并 且 V 是 ax 的 邻 域 ， 则 对 于 某 个 > 六 0 和 zz 的 菜 
个 邻 域 友 ， 只 要 | 8 一 a | 二 +， 就 有 BWCV. 

拓扑 向 量 空间 的 子 集 五 称 为 是 有 界 的 ， 若 对 于 对 中 0 点 的 每 个 邻 域 V 相应 
地 有 s 之 0 使 得 对 于 每 个 i>s，ECzV. 

1.7 不 变性 设 X 是 拓扑 向 量 空间 . 与 每 个 a€ X 和 每 个 标量 天 0 相 联 系 的 平 
移 算 子 T。 和 乘法 算 子 M; 由 下 式 给 出 : 

T(r) =atrx, WCGCzZ) 一 Mzkz € X), 
下 面 的 简单 命题 是 十 分 重要 的 : 

命题 T, 和 iM 是 关 到 铸 上 的 同 胚 . 

证 明 向 量 空间 公理 本 身 就 意味 着 T, 和 AM; 是 一 一 的 ， 是 把 X 映射 到 X 上 
的 ， 并 且 它 们 的 道 分别 是 T- ,和 Mi. 向 量 空间 运算 的 连续 性 意味 着 这 四 个 映射 
是 连续 的 . 所 以 它们 每 一 个 都 是 同 胚 (北上 映射 也 连续 的 连续 映射 )、 图 

这 个 命题 的 一 个 推论 是 每 个 向 量 拓扑 r 是 平移 不 变 的 (为 了 方便 ,简单 地 称 
为 不 变 的 )， 集合 ECX 是 开 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 平移 < 十 已 是 开 的 . 于 是 = 完全 
由 任何 一 个 局 部 基 确 定 . 

在 向 量 空间 中 ， 术 语 局 部 基 将 总 是 指 0 点 的 局 部 基 . 因此 拓扑 向 量 空间 愉 的 
局 部 基 是 0 点 的 一 个 邻 域 族 分 ， 使 得 0 点 的 每 个 邻 域 包 含 多 的 一 个 元 . 于 是 X 的 
开 集 恰 是 8 的 元 经 过 平移 的 并 ， 
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向 量 空间 X 上 的 度量 d 称 为 是 不 变 的 ， 若 对 于 久 中 所 有 x，y，z， 
d(x 二 zx,y 十 2z) 二 d(xz,y). 
1.8 拓扑 向 量 空间 的 类 型 在 下 列 定义 中 ，X 总 表示 具有 拓扑 r 的 拓扑 向 量 空 
间 . 

《a)X 是 局 部 凸 的 ， 若 存在 局 部 基 名 ， 它 的 元 素 都 是 凸 的 ， 

(b)X 是 局 部 有 界 的 ， 若 0 有 一 个 有 界 邻 域 . 

(c)X 是 局 部 紧 的 ， 若 0 有 一 个 邻 域 ， 其 闭 包 是 紧 的 . 

(Cd)X 是 可 度量 化 的 ， 若 r 与 某 个 度量 d 相 容 . 

(e)X 是 下 -空间 ， 若 它 的 拓扑 rz 是 由 一 个 完备 不 变 度 量 d 诱导 的 . (与 1. 25 
节 比 较 .) 

( 妇 X 是 Frechet 空间 ， 若 六 是 局 部 同 下 -空间 . 

(g)X 是 可 赋 范 的 ， 若 X 上 存在 范 数 使 得 由 这 一 范 数 诱导 的 度量 与 r 相 容 . 

(h) 赋 范 空间 和 Banach 空间 已 经 定义 (1.2 节 ). 

(DOX 具有 Heine-Borel 性 质 ， 若 并 的 每 个 有 界 闭 子 集 是 紧 的 . 

术语 (e) 和 (f) 并 不 是 普遍 采用 的 : 在 某 些 教科 书 中 ， 局 部 凸 性 从 Fréchet 空 
间 的 定义 中 路 去 ， 而 男 一 些 人 用 F- 空 间 描述 我 们 称呼 的 Fréchet 空间 . 

1.9 这 里 罗列 的 是 拓扑 向 量 空间 X 中 这 些 性 质 之 间 的 关系 . 

(a) 若 X 是 局 部 有 界 的 ， 则 X 有 可 数 局 部 基 ( 定 理 1. 15《c)). 

(b)X 是 可 度量 化 的 ， 当 且 仅 当 X 有 可 数 局 部 基 ( 定 理 1. 24). 

(c)X 是 可 赋 范 的 ， 当 且 仅 当 X 是 局 部 了 凸 的 和 局 部 有 界 的 (定理 1. 39). 

(d)X 是 有 限 维 的 ， 当 且 仅 当 X 是 局 部 紧 的 (定理 1. 21，1,. 22). 

(e) 若 局 部 有 界 空 间 X 具有 Heine-Borel 性 质 ， 则 X 是 有 限 维 的 (定理 
1. 23). 

1. 3 节 中 提 到 的 空间 五 CQ) 和 CR 是 具有 Heine-Borel 性 质 的 无 穷 维 Fréchet 
空间 (1. 45 节 ，1. 46 节 ). 因此 它们 不 是 局 部 有 界 的 ， 从 而 不 可 赋 范 ; 它们 还 表 
明 (a) 的 逆 不 真 . 

另 一 方面 ， 存 在 不 是 局 部 凸 的 局 部 有 界 天 -空间 (1. 47 节 ). 


分 离 性 


1.10 定理 假设 色 和 C 是 拓扑 向 量 空间 X 的 子 集 ， 开 是 紧 的 ，C 是 闭 的 并 且 
KN 站 C=B. 则 0 有 和 邻 域 V 使 得 
(K+VW 站 CC+V = 
注意 KK 十 V 是 V 的 平移 zx 十 V(xEK) 的 并 . 于 是 KK 十 V 是 包含 K 的 开 集 . 因 
此 定理 意味 着 包含 KK 和 C 的 不 相交 开 集 的 存在 性 . 
证 明 ”我 们 从 下 面 命题 开始 ， 它 在 其 他 地 方 也 是 有 用 的 . 
车 W 是 0 在 久 中 的 邻 域 ， 则 存在 0 的 对 称 邻 域 U( 在 U 一 一 口 意 义 下 )， 并 
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且 满 足 UUCW. 
为 此 ， 注 意 到 0 十 0==0， 并 且 加 法 是 连续 的 ， 从 而 0 有 邻 域 w，V: 使 得 Vi 
十 VCCW. 若 
U=VN VN VN V,) 
则 口 具有 所 要 求 的 性 质 ， 
现在 代替 W， 把 命题 应 用 于 U， 则 得 出 0 点 的 新 的 对 称 邻 域 U 使 得 
U+UUTUCW, 
如 何 继续 做 下 去 是 明显 的 . 
若 天 一 好， 则 并 十 V 一 外 ， 定 理 的 结论 是 显然 的 . 因此 我 们 假定 开关 她， 并 
且 考 虑 一 点 zE K. 因为 C 是 闭 的 ，z 不 在 C 中 ，X 的 拓扑 是 平移 不 变 的 ， 上 面 
命题 说 明 0 有 对 称 邻 域 V, 使 得 zx 十 V; 十 V, 十 V, 不 与 C 相交 ; 故 V. 的 对 称 性 
说 明 
(z+Vi+V)N C+V) = (1) 
因为 K 是 紧 的 ， 在 太 中 存在 有 限 多 个 点 x1，…，zs 使 得 
KC(ritVe) UU Cr TV )， 
令 V=Vs n…nyw . 则 
K+VCU (z+V, +W CU Cr 十 Ye 十 VD 
由 (1)， 最 后 的 并 集 里 没有 一 项 与 C 十 V 相交 , 证 毕 . 图 
因为 C 十 V 是 开 集 ， 甚 至 K 十 V 的 闭 包 不 与 C 十 V 相交 也 是 真 的 ， 特 别 地 ， 
K 十 V 的 闭 包 不 与 C 相交 . 这 一 点 的 下 面 特殊 情况 是 相当 有 意义 的 ， 它 通过 取 K 
二 {0}) 而 得 到 . 
1.11 定理 车 甸 是 拓扑 向 量 空间 六 的 局 部 基 ， 则 级 的 每 个 元 包含 贸 的 菜 一 元 
的 闭 包 . 
至 此 我 们 都 没有 用 到 X 的 每 个 点 是 闲 集 的 假定 .现在 我 们 应 用 它 并 且 代 圭 
K 和 C 把 定理 1. 10 用 于 一 对 不 同 的 点 ， 结 论 是 这 些 点 具有 不 相交 的 邻 域 ， 换 句 
话说 ，Hausdorff 分 离 公 理 成 立 : 
1.12 定理 每 个 拓扑 向 量 空 间 是 Hausdorff 空间 . 
现在 我 们 导出 拓扑 向 量 空间 中 闭 包 和 内 部 的 一 些 简单 性 质 . 记号 和 EE" 见 
1.5 节 . 注意 点 p 属 于 E 当 且 仅 当 p 的 每 个 邻 域 与 EF 相交、 
1.13 定理 设 X 是 拓 相 向 量 空间 . 
(a) 若 ACX 则 及 == 门 (A 十 V)， 其 中 VV 取 遍 0 的 所 有 和 邻 域 ， 
(b) 若 ACX，BCX 则 A 十 BCATB. 
(Cc) 著 了 是 站 的 子 空间 ， 则 了 也 是 . 
(d) 若 C 是 久 的 西子 集 ， 则 CC 和 C" 也 是 . 
(e) 若 BB 是 义 的 均衡 子 集 ， 则 旦 也是; 车 还 有 0EB" 则 B" 也 是 均衡 的 . 
(上 车 已 是 里 的 有 界 子 集 ， 则 巨 也 是 . 
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证 明 〈a)zEA 当 上 且 仅 当 对 于 0 的 每 个 邻 域 V，(z 十 V) 门 4 天 好， 这 种 情况 
出 现 当 和 且 仅 当 对 于 每 个 这 样 的 V，xE A 一 V. 因为 一 V 是 0 的 邻 域 当 且 仅 当 V 是 
0 的 邻 域 ， 证 毕 . 

(b) 取 aEA, 4bEB; 设 W 是 a 二 6b 的 邻 域 . 存在 a 和 2 的 邻 域 W 和 W; 使 
得 Wi 十 WCW. 因为 aEA， bEB， 存 在 xEANMWi，yE€EBNMW. 故 二 y 在 
(A 十 By 站 W 中 ， 所 以 这 个 交 非 空 . 从 而 a 十 bE 4 十 吾 . 

(c) 假 设 a 和 8 是 标量 . 由 1.7 节 的 命题 ， 若 a 闫 0，a 了 一 a 了 ; 车 a 一 0， 这 两 
个 集合 显然 相等 . 因此 从 (b) 推 出 

oY 十 硫 二 aY 十 BY CaY+pBYCY; 

Y 是 子 空 间 的 假设 在 最 后 一 个 包含 关系 里 用 到 . 

凸 集 具 有 凸 闭 包 以 及 均衡 集 具 有 均衡 闭 包 的 证 明 与 (c) 的 证 明 如 此 类 似 ， 以 
至 于 我 们 把 它 从 Cd 和 (e) 里 略 去 . 

(d) 因 为 C"CC 并 且 C 是 是 的 ， 车 0 过 <<1 我 们 有 

tiC" 十 (1 一 DC CC. 

去 边 两 个 集合 是 开 的 ， 故 它们 的 和 也 是 开 的 . 因为 C 的 每 个 开 子 集 是 C 的 子 集 
由 此 推出 C" 是 凸 的 . 

(e) 若 0 二 | a | 委 1， 因 为 x>az 是 同 胚 ， 故 vB"= CaB) ,因为 如 是 均衡 的 ， 
所 以 aB"CaBCB. 但 aB" 是 开 的 ， 故 acB"CB", 车 B* 包 含 原点 ， 则 aB"CB 甚至 


当 a 二 0 时 也 成 立 . 
(了 D) 令 V 是 0 的 邻 域 . 由 定理 1.11， 对 于 0 的 某 个 邻 域 WW， WCV. 因为 EE 
有 界 ， 对 于 充分 大 的 :，ECztW. 对 于 这 些 1 我们 有 ECrWCzvV. | | 


1.14 定理 在 拓扑 向 量 空间 X 中 ， 

(a)0 的 每 个 邻 域 包含 0 的 一 个 均衡 领域 ， 

(b)0 的 每 个 凸 邻 域 包含 0 的 一 个 均衡 凸 邻 域 . 

证 明 (a) 假 设 U 是 0 在 X 中 的 邻 域 . 因为 标量 乘法 是 连续 的 ， 存 在 6>0 和 
XX 中 0 的 邻 域 V 使 得 只 要 | a | 过 6,，aVCU. 设 W 是 所 有 集合 aV 的 并 ， 则 W 是 
0 的 邻 域 ，W 是 均衡 的 并 且 WCU. 

(b) 假 设 品 是 X 中 0 的 凸 邻 域 ， 设 A 一 人 aU， 其 中 a 遍历 绝对 值 为 1 的 标 
量 , 像 (a) 中 那样 选取 W， 因 为 W 是 均衡 的 ， 当 | a | = 二 1 时 a 'W 王 W; 所 以 W 
CaU， 于 是 WCA， 这 意味 着 A 的 内 部 是 0 的 邻 域 ， 显然 A"CU. 作为 凸 集 的 
交 ，A 是 凸 的 ， 从 而 A" 也 是 . 为 了 证 明 A" 是 具有 所 要 求 性 质 的 邻 域 ， 我 们 必须 
说 明 4A* 是 均衡 的 ， 为 此 只 须 证 明 A 是 均衡 的 . 选取 x 和 8 使 得 Or 所 1，18| 
一 1， 则 

rBA = .NrBaU 一 人 frac 

因为 aU 是 包含 0 的 凸 集 ， 我 们 有 raUCaU. 于 是 rz84CA， 证 明 完 毕 . 加 

定理 1. 14 可 以 用 局 部 基 的 语言 重新 叙述 . 我 们 称 局 部 基 多 是 均衡 的 ， 若 它 
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的 元 都 是 均衡 集 ， 称 倒是 凸 的 ， 若 它 的 元 都 是 凸 集 . 

推论 

(a) 每 个 拓扑 向 量 空间 具有 均衡 局 部 基 ， 

(b) 每 个 局 部 凸 空间 具有 均衡 凸 局 部 基 ， 

还 要 记 住 定理 1. 11 对 于 每 个 这 样 的 局 部 基 成 立 . 

1,15 定理 假设 太 是 拓扑 向 量 空 间 买 中 0 点 的 领域 . 
(a) 若 0 过 1 过 rs 过 …*， 并 且 当 n>00 时 了, 一 co， 则 
X 一 U mV 
(b)X 的 每 个 紧 子 集 开 是 有 界 的 . 
(Cc) 若 661 放 06, 之 …， 并 且 当 n>o0 时 6 一 0，V 是 有 界 的 ， 则 集 族 
{6.V:n = 1,2,3.) 
是 和 的 局 部 基 . 

证 明 〈a) 固 定 zxEX. 因为 a->az 是 从 标量 域 到 X 中 的 连续 映射 ， 使 czEY 
的 所 有 a 的 集合 是 包含 0 的 开 集 ， 从 而 对 于 所 有 大 的 nn 包含 1/r,. 于 是 对 于 大 的 
n，(1/ri)xEV 或 XErV. 

(b) 设 W 是 0 的 均衡 邻 域 ， 使 得 WCV 由 (a)， 


KCU nW. 
因为 K 是 紧 的 ， 存 在 整数 ni 二 …< 过 n, 使 得 
KCnWU* UnW =n,W. 
因为 W 是 均衡 的 ， 故 等 号 成 立 . 若 :人 > 六 推出 KCtWCiV. 


(c) 设 口 是 X 中 0 的 邻 域 . 车 V 有 界 ， 存 在 *>0 使 得 对 于 所 有 t 之 s,， VC 
tU. 车 n 如 此 大 ， 使 得 56, 二 1， 由 此 推出 VC(1/6,)U. 所 以 除去 有 限 多 个 以 外 ， 


U 实际 上 包含 所 有 6,V. 国 
线性 映射 
1.16 定义 当 X 和 Y 是 点 集 时 ， 符 号 

f:X—Y 
将 意味 着 f 是 XX 到 Y 中 的 映射 . 如 果 ACX，BCY，A 的 条 f(A) 和 B 的 送 象 或 
原 象 广 :(B) 定 义 为 


FA)=(rzEA4A， 广 (B) = 一 (rz:r)EB). 
现在 假设 X 和 YY 是 同一 个 标 重 域 上 的 向 量 空间 . 映射 A: X->Y 称 为 是 线性 
的 ， 如 果 对 于 X 中 的 所 有 x，y 以 及 所 有 标量 a，8， 
Alar By) = aAzrt pAy. 
注意 当 A 是 线性 的 ， 通 常 写成 Az 而 不 用 A(z). 
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由 XX 到 它 的 标量 域 的 线性 映射 称 为 线性 泛 部 . 

例如 1. 7 节 的 乘法 算 子 M. 是 线性 的 ， 但 平移 算 子 T, 不 是 ， 除 非 a=0. 

这 里 是 线性 映射 A; XY 的 一 些 性 质 ， 它 们 的 证 明 如 此 容易 ， 故 我 们 将 它 
略 去 . 这 里 假定 ACX, BCY. 

(a) AO0=0. 

(b) 若 A 是 子 空间 (或 凸 集 ， 或 均衡 集 )， 则 A(C4A) 也 是 . 

(c) 车 B 是 子 空间 (或 山 集 ,. 或 均衡 集 )， 则 A71(B) 也 是 . 

(d) 特 别 地 ， 人 和 集合 

A 1({0})) = {x € X:ArX = 0)} = N(A) 
是 XX 的 子 空间 ， 称 为 A 的 0 空间 . 

现在 我 们 转 到 线性 映射 的 连续 性 . 

1.17 定理 设 X 和 和 是 拓扑 向 量 空间 . 若 人: 久 >Y 是 线性 的 并 且 在 0 点 连 
续 ， 则 人 是 连续 的 . 事实 上 在 下 面 意 义 下 A 是 一 致 连续 的 : 对 于 了 中 0 点 的 每 
个 领域 玉 有 关中 0 点 的 令 域 V， 使 得 y 一 TEV 时 Ay 一 ArXE€EW. 

证 明 一 旦 克 取 定 ，A 在 0 点 的 连续 性 说 明 对 于 0 的 某 个 邻 域 V，AVCW. 
现在 若 y 一 +EV，A 的 线性 说 明 Ay 一 Ax 二 A(y 一 Xx)EW. 于 是 人 A 把 工 的 邻 域 
十 V 映射 到 Azx 的 事先 给 定 的 邻 域 Az 十 W 中 ， 这 就 是 说 人 在 工 是 连续 的 . 

1.18 定理 设 和 是 拓扑 向 量 空间 X 上 的 线性 远 函 . 假定 对 于 某 个 ZE 和 有 人 A 人 z 
和 0. 则 下 面 四 个 性 质 每 一 个 蓝 涵 其 他 三 个 : 

(a)A 是 连续 的 . 

(b)0 空间 N(A) 是 闭 的 . 

(c)N(A) 不 在 关中 稠密 . 

(d)A 在 0 的 某 个 邻 域 中 是 有 界 的 . 

证 明 因为 NC(A) 二 A™'({0}) 并 且 {0} 是 标量 域 B 中 的 闭 集 ， 故 (a) 蕴 涵 (b). 
由 假设 ，NCA) 天 X. 从 而 (b) 蕴 涵 (c). 

假定 (c) 成 立 ; 即 NCA) 的 余 集 具有 非 空 内 部 . 由 定理 1. 14， 对 于 某 个 zEX 
和 0 点 的 某 个 均衡 邻 域 V， 

(z+V NN NGA)= 8. (1) 
故 AV 是 @ 的 均衡 子 集 . 于 是 或 者 AV 是 有 界 的 ， 在 这 种 情况 Cd) 成 立 ; 或 者 AV 
二 @. 在 后 一 种 情况 ， 存 在 yEY 使 得 Ay 一 一 Az， 故 xz 十 yENCA)， 与 (1) 了 矛盾 
于 是 (c) 蕴 涵 (d). 

最 后 ， 如 果 (Cd) 成 立 ， 则 对 于 VV 中 所 有 x 和 某 个 M<o0，1 Ax | 二 M. 若 
7 之 0 并 且 殉 ==(r/MDV， 则 对 于 WW 中 每 个 zx，| Az | 过 r. 所 以 A 在 原点 连续 . 
由 定理 1.17， 这 蕴涵 (a). 国 


有 限 维 空间 
1.19 最 简单 的 Banach 空间 是 R* 和 C"， 它 们 分 别 是 尺 和 C 上 的 标准 n 维 向 量 
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空间 ， 用 通常 的 欧 氏 度量 来 赋 范 : 例如 ， 若 
zz 一 (zzno) (zx, € C) 
是 C" 中 的 向 量 ， 则 
Tz = Oz | 二 + 二 | 二 
在 C" 上 也 可 以 定义 其 他 范 数 . 例如 ， 
| zl = 二 | zi | 十 …… 十 | z | 或 者 Dz == max(| xz :1 委 1 委 7). 
当然 这 些 范 数 对 应 于 C" 上 不 同 的 度量 ( 若 na 之 1)， 但 很 容易 看 出 它们 有 C" 上 都 
导出 相同 的 拓扑 . 事实 上 进一步 地 有 : 
若 X 是 C 上 的 拓扑 向 量 空间 并 且 dimX 二 x， 则 X 的 每 个 基底 引出 XX 到 C” 
上 的 一 个 同 构 . 定理 1. 21 将 证 明 这 个 同 构 必 定 是 同 豚 . 换 句 话说 ，C” 的 拓扑 是 
n 维 复 拓 扑 向 量 空 间 惟 一 可 能 具有 的 向 量 拓扑 . 
我 们 还 将 看 到 有 限 维 子 空间 总 是 闭 的 . 并 且 没 有 哪个 无 穷 维 拓 扑 向 量 空间 是 
局 部 紧 的 . 
当 用 实数 域 代 替 复 数 域 时 前 面 所 讨论 的 每 一 项 仍 是 真 的 . 
1.20 引 理 若 X 是 复 拓扑 向 量 空间 并 且 f: C0" 一 X 是 线性 的 ， 则 f 是 连续 的 . 
证 明 设 {e，…，e,}) 是 C" 的 标准 基 : ex 的 第 & 个 坐标 是 1， 其 余 的 为 0， 
今 届 二 f(er)，k 二 1，…，A 则 对 于 每 个 z= 二 (z1，…，z,) EEC"， 
fz) = Zit 十 … zaln. 
每 个 是 = 的 连续 函数 ， 于 是 的 连续 性 是 加 法 与 数 乘 在 X 中 连续 的 直接 结 
论 . 
1.21 定理 若是 正 整 数 ，Y 是 复 拓扑 向 量 空间 义 的 n 维 子 空间 ， 则 
(a) 从 C" 到 Y 上 的 每 个 同 构 是 一 个 同 胚 ， 并 且 
(b)Y 是 闭 的 . 
证 明 设 S 是 界定 C" 的 开 单 位 球 B 的 球面 . 于 是 zES 当 且 仅 当 | < | 
二 1，zEB 当 且 仅 当 2 | = | <1. 
假设 f: C'>Y 是 一 个 同 构 ， 这 意味 着 f 是 线性 的 ,一 一 的 ， 并且 f(C') 一 
Y. 令 KK 二 f(S). 因为 是 连续 的 ( 引 理 1.20)， 故 KK 是 紧 的 . 因为 (0)==0 并 且 f 
是 一 一 的 ，0& 天， 故 存在 与 K 不 相交 的 0 点 在 XX 中 的 均衡 邻 域 V， 从 而 集合 
E= f/f!(V)= (VN Y 
与 S 不 相交 . 因为 f 是 线性 的 ，E 是 均衡 的 ， 从 而 是 连通 的 . 于 是 ECB. 因为 0 
EE， 这 意味 着 线性 映射 /-! 将 VNY 映 入 B 中 .由 于 广 ' 是 Y 上 的 重 线性 泛 
函 ， 定 理 1.18 从 (d) 到 (a) 的 蕴涵 关系 说 明 广 : 是 连续 的 . 从 而 f 是 同 胚 . 
为 证 (5)， 取 pEY, 设 f，V 像 上 面 一 样 . 对 于 某 个 :>0，pEtV, 故 记 在 
Yf GV CFB) C f(B) 
的 闭 包 中 . 作为 紧 集 ，f(iB) 在 XX 中 是 闭 的 . 所 以 p€ (1B)CY， 这 证 明了 Y= 
Y. 国 
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1.22 定理 每 个 局 部 紧 拓 扑 向 量 空间 是 有 限 维 的 . 
证 明 XX 的 原点 有 一 个 邻 域 V， 其 闭 包 是 紧 的 . 由 定理 1.15, V 是 有 界 的 并 
且 集 合 2-*V(a= 王 1，2，3，…) 构 成 X 的 一 个 局 部 基 . 


VV 的 紧 性 说 明 在 外 中 存在 zl，…，zom 使 得 
Ve (atiVv) UU (+3v). 
设 y 是 由 xi，…，zxm 张 成 的 向 量 空间 . 则 dimYy 委 mm. 由 定理 1.21, Y 是 XX 的 闭 
子 空间 . 


由 于 VEY 十 3V 并 且 对 于 每 个 标量 4 天 0，XY=Y， 由 此 推出 


1 


1 
FV CY+AV, 


故 
VECY+iVCY+HY+IV -YY+IV. 
如 果 继 续 用 此 方法 ， 我 们 看 到 
VON cy 二 2 

因为 {(2-"V) 是 局 部 基 ， 现 在 由 定理 1.13(a) 推 出 VCY. 但 是 了 一 Y. 于 是 VCY， 
这 意味 着 对 于 有 一 1，2，3，…，AVCY. 所 以 由 定理 1.15(a)，Y 一 和 X， 从 而 
dimX 志 m. 
1.23 定理 若 耻 是 具有 HeineBorel 性质 的 局 部 有 界 拓 扑 向 量 空间 ， 则 和 是 有 
限 维 的 . 

证 明 由 假设 ，X 的 原点 有 有 界 邻 域 V. 定理 1. 13(f) 说 明了 也 是 有 界 的 . 
于 是 由 Heine-Borel 性 质 立 是 紧 的 . 这 就 是 说 和 是 局 部 紧 的 ， 所 以 由 定理 1. 22， 
X 是 有 限 维 的 . 面 


度量 化 
我 们 回忆 ， 集 合 上 的 拓扑 称 为 是 可 度 重 化 的 ， 如 果 X 上 存在 度量 d 与 = 
相 容 . 在 这 种 情况 ， 中 心 在 z 半径 为 二 的 球 构成 z 的 局 部 基 . 这 给 出 可 度量 化 的 


一 个 必要 条 件 ， 对 于 拓扑 向 量 空间 它 也 是 充分 的 . 
1.24 定理 若 和 是 具有 可 数 局 部 基 的 拓扑 向 量 空间 ， 则 XX 上 存在 度量 d 使 得 
(a)d 与 和 的 拓扑 相 容 ， 
(b) 中 心 在 0 的 开 球 是 均衡 的 ， 并 且 
(c)d 是 不 变 的 : 对 于 Xx，y，zE 性， 
d(x 十 zy 十 2) 一 d(+,y). 
此 外 ， 若 尺 是 局 部 廿 的 ， 则 d 可 以 选取 使 之 满足 (a)，(b)， (0c) 而 且 还 满足 
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(《d) 所 有 开 球 是 四 的 . 
证 明 由 定理 1.14，X 有 均衡 局 部 基 {V。)} 使 得 
Ye 十 Van CYV (2 一 1 2,3，…); (1) 


若 X 是 局 部 凸 的 ， 这 一 局 部 基 可 以 选取 使 每 一 个 V, 也 是 凸 的 . 
设 D 是 所 有 形 如 


r= Delr)2™" (2) 
只 一 | 
的 有 理 数 集 ， 其 中 每 个 “数字 ”c,(r) 是 0 或 1 并 且 只 有 有 限 多 个 为 1. 于 是 每 个 
rE D 满 足 不 等 式 0 志 r 过 1. 
车 ?之 1, 令 A(r) 一 XX; 对 于 任何 rE D， 定 义 
A(7r) = a Vite Vs tt eo Vs 十 …， (3) 
注意 实际 上 每 一 个 这 种 和 是 有 限 的 . 定义 
flx) = inf{fr:r € A(r)} (x € XX) (4) 
以 及 
d(xz,y) = f(zx—y) (zy € X). (5) 
d 具有 所 要 求 的 性 质 ， 其 证 明 依 赖 于 包含 关系 
4(r) 十 AGCDJ CAGCr 十 ?) (r,s € D). (6) 


在 证 明 (6) 之 前 ， 让 我 们 先 看 如 何 从 它 推出 定理 . 因为 每 个 A(s) 包 含 0，(6) 
意味 着 车 rt:， 则 


A(r) C ANHACG 7) CC AOC. (7) 
于 是 {A(r)} 按 照 集合 包含 关系 是 全 序 的 ,我们 断言 
f(z) Ef HY (zy € X). (8) 


当然 ， 在 (8) 的 证 明 中 ， 我 们 可 以 假定 右 端 是 小 于 1 的 . 固定 e 宝 0， 在 D 中 存在 
~ 和 s 使 得 
fr) <r， fy < 5， r+s< fr) fly) + e. 
于 是 Xz€EA(r)，yE€ A(s)， 并且 (C6) 意味 着 十 yE Alr 十 s). 现在， 因为 
flr+y) rs f(z) fy) +e 
并 且 e 是 任意 的 ， 推 出 (8). 
由 于 每 个 A(7) 是 均衡 的 ，f(zx) 二 了 (一 x). 显然 1/(0)=0. 车 z 关 0， 则 对 于 
某 个 n，x&V ,一 A(2 )， 故 f(x) 之 2 "之 0. 
了 的 这 些 性 质 说 明 (5) 在 XX 上 定义 了 一 个 平移 不 变 度量 d 中 心 在 0 的 开 球 是 
开 集 
Bs(0) = {zx:f(zx) < 0) =U A). (9) 
若 32“”， 则 BCOCV。 所 以 {B,C0)} 是 的 拓扑 的 局 部 基 . 这 证 明了 (a). 因 
为 每 个 A(r) 是 均衡 的 ， 故 每 个 B;(0) 也 是 均衡 的 . 若 每 个 ,是 凸 的 ， 则 每 个 
A(r) 也 是 凸 的 ， 并 且 (7) 意 味 着 对 于 每 个 B;(0) 同 样 的 事情 为 真 ， 所 以 对 于 B,C0) 
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的 每 个 平移 也 真 . 

我 们 转 到 (6) 的 证 明 . 车 7 十 s 宇 1， 则 A(r 十 s) 二 匀 ，(6) 显 然 成 立 . 故 可 假设 
r 十 5<1. 我 们 将 应 用 关于 二 进 制 加 法 的 下 面 简单 命题 : 

车 rr，s， 7 十 ;在 DD 中 并 且 对 于 某 个 n，c, (7) 十 c,(5) 关 ca(r 十 s)， 则 对 于 使 此 
不 等 式 成 立 的 最 小 的 nn 必 有 ci.(7) 二 ci(s) 二 0，cn(r 十 5) 二 1. 

令 由 一 cr)， 及 一 co(5)， 六 一 co(r 十 3).， 车 十 有 一 为， Yn 宇 1]，(3) 说 明 
A(r) 十 A() 一 A(Cr 十 9). 否则 ， 设 N 是 使 wv 十 Bv 天 yx 的 最 小 整数 ， 则 如 上 的 命 
题 所 说 ， av 一 和 二 0， rn 二 1. 所 以 

Al(r) CaVi 十 十 avwVwi 十 VAN 十 Vs 十 多 
C oa 十 … 十 cwiVNi 十 YN 十 YN+l. 
类 似 地 
A(s) CBA 十 … 十 BiVNrl 十 Var 十 YNrl， 

由 于 当 nm<N 时 ， a 十 B 一 7,*， 又 因为 yw 一 1， 现 在 (1) 导 致 

A(r 十 AGD C 力 十 十 yiVw 二 Vn CA(r 二 5). [| 
1.25 Cauchy 序列 (a) 假 设 d 是 集合 X 上 的 度量 .X 中 的 序列 {zx,} 是 Cauchy 
序列 ， 若 对 于 每 个 e 之 0 相应 地 有 整数 N 使 得 对 于 任何 m,， n>>N,，d(zxn，Z,) 一 
e. 若 久 中 每 个 Cauchy 序列 收敛 于 和 的 一 个 点 ， 则 d 称 为 是 X 上 的 完备 度量 

(b) 设 = 是 拓扑 向 量 空间 X 上 的 拓扑 . Cauchy 序列 的 概念 在 这 种 情况 可 以 与 
任何 度量 无 关 地 来 定义 : 固定 r 的 一 个 局 部 基 号 ， 则 X 中 的 序列 {zx,} 称 为 是 
Cauchy 序列 ， 如 果 对 于 每 个 VE 多 对 应 有 六 使 得 若 2，mDl 六， 则 z 一 ZEV， 

显然 对 于 同一 个 r 的 不 同 局 部 基 得 出 同样 的 Cauchy 序列 类 . 

(co) 现 在 假定 X 是 拓扑 向 量 空间 ， 若 拓扑 * 与 不 变 度 量 d 相 容 . 对 于 (a) 和 
<b) 中 定义 的 概念 让 我 们 暂时 分 别称 为 d-Cauchy 序列 和 r-Cauchy 序列 . 因为 

d(xnyTm) 一 d(xn — Tm 0), 
并 且 中 心 在 原点 的 d- 球 构成 的 局 部 基 ， 我 们 得 出 : 

XX 中 的 序列 {zs) 是 d-Cauchy 序列 当 且 仅 当 它 是 r-Cauchy 序列 . 

因此 ，X 上 任何 两 个 与 + 相 容 的 不 变 度量 具有 相同 的 Cauchy 序列 . 显然 它 
们 也 具有 相同 的 收敛 序列 (也 就 是 rc- 收 化 序 列 ), 这 些 注解 证 明 了 下 面 定 理 : 

如 果 di 和 ds 是 向 量 空 间 X 上 的 不 变 度量 ， 它们 在 XX 上 诱导 相同 的 拓 
扑 ， 则 

(a)d! 和 ds 具有 相同 的 Cauchy 序列 ， 并 且 

(b)di 是 完备 的 当 且 仅 当 d 是 完备 的 . 

在 假设 中 不 变性 是 必要 的 (习题 12). 

下 面 “膨胀 原理 ”将 多 次 用 到 . 

1.26 定理 设 (X，di)，(Y，ds) 是 度量 空间 ， 其 中 (X，di ) 是 完备 的 . 若 王 是 
X 中 的 闭 集 ，f: EY 连续 ,并 且 Yx ,zx EE， 
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dz (f(x),f(7)) 2 di(r’ ,x), 
则 fA(E) 是 闭 集 . 

证 明 取 yEf(E)， 则 存在 点 列 zx, EE 使 得 y 一 limf(z,). 于 是 {f(z,)) 在 Y 
中 是 Cauchy 的 . 我 们 的 假设 意味 着 (xz,} 在 义 中 是 Cauchy 的 . 作为 完备 度量 空 
间 的 闭 子 集 ， 五 是 完备 的 . 故 存在 zxEE，x 二 limx. 由 f 的 连续 性 ， 

zl) = limf(zx,) = y. 
于 是 yE fA(E). 加 
1.27 定理 假设 Y 是 拓扑 向 量 空间 XX 的 子 空间 ， 并 且 Y( 在 从 处 诱导 的 拓扑 之 
下 ) 是 下 -空间 ， 则 Y 是 久 的 闭 子 空间 . 
证 明 在 Y 上 选取 与 其 拓扑 相 容 的 不 变 度量 4， 设 


又 设 U, 是 XX 中 0 的 邻 域 使 得 YU 一 Bi， 再 选取 中 0 的 对 称 邻 域 V, 使 得 V， 
十 wwCUD. 

假设 zEY， 定 义 

FE, =YN (ztV,) (n= 1,2,3,.). 

若 yy ，y2EE， 则 yj 一 y; 在 Y 中 也 在 V, 十 V,CU, 中 ， 所 以 在 Bi 中 . 从 而 集合 
E, 的 直径 趋 于 0. 因为 每 个 EE, 是 非 空 的 并 且 Y 是 完备 的 ， 由 此 推出 E, 的 关闭 包 
恰好 只 有 一 个 公共 点 yo. 

设 允 是 X 中 0 点 的 邻 域 ， 定 义 

F,=Yf (z+Wf VD). 

上 面 讨 论说 明 F, 的 区 闭 包 有 一 个 公共 点 yw. 但 是 已 CE,， 所 以 yw 二 yo。 因为 
FCCzx 十 WV， 由 此 推出 对 于 每 个 W，y。 在 x 十 W 的 X- 闭 包 中 . 这 意味 着 % = 一. 
于 是 zxEY. 这 证 明 了 =Y. 加 

下 列 简单 事实 会 时 常用 到 . 
1.28 定理 

(a) 著 d 是 向 量 空 间 X 上 的 平移 不 变 度 量 ， 则 对 于 每 个 xEX 以 及 7 一 1，2， 
3， "0, 

d(nz 0) 过 ndl(x,0). 

(b) 著 {z} 是 可 度量 化 拓扑 向 量 空 间 居 中 的 序列 并 且 当 ?一 oo 时 zs 一 0， 则 存 
在 正 标量 y, 使 得 yco 并 且 yz 一 0. 

证 明 命题 (a) 由 


d(nz,0) < > dz (一 1)z) = nd(z,0) 
k=1 


推出 . 
为 了 证 明 Cb), 设 d 是 像 (a) 中 一 样 的 与 XX 的 拓扑 相 容 的 度量 . 因为 dx， 
0) 一 0， 存 在 正 整数 的 增加 序列 n。 使 得 当 z 产 下 时 ，d(z，0)<E“. 若 n<， 


第 1 章 拓扑 向 量 空间 15 


令 7 二 1; 若 玖 伟 n 之 N441， 令 7 一 A， 对 于 这 样 的 x， 
d(y,x,10) 一 dz 0) SS kd(r, 0) hk 
所 以 当 ~ce 时 ，zv 一 0， 国 


有 界 性 与 连续 性 


1.29 有 界 集 拓扑 向 量 空间 的 有 界 子 集 的 概念 已 在 1. 6 节 定 义 并 且 此 后 已 数 次 
遇 到 它 . 当 X 可 度量 化 时 ， 会 有 混淆 的 可 能 性 ， 因 为 度量 空间 中 存在 着 另 一 个 
非常 熟悉 的 有 界 性 概念 : 

如 果 d 是 X 上 的 度量 ， 集 合 ECX 称 为 是 d- 有 界 的 ， 若 存在 M<co 使 得 对 
于 正中 所 有 工 ，y，dCz，y) 委 M. 

如 果 X 是 拓扑 向 量 空 间 ， 具 有 相 容 度量 d4， 则 有 界 集 与 d- 有 界 集 不 必 相同 ， 
甚至 当 d 是 不 变 的 情况 . 例如 ， 若 d 是 定理 1. 24 中 构造 的 那 种 度量 ，X 自身 是 
d- 有 界 的 (M=1). 但 是 ， 正 如 我 们 马上 就 要 看 到 的 ，X 不 会 是 有 界 的， 除非 X 
= {0}. 假如 X 是 赋 范 空间 并 且 d 是 由 范 数 导出 的 度量 ， 则 两 种 有 界 性 概念 一 致 ， 
但 将 d4 换 为 由 =d/(CI 十 由 (导出 同一 拓扑 的 不 变 度量 ) ， 它 们 就 不 一 致 

无 论 何 时 ， 对 于 要 讨论 的 拓扑 向 量 空间 的 有 界 子 集 ， 我 们 将 总 是 理解 为 像 
1.6 节 中 定义 的 那样 ;集合 已 是 有 界 的 ， 若 对 于 0 的 每 个 邻 域 ， 对 于 所 有 充分 大 
的 :， 有 ECiV. 

我 们 已 经 看 到 (定理 1.15) 紧 集 是 有 界 的 . 为 了 看 到 其 他 类 型 的 例子 ， 让 我 们 
证 明 Cauchy 序列 是 有 界 的 (从 而 收敛 序列 是 有 界 的 ): 若 {x.}) 是 XX 中 的 Cauchy 
序列 ,V 和 W 是 0 的 均衡 邻 域 ,，V 十 VCW， 则 (1.25 节 的 (b)) 存 在 N 使 得 对 于 
所 有 nn 宇 N，zsExn 十 V. 取 s 之 1 使 zw€EsV. 则 

rE V+-VCV+VYC Wa N). 
所 以 对 于 所 有 n 宇 1， 如 果 z 充分 大 ，zx,€tW. 

还 有 ， 有 界 集 的 闭 包 是 有 界 的 (定理 1. 13). 

另 一 方面 ， 如 果 zx 关 0 并 且 EE={nzx; nn 二 1，2，3，…}， 则 玉 不 是 有 界 的 . 
因为 存在 0 的 邻 域 V 不 包含 z， 所 以 nz 不 在 nV 中 ， 由 此 推出 没有 nV 包含 EE 

因此 ，X 义 的 ( 异 于 (0}? 的 )? 子 空间 不 可 能 是 有 界 的 . 

下 面 定理 用 序列 语言 刻 划 了 有 界 性 . 

1.30 定理 在 拓扑 向 量 空 间 中 集合 巨 的 下 面 两 个 性 质 是 等 价 的 : 

(a)E 有 界 . 

(b) 莽 {zx} 是 下 中 的 序列 ，{an) 是 标量 序列 使 得 当 mcoe 时 mm 一 0， 则 当 nn 一 
co 时 ，anZ 一 0. 

证 明 假设 EE 是 有 界 的 . 设立 是 X 中 0 的 均衡 邻 域 . 则 对 于 某 个 t，ECiV. 
若 x, EE 并 且 a, 一 0， 则 存在 N 使 得 当 z>>N 时 | os | 1<1， 因 为 ti"!ECYV 并 且 
V 是 均衡 的 ， 对 于 所 有 zx>N 有 usrvEV. 于 是 wz 一 0， 
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反之 ， 若 巨 不 是 有 界 的 ， 则 存在 0 的 邻 域 V 和 序列 + 一 oo 使 得 没有 x,V 包 

含 E. 取 x, EE 使 得 z+, 久 r,V. 则 没有 riiz; 在 VV 中， 所 以 {ri'z,}) 不 收 钙 于 0. 

| 
1,31 有 界线 性 变换 假设 XX 和 YY 是 拓扑 向 量 空间 并 且 A: XY 是 线性 的 .A 
称 为 是 有 界 的 ， 若 A 把 有 界 集 上 映射 为 有 界 集 ， 即 对 于 每 个 有 界 集 ECX,， A(E) 
是 Y 中 的 有 界 子 集 . 

这 个 定义 与 通常 的 值 域 为 有 界 集 的 有 界 函 数 概 念 相 违 . 在 那 种 意义 下 ，( 异 
于 0 的 ) 线 性 函数 永远 不 会 是 有 界 的 . 因此 当 讨 论 有 界线 性 映射 (或 变换 ) 时 ， 应 
理解 其 定义 是 像 上 面 那样 用 双方 的 有 界 集 给 出 的 . 

1.32 定理 假设 半 和 YY 是 拓扑 向 量 空间 并 且 人 : X->Y 是 线性 的 . 在 A 的 下 述 
四 个 性 质 中 ， 蕴 涵 关 系 (a) 一 (b) 一 (c) 成 立 . 若是 可 度量 化 的 ， 则 还 有 (c) 一 
(Cd)- 一 (a)， 从 而 四 个 性 质 是 等 价 的 ， 

(a) 人 是 连续 的 . 

(b)A 是 有 界 的 . 

(Cc) 车 xz, 一 0， 则 {AZx,: 7 一 1，2，3，…}》 是 有 界 的 . 

(d) 若 zx 一 0， 则 Azxs 一 0. 

习题 13 中 有 一 个 例子 ， 其 中 (b) 成 立 但 (a) 不 成 立 . 

证 明 假定 (a) 成 立 . 设 玉 是 X 中 的 有 界 集 ，W 是 Y 中 0 的 邻 域 . 因为 人 是 
连续 的 (并 且 A0=0)， 存 在 关中 0 的 邻 域 V 使 得 A(V)CW. 因为 有 界 ， 对 于 
所 有 大 1:，ECtV， 故 

A(E) C A(V) = tAOV) CW. 
这 说 明 ACE) 是 Y 中 的 有 界 集 . 

于 是 Ca) 一 (b). 因为 收敛 序列 是 有 界 的 ， 故 (b) 一 (0c). 

现在 假定 X 是 可 度量 化 的 ，A 满足 (c) 并 且 x, 一 0， 由 定理 1. 28， 存 在 正 标 
量 y, 一 oo 使 得 7xs->0， 所 以 {ACriz,)} 是 Y 中 的 有 界 集 ， 现 在 定理 1. 30 意味 着 

Azxs = 7Y7 AC(NT1) >0 (7 一 co). 

最 后 ， 假 定 C(a) 不 成 立 ， 则 存在 Y 中 0 的 邻 域 克 使 得 A“'(W) 不 包含 关中 0 
的 邻 域 . 若 X 有 可 数 局 部 基 ， 从 而 存在 X 中 的 序列 {x,) 使 得 x 一 0 但 Azx, FW. 
于 是 (d) 不 成 立 . 国 


半 范 数 与 局 部 凸 性 


1.33 定义 向 量 空间 X 上 的 夺 范 数 是 X 上 的 实 值 函 数 p， 使 得 对 于 X 中 的 所 
有 x，y 和 所 有 标量 a， 

(a)p(zt+y)pr) + p(y), 

(b)plax)= | a | plzx). 

性 质 (a) 称 为 次 可 加 性 . 定理 1.34 将 说 明 半 范 数 是 一 个 范 数 ， 如 果 它 满足 
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(c) 当 天 0 时 p(x) 关 0. 

X 上 的 半 范 数 族 多 称 为 是 可 分 点 的 ， 如 果 对 于 每 个 zx 天 0 至 少 对 应 有 一 个 p 
EF 使 得 p(x) 关 0. 

下 面 考虑 一 个 是 集 ACX， 它 在 下 面 意义 下 是 吸收 的 ， 即 每 个 z€E XX 对 应 某 
个 上 =&z)>0， 使 得 二 属 于 :4.( 例 如， 定理 1. 15(a) 意 味 着 在 拓扑 向 量 空间 中 0 
的 每 个 邻 域 是 吸收 的 . 每 个 吸收 集 显 然 包含 0. )A 的 Minkowski 泛 函 pa 定义 为 

HACX) = inflt > 0O:t XEA (rE€ XxX). 

注意 对 于 所 有 zEX，m(z)<co， 因 为 A 是 吸收 的 .X 上 的 半 范 数 原来 正好 是 均 
衡 凸 吸收 集 的 Minkowski 泛 盟 . 

半 范 数 以 两 种 方式 与 局 部 凸 性 紧密 联系 : 在 每 个 局 部 凸 空间 中 存在 可 分 点 连 
续 半 范 数 族 . 反之 ， 若 9 是 向 量 空间 X 上 的 可 分 点 半 范 数 族 ， 则 9 可 以 用 来 定 
义 和 上 的 具有 下 面 性 质 的 局 部 凸 拓扑 ， 即 每 个 PE 9 是 连续 的 . 这 是 引进 拓扑 常 
用 的 方法 . 详细 情况 包含 在 定理 1.36 和 1.37 中 ， 
1.34 定理 假设 广 是 向 量 空间 和 X 上 的 半 范 数 ， 则 

(a)p(0)=0, 

(b) | plz)—ply) | pr »). 

(c) plz)>0. 

(d){x: pz) 一 0) 是 X 的 子 空间 . 

(e) 集 合 B= 二 {x; pLx) 达 1} 是 廿 的 ， 均 衡 的 ， 吸 收 的 并 且 Pp 二 js. 

证 明 ”命题 (a) 从 a=0 时 的 plaz) 二 | a | p(z) 推 出 .zp 的 次 可 加 性 说 明 

plx) = p(x—y+y) Ror y+ py) 
故 p(x) 一 p(y) 达 p(x 一 y). 调换 xz 和 yy 这 一 不 等 式 仍 成 立 ， 因 为 p(x 一 y) 王 p(y 
一 x)， 由 此 推出 (b). 当 y==0 时 ，(b) 蕴 涵 (c). 若 P(x) 二 p(y) 一 0 并 且 a，B8 是 
标量 ，Cc) 意 味 着 
Oplartpy) lal plr)+IpB| ply) = 0. 

这 证 明了 (d7. 

至 于 (e) ， 显 然 B 是 均衡 的 . 车 x，y€B 并 且 0<t<1， 则 

pl 二 (一 四 y) 过 tp (zx) 十 (1 —i)p(y) =<1. 

于 是 B 是 是 的 . 车 zxEX 并 且 s 之 p(x) 则 p(s 'z)=s 1p(z)<<1. 这 说 明 B 是 吸 
收 的 而 且 wagkz) 委 *， 所 以 pa 委 轧 但 若 0< 狼 pz) 则 GZz) 过 1， 故 太 Z 不 在 
B 中 . 这 意味 着 b(z) 委 ws(Cz)， 证 毕 . 加 
1.35 定理 假设 A 是 向 量 空间 中 的 西 吸收 集 . 则 

(a pa Crt y) Epa Cz) tT pa ly). 

(b) 若 t 宇 0， pa (17) 二 tua (7T). 

(c) 若 A 是 均衡 ，ja 是 半 范 数 . 

Cd) 若 B 一 (zz)<1)，C=(z: paGz)s1)， 则 BCAGCC 并且 Ha 一 ja 
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证 明 车 对 于 某 个 e>0, 1=ja (x) 十 e，s 二 pn(y) 十 e， 则 莹 ， EA. 于 是 


它们 的 凸 组 合 


这 说 明 pa (x 十 y) 亿 ss 十 1 二 pa《(X) 十 ja(y) 十 2e， 故 (a) 成 立 . 
性 质 (b) 是 明显 的 ，(c) 从 (a)，(b) 得 出 ， 
我 们 转 到 (d)， 包含 关 系 BCACC 说 明 jc 志 jy4 信 jy- 为 证 明 等 号 成 立 ， 固 定 


xzEX， 选 取 s， 1 使 得 jc(7z)<s<t， 则 产 EC， mm (TE)<1, PA 从 


而 兰 EB 并 且 pns(z) 委 上 对 于 每 个 上 >pc(Cz) 此 事 成 立 ,， 故 ws(Cz) 魏 pcCz). 国 


1.36 定理 假设 邹 是 拓扑 向 量 空间 刁 中 的 均衡 凸 局 部 基 . 与 每 个 VE 锣 相 应 的 
有 Minkowski 泛 元 jv. 则 

(I VVEDB, V=(rEX: yw lr)<1). 

(b) {jv: VE 有 是 X 上 的 可 分 点 连续 半 范 数 族 . 


证 明 车 zxEV， 则 对 于 某 个 :<1， 闻 EV， 因 为 V 是 开 的 ， 从 而 ywv (z)<<1 


车 zEV， 因 为 V 是 均衡 的 ， 则 宇 EV 意味 着 之 1， 从 而 jw (zx) 之 1. 这 证 明了 (a). 


定理 1. 35 说 明 每 个 uv 是 半 范 数 . 若 ~>>0， 由 (Ca) 和 定理 1.34， 则 z 一 yE rV 
时 
| pv (x) — pv (y) | pv (zy) rr. 
从 而 uv 是 连续 的 . 车 zxE XX，zx 关 0， 则 对 于 某 个 VE B，xzEV. 对 于 这 个 V， 
Jv《X) 之 1， 故 {jw) 是 可 分 点 的 . | 
1.37 定理 假设 是 向 量 空间 X 上 的 可 分 点 半 范 数 族 . 与 每 个 miE29 史 和 每 个 正 
整数 nn 相应 的 有 和 集合 


V(p,n) = (7x:p(7) < 元 上 


设 锚 是 V(bp，7m 的 所 有 有 限 交 全 构成 的 集 族 . 则 印 是 并 上 的 某 个 拓扑 上 的 均衡 
西 局 部 基 ， 它 使 奈 成 为 局 部 西 空间 并 且 使 得 

(a) 每 个 pE9F 是 连续 的 ， 

(b) 集 合 ECX 是 有 界 的 ， 当 且 仅 当 每 个 pE9 在 忆 上 是 有 和 界 的 . 

证 明 ”要 说 明 集 合 ACX 是 开 的 ， 必 须 并 且 只 人 须 说 明 A 是 名 中 元 素 经 过 平 
移 的 并 (可 能 是 空 集 ). 这 明确 地 定义 了 XX 上 的 一 个 平移 不 变 拓扑 r; 邹 中 每 个 元 
素 是 凸 的 和 均衡 的 ， 并 且 多 是 zt 的 局 部 基 . 

假设 zEX，z 天 0. 则 对 于 某 个 PE 98，p(Cz) 二 0. 因为 当 np(zx) 汪 1 时 工 不 在 
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V(p，n) 中 ， 我 们 看 到 0 不 在 xz 的 邻 域 z 一 VCp，n) 中 ， 故 x 也 不 在 {0} 的 闭 包 中 . 
于 是 {0} 是 闭 集 ， 因 为 + 是 平移 不 变 的 ，X 的 每 个 点 是 闭 集 . 
然后 我 们 证 明 加 法 和 标量 乘法 是 连续 的 . 设 U 是 XX 中 0 的 邻 域 . 则 对 于 某 


些 pi ，*…，pm 人 儿 和 某 些 正 整数 ，…，n.， 

UDOVipion) (fe (VCOpn sn ). (1) 
令 

V=Vpi,2m) MN NN VCOp 27 ). (2) 


因为 每 个 p€E 9 是 次 可 加 的 , V 二 VCU. 这 证 明 加 法 是 连续 的 . 
现在 假设 zEX，a 是 标量 而 U 和 V 像 上 面 一 样 . 则 对 于 某 个 ;二 0，x EsV. 
邻 1t=s/(1 十 |a|s). 车 y€ExttV 并 且 | 8a| 一 1/s， 则 
By—ar= By—7z) + (Bo— ox 
属于 集合 
1BliV+lB—alsVCVi+VCU. 
因为 18 | 1 并 且 V 是 均衡 的 . 这 证 明 标 量 乘法 是 连续 的 . 

于 是 X 是 局 部 是 空间 .V(p，n) 的 定义 说 明 每 个 peE 9 在 0 点 是 连续 的 . 所 
以 由 定理 1. 34(b),，p 在 X 上 连续 . 

最 后 ， 假 定 ECX 是 有 界 的 . 固定 p€ 多 因为 VCp，1) 是 0 的 邻 域 ， 对 于 某 
个 上 二 co，ECkV(p，1). 所 以 对 于 每 个 xEE，p(z)<k. 由 此 推出 每 个 p€ 儿 在 
EE 上 是 有 界 的 . 

反之 ,假设 EE 满足 此 条 件 ，U 是 0 的 邻 域 并 且 (1) 成 立 . 存在 M, 一 co 使 得 在 
EE 上 二 M.(1Zi 和 mm). 车 n 汪 Min,，1 志 im， 由 此 推出 ECnU， 所 以 上 是 有 
界 的 . | 
1.38 注 (a) 在 定理 1.37 中 取 集 合 V(p，n) 的 有 限 交 是 必要 的 ; 集合 VCp，n) 
本 身 不 一 定 构 成 局 部 基 , (对 于 所 构造 的 拓扑 它们 构成 通常 所 谓 的 次 基 , ) 为 了 看 
到 这 样 的 例子 ， 取 X= 二 R*， 并 且 设 由 通过 p,《x) 一 | x, | 定义 的 半 范 数 户 ， 刀 
组 成 ， 这 里 zx 一 (zi ，zz). 习题 8 进一步 阐述 了 这 一 点 、 

(b) 定 理 1.36 和 1.37 提出 一 个 自然 的 问题 : 若 多 是 局 部 凸 拓扑 空间 X 的 拓 
扑 z 的 凸 均衡 局 部 基 ， 则 像 定理 1. 36 中 那样 ， 名 生成 X 上 一 个 可 分 点 连续 半 范 
数 族 多 由 定理 1. 37 氢 述 的 过 程 ， 这 个 9 返回 来 又 在 和 上 导出 拓扑 口 ， 是 否 z 一 7? 

回答 是 肯定 的 . 为 此 ， 注 意 到 每 个 如 E 9 是 z 连 续 的 ， 所 以 定理 1. 37 的 集合 
VCp，2) 在 rz 中 . 所 以 天 Cr. 反之 , 车 WE 色 并 且 p 王 uw， 则 

W= {ripw 7) <1} = V(p,1). 
于 是 对 于 每 个 WE 名 ，W En; 这 意味 着 [Cn. 

(oy) 若 9={p.: ;i 一 1，2，3，…)} 是 X 上 半 范 数 的 可 数 可 分 点 族 ， 定 理工 37 
说 明 98 导出 一 个 具有 可 数 局 部 基 的 拓扑 r. 由 定理 1. 24，r 是 可 度量 化 的 ， 在 现 
在 的 情况 下 ， 一 个 相 容 的 平移 不 变 度量 可 以 直接 用 {z 确定， 定义 
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dz = cip.(x— yy) ， 
并 yy) max TH pti) 


这 里 {c,} 是 某 个 固定 的 正 数 序列 并 且 当 i->oo 时 ，c, 一 0. 
容易 验证 d 是 X 上 的 度量 . 
我 们 断定 球 


(1) 


B,= {r:d(0,7) 过 =r} (0<rQ<o0) (2) 
构成 的 均衡 凸 局 部 基 ， 
国定 >， 若 c 委 ”( 因 为 c. 一 0, 除 有 限 多 个 i 之 外 ， 此 式 成 立 )， 故 cp,/(1 十 
pp.) 二 r. 于 是 B, 是 有 限 多 个 形 如 
rx:p.(7X) < 


r 


(3) 


Cur 
的 集合 的 交 ， 实 际 上 是 那些 ,>r 的 这 种 集合 的 交 . 这 些 集合 是 开 的 ， 因 为 p, 是 
连续 的 (定理 1. 37). 于 是 B, 开 ， 由 定理 1. 34，B, 还 是 凸 的 和 均衡 的 . 
下 面 设 W 是 0 在 XX 中 的 邻 域 ,r 的 定义 说 明 W 人 包含 适 当选 择 的 集合 


Vp6.) = {ri:p(x) < <1) (Qi<k) (4) 
的 交 . 若 27<min{ci6i ， “9 ci 并且 rE€EB,, 则 
cip, (x) C0, . 
1B 2 (1 1 上 )， (5) 
这 意味 着 p, (z)<8,， 于 是 B,CW. 
这 证 明了 我 们 的 断言 并 且说 明 d 与 + 相 容 . 到 


1.39 定理 ” 括 扑 向 量 空 间 和 是 可 赋 范 的 当 且 仅 当 它 的 原点 具有 有 界 凸 邻 域 . 

证 明 若 X 是 可 赋 范 的 并 且 外 。 | 是 与 X 的 拓扑 相 容 的 范 数 ， 则 开 单 位 球 
{z: 1 zl <1) 是 凸 的 和 有 界 的 . 

反之 ， 假 定 六 是 0 的 有 界 凸 邻 域 . 由 定理 1.14, V 包含 0 的 均衡 凸 邻 域 Di 
当然 U 也 是 有 界 的 . 定义 

| zl 一 pz) (zx € X), (1) 
其 中 py 是 U0 的 Minkowski 泛 函 . 

由 定理 1. 15(c) ， 集 合 *U(r>0) 构 成 X 的 拓扑 的 局 部 基 . 若 zx 天 0， 则 对 于 
某 个 r>0，zErU， 所 以 外 zl 兰 r~ 现在 从 定理 1. 35 推 知 (1) 定 义 了 一 个 范 数 . 
Minkowski 泛 函 的 定义 与 U 是 开 集 的 事实 一 起 意味 着 对 于 每 个 + 二 0， 

{z: zl < =7U. (2) 
从 而 范 数 拓扑 与 给 定 的 拓扑 一 致 . |] 


商 空 间 
1.40 定义 设 NN 是 向 量 空间 X 的 子 空间 . 对 于 每 个 zxEX， 设 r(z) 是 N 的 包 


含 z 的 陪 集 ， 于 是 
nz) = 十 NN. 
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这 些 陪 集 是 向 量 空间 
法 和 标量 乘法 定义 为 
T(CZz) 十 r(Cy) = x(r y) an(r) = rlar). (C1) 
(注意 现在 当 a 一 0 时 ax(x) 王 和 NN. 这 与 通常 如 1.4 节 中 引进 的 记号 不 同 . ) 因 为 N 
是 向 量 空间 ， 运 算 (1) 是 确定 的 . 这 指 的 是 车 r(z)=r(Cz )( 即 过 一 zEN)，xr(y) 
二 x(y )， 则 
rx(z) 十 r(y) = rx) 二 ry), ar(Cz) = ar(r’). (2) 
X/N 的 原点 是 x(0) 二 NN. 由 (1)，r 是 X 到 XV/VN 上 的 以 六 作为 0 空间 的 线 
性 映射 ， 常常 称 为 是 和 到 XVN 上 的 商 映 射 . 
现在 假设 t+ 是 上 的 向 量 拓扑 并 且 NN 是 X 的 闭 子 空间 . 设 rw 是 使 得 r 
(E)Er 的 所 有 集合 ECX/N 的 族 . 则 cw 就 是 X/N 上 的 拓扑 ， 称 为 商 拓扑 ， 它 
的 某 些 性 质 列举 在 下 面 定 理 中 . 应 记 住 一 个 开 映 射 是 把 开 集 映 射 为 开 集 的 映射 . 
1.41 定理 设 太 是 拓扑 向 量 空间 X 的 闭 子 空间 ，zr 是 X 的 拓扑 并 且 rN 定义 如 
上 . 
(Ca)rv 是 X/N 上 的 向 量 拓 扑 ， 商 映射 xn: 屋外/ NN 是 线性 的 ， 连 续 的 和 开 


称 为 X 的 以 N 为 模 的 商 空 间 


X/N 的 元 素 ， 其 中 加 


的 . 
Cb) 若 角 是 ft 的 局 部 基 ， 则 所 有 集合 xn(V)(VE 纺 ) 的 族 是 rw 的 局 部 基 . 
(c)X 的 下 述 每 个 性 质 都 被 X/N 继承 : 局 部 是 性， 局 部 有 界 性 ， 可 度量 性 ， 
可 赋 范 性 . 
(d) 若 入 是 下 -空间 ， 或 者 FreEchet 空间 ， 或 者 Banach 空间 ， 则 X/N 也 是 . 
证 明 因为 xz-1CAmB)=r (4) 门 r '(B) 并 且 
ilUE)=U mE,), 
rw 是 一 个 拓扑 . 集合 FCX/N 是 rv 闭 的 当 且 仅 当 x:(CF) 是 r- 闭 的 . 特别 地 ， 
X/N 的 每 一 个 点 是 闭 的 . 因为 
rrCz)) = N+z 
并 且 N 已 假定 是 闭 的 . 
7 的 连续 性 直接 由 cw 的 定义 推出 . 下 面 ,假设 VEz. 因为 
x ixV)) = N+V 
并 且 N 十 VEr， 由 此 推出 xCV)E zw. 于 是 x 是 开 映 射 . 
现在 若 双 是 X/N 中 的 0 的 邻 域 ， 存 在 XX 中 0 的 邻 域 V 使 得 
V+VCmx (WW). 
所 以 x(V) 十 x(V)CW. 因为 x 是 开 的 ，x(V) 是 X/N 中 的 0 的 邻 域 . 从 而 加 法 在 
X/N 中 是 连续 的 . 
X/N 中 标量 乘法 的 连续 性 用 同样 方法 证 明 . 这 确立 了 (a). 
显然 (a) 蕴 涵 (b). 借助 于 定理 1. 32，1. 24 和 1. 39 容易 看 出 恰好 Cb) 蕴涵 (Cc). 
下 一 步 假设 4 是 X 上 的 不 变 度量 ， 与 = 相 容 .以 
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or(Cz)yrCy)) 一 inftdGz 一 yz):zE N} 
定义 p. 这 可 以 看 作 是 从 xz 一 y 到 NN 的 距离 . 现在 需要 说 明 p 是 确定 的 并 且 是 
X/N 的 不 变 度 量 ， 但 我 们 把 这 个 验证 略 去 . 因为 
n({r:d(z,0) <r}) = (up(u,0) <r}, 

由 (b) 推 出 p 与 cv 是 相 容 的 . 

若 XX 是 赋 范 的 ， 把 po 的 定义 特殊 化 便 产生 通常 所 谓 的 X/N 上 的 商 范 数 ， 

xr) = in{f(| xz—z|:z EN). 

为 了 证 明 (d) ， 我 们 必须 说 明 只 要 d 是 完备 的 ，p 是 完备 度量 . 

假设 {u,} 是 X/N 中 关于 ao 的 Cauchy 序列 . 则 存在 子 序列 {us})，plus， 
zt)<2- 可 以 归纳 地 取 x,EX 使 得 xCzx,) 二 ww ， 并 且 dCz，z+)<2 如果 
d 是 完备 的 ，Cauchy 序列 {x,} 收 敛 于 某 个 zx€E XX. x 的 连续 性 意味 着 当 i->oo 时 ， 
us 一 xCX). 但 车 Cauchy 序列 有 一 个 收敛 子 序列 ， 则 整个 序列 一 定 收 僵 . 所 以 po 
是 完备 的 ， 从 而 定理 1. 41 证 上 毕 . 恒 

下 面 是 这 些 概念 的 简单 应 用 . 
1.42 定理 假设 N 和 下 是 拓扑 向 量 空间 六 的 子 空间 ，N 是 闭 的 并 且 玉 是 有 限 
维和 的 . 则 NN 十 下 是 闭 的 . 

证 明 设 x 是 六 到 XX/N 上 的 商 映 射 并 且 给 XX/N 以 商 拓扑 . 则 x) 是 X/N 
的 有 限 维 子 空间 ， 因 为 X/N 是 拓扑 向 量 空间 ， 定 理 1. 21 意味 着 x(F) 是 X/N 中 
的 闭 集 . 因为 N 十 F 二 x !(x(F)) 并 且 x 是 连续 的 ， 我 们 断定 N 十 下 是 闭 的 (比较 
习题 20). 中 
1.43” 半 范 数 和 商 空间 ”假设 p 是 向 量 空间 X 上 的 半 范 数 并 且 

N= {zplx) 一 0}. 
则 六 是 X 的 子 空间 (定理 1.34). 设 * 是 站 到 XX/N 上 的 商 映 射 并且 定义 
证 (r(z)) = plz). 
车 xCz) 二 xCy)， 则 plz 一 y) 二 0， 由 于 
| pl7) — ply) | 委 思 (zz 一 2)， 

推出 P(x(z)) 二 P(x(y)). 于 是 方 在 X/VN 上 是 确定 的 ， 现 在 容易 验证 是 X/N 
上 的 范 数 . 

这 里 是 这 方面 的 一 个 熟悉 的 例子 . 固定 v>，1<r<co， 设 L" 上 [0, 1] 上 所 有 
Lebesgue 可 测 函 数 的 空间 ， 对 于 它 


bpCP) = 大王 (| | fC) rd 一 oo 
这 定义 了 工 上 的 一 个 半 范 数 而 不 是 范 数 ， 因 为 对 于 任何 几乎 处 处 为 0 的 f， 
| fi,=0. 设 NN 是 这 些 “0 函数 ”的 集合 . 则 L"/N 是 通常 称 为 工 ” 的 Banach 空 
间 .L" 的 范 数 通过 上 面 从 p 到 的 途径 得 到 . 
例 
1.44 空间 Cl(Q) 车 Q 是 某 个 欧 氏 空间 中 的 非 空 开 集 ， 则 Q 是 可 数 多 个 紧 集 
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K, 关 名 的 并 ， 可 以 选取 K; 使 得 K, 位 于 天: 的 内 部 (za 一 1，2，3，…). CCQ) 是 
Q 上 所 有 复 值 连续 函数 的 向 量 空 间 ， 依 照 定 理 1.37， 以 可 分 点 半 范 数 族 


pa(f) = sup{| f(x) |:rE 天) (1) 
拓扑 化 . 因为 户 委 加 委 …， 集 合 
V, = [fe CCO) :p,(f) < 二 Cn = 1.2,3,..) (2) 
构成 CCQ)7 的 凸 局 部 基 . 根据 1. 38 节 的 注 (c)，C(Q) 的 拓扑 与 度量 
_ 2"p,(f—g) 
dC(f,g) max TF pf —g) (3) 


是 相 容 的 . 车 {f,} 是 关于 这 个 度量 的 Cauchy 序列 ， 则 对 于 每 个 n,， 当 i, j 一 % 
时 ，pn(f. 一 ) 一 0， 故 {f,) 在 KK, 上 一 致 收敛 于 一 个 函数 AE CGOQ). 简单 的 计算 
表明 d(f，f,) 一 0. 于 是 d 是 完备 度量 . 这 证 明了 C(Q) 是 Fréchet 空间 . 

由 定理 1. 37(b) ， 集 合 ECC(Q) 是 有 界 的 当 且 仅 当 存在 M,<co 使 得 对 于 所 
有 FE 已，p( 门 <M,;， 确切 地 说 ， 若 /EE 并 且 x EK,， 

| fx) [< M,. (4) 
由 于 每 个 V, 包 含 一 个 f， 对 于 它 p41《 有 可 以 随意 大 ， 由 此 推出 VV, 都 不 是 有 界 的 . 
于 是 CCQ) 不 是 局 部 有 界 的 ， 从 而 不 是 可 赋 范 的 . 
1.45 空间 H(0) 现在 设 Q 是 复 平 面 的 非 空 开 子 集 ， 像 1. 44 节 中 那样 定义 
CCQ) 并 且 设 五 (Q) 是 0 中 全 纯 函 数 构成 的 CC(Q) 的 子 空间 , 因为 在 紧 集 上 一 致 收 
人 钙 的 全 纯 函 数 序 列 有 全 纯 的 极限 ， 所 以 HC(Q) 是 C(Q) 的 闭 子 空间 . 故 H(Q) 是 
Fréchet 空间 ， 

现在 我 们 证 明 瑟 C(Q) 具 有 Heine-Borel 性 质 . 这 样 由 定理 1. 23 就 推出 HC(Q) 
不 是 局 部 有 界 的 ， 从 而 不 是 可 赋 范 的 . 

设 互 是 五 CQ) 的 有 界 闭 子 集 . 则 忆 满 足 像 1.44 节 (4) 一 样 的 不 等 式 ， 从 而 
Montel 关于 正规 族 的 经 典 定理 ([23]9 ， 定 理 14. 6) 意 味 着 每 个 序列 {f.}CE 有 子 
序列 在 0 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 (从 而 以 H(Q) 的 拓扑 收敛 ) 于 某 个 Fe HC(Q). 央 
为 EE 是 闭 的 ，fEE. 这 证 明 是 紧 的 . 

1.46 空间 C”(Q2) 和 Dx 我 们 从 介绍 某 些 术语 开始 这 一 节 ， 它 们 在 后 面 讨论 广 
义 函 数 时 将 要 用 到 . 
在 关于 个 变量 函数 的 任何 讨论 中 ， 多 重 指标 表示 非 负 整数 a, 的 有 序 ”数组 
a 一 (al ，…yan)， (1) 
每 个 多 重 指标 a 对 应 有 微分 算 子 


y= ( 3 六 (二 (2) 
它 的 阶 是 


他” 原 注 1， 括号 中 数字 代表 文献 目录 中 列 出 的 资料 . 
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| ai 一 oa 二 … 十 a,. (3) 
若 a 二 0， Df=f. 
定义 在 某 个 非 空 开 集 QCR" 中 的 复 函 数 f 称 为 是 属于 C~(Q) 的 ， 若 对 于 每 
个 多 重 指标 a，D*f€ C0). 
复 函 数 f( 在 任何 拓扑 空间 上 ) 的 支撑 是 {zx: f(x) 隆 0} 的 闭 包 . 
若是 R” 中 的 紧 集 ， 则 2x 表示 支撑 在 天 中 的 所 有 JE C” CR") 的 空间 .( 字 
母 9 自从 Schwartz 发 表 他 关于 广义 函数 的 著作 以 来 一 直 用 于 这 些 空间 . ) 若 KC 
Q， 则 Bk 可 与 C”(Q) 的 一 个 子 空间 等 同 . 
现在 我 们 在 C" (Q) 上 定义 拓扑 ， 它 使 C" (8Q) 成 为 具有 Heine-Borel 性 质 的 
Fréchet 空间 ， 使 得 对 于 任何 天 CQ，9r 是 C”(Q) 的 闭 子 空间 . 
为 此 ， 选 取 紧 集 K, (i 二 1，2，3，…) 使 得 K, 在 开 , 的 内 部 并 且 0=U 
K,. 以 
pn(f) = max{| Df(x) |:rE Kn, lal<N) (4) 
定义 C”(Q) 上 的 半 范 数 Pn; N=1, 2, 3, '"*， 它们 确定 了 C”(Q) 上 的 可 度量 
化 局 部 凸 拓 扑 ; 见 定理 1.37 和 1. 38 节 的 注 (c). 对 于 每 个 xzEQ， 泛 函 f 一 f(x) 
在 这 种 拓扑 中 是 连续 的 . 因为 9k 是 当 z 遍历 K 的 余 集 时 这 些 泛 函 的 0 空间 的 
交 ， 由 此 推出 Bx 在 C~(Q) 中 是 闭 的 . 
局 部 基 由 


V, = f € C(tpr(f) < 市 | CN = 1,2,3，…) (5) 


给 出 . 若 {f.} 是 C" (9) 中 的 Cauchy 序列 ( 见 1. 25 节 ) 并 且 N 是 固定 的 ， 则 当 ; 
和 j 充分 大 时 ， fi—fiEVay. 于 是 在 天 N 上 ， 
| Dj 一 Dr 六 | <1/N( la|&N). 

由 此 推出 每 个 Df; 收敛 (在 0 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 ) 于 一 个 函数 g。 特别 地 ， 
f(z)>go (x). 现在 显然 有 go EC (0)，g, 二 Drgo 并 且 以 C” (0) 的 拓扑 六 一 8， 

因此 C” (0Q) 是 Fréchet 空间 . 同样 的 结论 对 于 它 的 每 个 闭 子 空间 9x 都 成 立 . 

下 面 假设 ECC” (0) 是 闭 的 和 有 界 的 . 由 定理 1.37，E 的 有 界 性 等 价 于 Mn 
过 co 的 存在 性 ， 使 得 对 于 N 一 1，2，3， … 和 所 有 fEE 有 pn() 夺 May. 不 等 式 
1 Df | 声 My 当 |a| 志 N 时 在 Kw 上 成 立意 味 着 当 | 8 | 委 N 一 1 时 (DA， JE 
E} 在 Kw-; 上 的 等 度 连续 性 . 现在 由 Ascoli 定理 (证 明 在 附录 A 中 ) 和 Cantor 对 
角 线 程序 推出 EE 中 的 每 个 序列 包含 子 序列 {f,}， 使 得 对 于 每 个 多 重 指 标 8， 
{Df,} 在 0 的 紧 子 集 上 一 致 收 伍 . 从 而 {f.} 以 C” (0) 的 拓扑 收敛 . 这 证 明王 是 
紧 的 . 

所 以 C~ (0Q) 具 有 Heine-Borel 性 质 . 由 定理 1. 23 推出 C” (Q) 不 是 局 部 有 界 
的 . 从 而 不 是 可 赋 范 的 . 只 要 KK 具有 非 空 内 部 (否则 Bx 二 {0})， 同 样 的 结论 对 于 
9 成 立 ， 因 为 在 那 种 情况 下 dim9x 一 ceo. 这 最 后 的 论断 是 下 面 命题 的 推论 : 
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若 Bl ，B, 是 R" 中 的 同心 闭 球 ， 其 中 卫 在 Bs 的 内 部 ， 则 存在 $EC™CR") 
使 得 对 于 每 个 TE Bl， 8X) 二 1,， 在 Bs 之 外 85x) 二 0， 并且 在 R" 上 ，0 委 ws 和 1. 
为 了 找 出 这 样 的 $5， 我 们 构造 gE C™”(R! ) 使 得 对 于 x 二 a，g (xX) 二 0; 对 于 
Z>b,g(z) 一 1( 这 里 0<a<<o<co 是 预先 给 定 的 ) 并 且 令 
gz Xa) = 1— g(r? 二 …… 十;). (6) 
g 的 下 面 结构 对 于 我 们 是 有 利 的 : 若 适当 选择 {5,} 可 以 得 到 具有 所 需要 的 其 他 性 
质 的 函数 . 
假设 0 二 a 二 5 二 ~. 选取 正 数 bs ，6  ，5 ，…， 其 中 36, 二 5 一 a; 令 
一 2 
O16, 
设 fi. 是 连续 单调 函数 使 得 当 z 过 a 时 fo0Cz) 二 0， 当 zx>>a 十 66 时 fo(z) 二 1; 又 定 
义 


(n= 1,2,3,."), (7) 


mM, 


f(x) = +| felDdt (n= 1,2,3,%). (8) 


归纳 地 ， 这 个 积分 的 微分 表明 f, 有 7 阶 连续 导 数 并 且 | D"f， | 和 mv 车 n> 
r， 则 


6 
D'f.(x) = | (Df.1) (rx— di, (9) 


故 再 对 n 归纳 知道 
1D'f, lm, (n> 7). (10) 

把 中 值 定理 应 用 于 (9) 说 明 

1D'f,—D fe [mnmd (nr+2). (11) 
因为 356, 二 oo， 当 nn 一 co 时 每 个 {Df,} 在 (一 2，co) 上 一 致 收 化 .所 以 {f，} 收 敛 
于 函数 g， 其 中 对 于 7 一 1，2，3，…，| Drg | 所 mm, 并 且 对 于 x<a, g(x) 二 0; 
对 于 Xx 之 b， g(x)==1. 
1.47 空间 Lr(0< 二 p<<1) 考虑 在 这 个 范围 内 一 个 固定 的 p. L? 的 元 素 是 [0，1] 
上 那些 Lebesgue 可 测 函 数 /， 对 于 它 


ACP) = | | Fo ?dt < co， 01) 
像 通 常 一 样 把 几乎 处 处 相等 的 沙 数 等 同 起 来 . 因为 0 过 p 过 1， 不 等 式 
(a 十 ?之 a 十 (2) 
当 a 之 0，5b 宇 0 时 成 立 . 这 给 出 
A(f+g) 二 ACP) 十 A(g)， (3) 
所 以 
d(f,g) = A(f—2g) (4) 


定义 了 L* 上 的 不 变 度量 . 用 熟知 的 p 宇 1 情况 一 样 的 方法 可 以 证 明 d 是 完备 的 ， 球 
B,— {f €L’:A(f) <7) C5) 
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构成 L? 的 拓扑 的 局 部 基 . 因为 对 于 所 有 >>0，B, = 一 “B.，B; 是 有 界 的 . 
所 以 L* 是 局 部 有 界 下 -空间 . 
我 们 断言 L? 不 包含 与 信和 L? 不 同 的 凸 开 集 . 
为 了 证 明 这 一 点 , 假定 V 取 名 是 在 L*? 中 开 的 和 凸 的 . 不 失 一 般 性 ， 假定 0€ 
VV， 则 对 于 某 个 r 宝 0, VB. 取 fEL*， 因 为 p< 过 1， 存在 正 整 数 n 使 得 mn? 'AC 有 ) 
< 由 | f 1? 的 不 定 积分 的 连续 性 ， 存 在 点 
0 一 z ATA" T=1 


使 得 
站 | ff) Pd = mA) 1 雪 i 雪 站. (6) 
若 rz- < 定义 gCD 一 ao， 在 其 他 地 方 g,(t) 二 0. 因为 (6) 说 明 
ACg) = nA Zr (in, (7) 
并 且 VB,,， 故 g,EV. 因为 V 是 是 的 并 且 
f= Tg 十 … 十 gs)， (8) 


由 此 推出 fEV. 所 以 V=L?. 

凸 开 集 的 缺乏 导致 一 个 奇怪 的 结论 . 

假设 和 A; L? 一 Y 是 L?* 到 某 个 局 部 凸 空间 Y 中 的 连续 线性 映射 . 设 多 是 Y 的 
凸 局 部 基 . 如 果 殉 E 务 ， 则 A-( 多 ) 是 凸 的 ， 开 的 ， 非 空 的 . 所 以 A (多 ) 一 天 
因此 ， 对 于 每 个 WE 绷 ，A(L*)CW. 我 们 得 出 对 于 每 个 ffE1L?，Af=0. 

因此 ， 车 0 二 p 过 1，0 是 由 L? 到 任何 局 部 西 空间 Y 中 仅 有 的 连续 线性 映射 
特别 地 ，0 是 这 些 L*- 空 间 上 仅 有 的 连续 线性 泛 函 . 

当然 ， 这 与 熟知 的 p 宇 1 的 情况 形成 鲜明 的 对 比 . 
习题 

1. 假设 站 是 向 量 空间 . 下 面 提 到 的 所 有 集合 都 理解 为 X 的 子 集 . 用 1.4 节 
中 给 出 的 公理 证 明 下 列 论断 . (其 中 一 些 已 不 加 说 明 地 用 在 课文 中 . ) 

(a) 若 x，yE 匀 ， 则 存在 惟一 的 zE XX， 使 得 x 十 z 二 >y. 

(b) 若 xEX， a 为 标量 ， 则 0x 二 0 二 a0. 

(c)2ACA 十 A; 可 能 出 现 2A 取 A 十 A. 

(d)A 是 凸 的 当 且 仅 当 对 于 所 有 正 的 标量 * 和 t，(s 十 四 A 二 sA 二 tA. 

(e) 均 衡 集 的 每 个 并 集 ( 和 交集 ) 是 均衡 的 . 

(人 ) 凸 集 的 每 个 交集 是 凸 的. 

(g) 若 下 是 一 个 凸 集 族 ， 它 关于 集合 的 包含 关系 是 全 序 的 ， 则 下 的 所 有 元 素 
的 并 集 是 凸 的 . 

(h) 若 A 和 B 是 上 喇 的 ， 则 A 十 B 也 是. 

(车 A 和 B 是 均衡 的 ， 则 A 十 B 也 是 . 
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中 ) 把 凸 集 换 为 子 空间 ， 说 明 (f)，(g) 和 (4) 是 成 立 的 . 
2. 在 向 量 空 间 X 中 ,集合 A 的 凸 壳 是 A 中 元 素 的 所 有 串 组 合 的 集 ， 即 所 有 
liz 二 i 
的 集 ， 其 中 x, EA， zt. 宇 0，34, 二 ]， 7 是 任意 的 . 证 明 A 的 凸 壳 是 是 的 并 且 它 是 
包含 A 的 所 有 凸 集 的 交集 、 

3. 设 X 是 拓扑 向 量 空间 . 下 面 提 到 的 所 有 集合 都 理解 为 和 的 子 集 . 证 明 下 
面 论断 ， 

(a) 每 个 开 集 的 凸 壳 是 开 的 . 

(b) 若 和 是 局 部 凸 的 ， 则 每 个 有 界 集 的 凸 壳 是 有 界 的 . (没有 局 部 凸 性 结论 不 
成 立 ， 见 1.47 节 .) 

(ce) 车 A 和 B 是 有 界 的 ， 则 A 十 B 也是. 

(d) 若 妇 和 B 是 紧 的 ， 则 A 十 B 也 是 . 

(e) 若 A 是 紧 的 ，B 是 闭 的 ， 则 A 十 B 是 闭 的 . 

(f) 两 个 闭 集 的 和 集 可 能 不 是 闭 的 . (从 而 定理 1. 13(h) 中 的 包含 关系 可 能 是 
严格 的 .) 

4. 设 B={(z， zz)EC， |z| 志 | zo 1). 说明 B 是 均衡 的 ,但 它 的 内 部 
不 是 (比较 定理 1. 13(e)). 

5. 考虑 1.6 节 中 给 出 的 “有 界 集 ” 的 定义 . 若 仅 仅 要 求 0 的 每 个 邻 域 V 对 应 
有 某 个 :>0 使 得 ECtV， 这 个 定义 的 内 涵 是 否 会 改变 ? 

6. 证 明 拓 扑 向 量 空间 中 的 集合 是 有 界 的 ， 当 且 仅 当 E 的 每 个 可 数 子 集 是 有 
界 的 ， 

7. 设 和 是 单位 区 间 [0，1] 上 全 体 复 函数 的 向 量 空间 ， 用 半 范 数 族 

pf =|1f(zx)| Orel) 
拓扑 化 . 这 个 拓扑 称 为 点 坊 收 敛 拓扑 . 验证 这 个 术语 的 合理 性 . 

说 明 XX 中 存在 序列 {f,) 使 得 ，(a) 当 mn 一 oo 时 (f,} 收 敛 于 0. 但 是 ，(b) 若 
{7y,} 是 任何 标量 序列 ，7, 一 co， 则 {7,f,} 不 收 化 于 0. (应 用 这 个 事实 : 收敛 于 0 
的 复数 序列 的 全 体 与 [0，1] 同 势 . ) 

这 说 明 可 度量 化 不 能 从 定理 1. 28(b) 中 略 去 . 

8. (a) 假 设 9 是 向 量 空间 了 上 的 可 分 点 半 范 数 族 . 设 2 是 X 上 包含 3 并 且 关 
于 取 max 封闭 的 最 小 半 范 数 族 . (这 是 指 : 车 p1 E22，pz E22 并 且 p 一 max(p， 
ps)， 则 pE 9 如 果 把 定理 1. 37 的 构造 方法 用 于 终 和 2 说明 所 得 到 的 两 个 拓扑 相 
容 . 主要 的 差别 是 2 直接 导出 基 而 不 是 次 基 ( 见 1. 38 节 注 (c))， 

Cb) 假 设 2 像 (a) 中 一 样 并 且 A 是 上 的 线性 泛 函 ,说 明 人 是 连续 的 当 且 仅 
当 存在 pE 9 使 得 对 于 所 有 zEX 和 某 个 常数 M<co，| Ax | Mp(x). 

9. 假设 

(aoX 和 YY 是 拓扑 向 量 空间 ， 
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(b)A: XY 是 线性 的 ， 

(oN 是 X 的 闭 子 空间 ， 

(d)n: XX 一 XX/N 是 商 映射 ， 并且 

(e) 对 于 每 个 XEN,，Az=0. 
证 明 存在 惟一 的 f/: X/N 一 了 ,满足 人 二 FA。r， 即 对 于 所 有 zEX，Az= 一 Fr 
(z)). 证 明 f 是 线性 的 并 且 A 连续 当 且 仅 当 了 是 连续 的 . 此 外 ，A 是 开 的 当 且 仅 
当 f 是 开 的 . 

10. 假设 X, Y 是 拓扑 向 量 空 间 ，dimYy<ce，A: XY 是 线性 的 并 且 A(X) 
=—Y. 

(a) 证 明 A 是 开 映 射 . 

(b) 此 外 ， 还 假定 A 的 0 空间 是 闭 的 ， 证 明 A 是 连续 的 . 

11. 若 NN 是 向 量 空间 X 的 子 空 间 ， 根 据 定义 ， 六 在 X 中 的 余 维 数 是 商 空间 
X/N 的 维 数 . 

假设 0 和 2zp<1,， 证 明 每 个 有 限 余 维 子 空间 在 L? 中 是 稠密 的 . ( 见 1.47 节 .) 

12. 候 设 d(xr, y= | zr 一 y| ,do(r, yy 一 | $(z) 一 J(y) | ， 这 里 (Xz)= 
zx/《1 十 |x 1). 证 明 d，d 是 R 上 的 度量 ， 尽 管 di 是 完备 的 但 di 不 是 ， 它 们 导 
出 同样 的 拓扑 . 

13. 设 C 是 [0，1] 上 全 体 复 连续 函数 的 向 量 空间 . 定义 


1 
| f(x) — g(x) | 
df,8) | I ec 1 


设 (C，o) 是 C， 带 有 由 这 种 度量 导出 的 拓扑 .(C，7z) 是 由 半 范 数 族 
pf)=|1 fl Or 
按照 定理 1. 37 确定 的 拓扑 向 量 空间 . 

(a) 证 明 C 中 的 每 个 c- 有 界 集 也 是 oc- 有 界 的 ， 从 而 恒 等 映射 id: (C，rz) 一 
(C, 0o) 把 有 界 集 映 射 为 有 界 集 . 

(b) 证 明 id (C，z) 一 (C，c) 虽 然 是 序列 连续 的 (由 Lebesgue 控制 收敛 定 
理 ) ， 却 不 是 连续 的 . 所 以 (C，rz) 不 是 可 度量 化 的 .〈 见 附录 A6 或 定理 1. 32. ) 再 
直接 说 明 (C，r) 不 具有 可 数 局 部 基 . 

(c) 证 明 (C，r) 上 的 每 个 连续 线性 泛 函 形 如 


f— Seflz), 


这 里 Xl “9 Xn 是 从 [0， 1] 中 选取 的 数 而 cEC. 

(d) 证 明 (C，o) 不 包含 与 好 和 C 不 同 的 凸 开 集 . 

(e) 证 明 id (C，o) 一 (C，r) 不 是 连续 的 . 

14. 令 玉 =[0，1] 并 且 定 义 Dx 像 1. 46 节 一 样 . 若 D=d/dzx， 说 明 下 面 三 个 
半 范 数 族 (其 中 n=0，1，2，…) 在 Dk 上 确定 同样 的 拓扑 . 

(a) | Df l=sup{t | Dflr) | ， 一 co<z<co)}. 
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1 
(b) HD"*f | = | | D*f (x) | dz. 


1 172 
(o | pr 1 = (| 1 Decz) ldr) . 


15. 证 明 空 间 C(Q)(1. 44 节 ) 不 具有 Heine-Borel 性 质 . 
16. 证 明 空 间 C(Q) 的 拓扑 不 依赖 于 {K, ) 的 特殊 选取 ， 只 要 这 个 序列 满足 定 
理 1. 44 中 指出 的 条 件 . 对 于 C~(Q)(1.46 节 ) 证 明 同 样 的 结论 
17. 在 1. 46 节 的 情况 ， 证 明 对 于 每 个 多 重 指标 a，f 一 Df 是 C~(0) 到 C” 
(Q) 中 同时 也 是 Bk 到 9x 中 的 连续 映射 . 
18. 证 明 在 定理 1. 24 证 明 末尾 用 到 的 关于 二 进 制 加 法 的 命题 . 
19. 假设 M 是 拓扑 向 量 空间 X 的 稠密 子 空间 ，Y 是 下 -空间 并 且 A: MY 
是 连续 的 (关于 M 从 X 诱导 的 拓扑 ) 和 线性 的 . 证 明 A 具有 连续 线性 延 拓 A; X 
一 了 
提示 ; 设 风 是 X 中 的 0 的 均衡 邻 域 ， 使 得 ,十 VCV。， :并 且 当 EMPV， 
时 d(0，Az)<2-". 若 zEX 并 且 zvE(z 十 VD)mM， 说 明 {(Az} 是 了 中 的 
Cauchy 序列 ， 定 义 Az 是 它 的 极限 ， 说 明 A 是 确定 的 ， 当 zE M 时 Az 一 Az 并 
且 A 是 线性 的 和 连续 的 . 
20. 对 于 每 个 实数 上 和 每 个 整数 xn， 定 义 eu Cb 一 e 以 及 
太一 e 二 nes(a = 1,2,3,.). 
把 这 些 函 数 看 作 二 (一 r，z) 中 的 元 素 . 设 Xi 是 二 的 包含 e，e ，e， … 的 最 小 
闭 子 空间 ，Xs 是 天 的 包含 fh ，f:，f;:，… 的 最 小 闭 子 空间 . 证 明 Xi 十 X, 在 
L? 中 是 稠密 的 但 不 是 闭 的 . 例如 ， 向 量 
工 一 Dme, 
在 L? 中 但 不 在 Xi 十 X: 中 (与 定理 1. 42 比较 ). 
21. 设 V 是 拓扑 向 量 空间 X 中 的 0 的 邻 域 . 证 明 在 X 上 存在 实 连续 函数 了 
使 得 F(0)=0 并 且 在 V 之 外 f(z)==1( 于 是 X 是 完全 正则 拓扑 空间 ). 
提示 ; 设 V, 是 0 的 均衡 邻 域 ,使 得 Vi 十 ViCV 并 且 Vs 十 VariCV. 像 在 
定理 1. 24 的 证 明 中 一 样 构造 f. 证 明 f 在 0 点 连续 并 且 
| fz) 一 Foy) | f(zr—»). 
22. 设 f 是 定义 在 紧 区 间 I 二 [0，1]CR 上 的 复 函数 ， 定 义 
ws(f) = sup(| f(2)— £09) 1: | zr—y le 0,7r,y ED. 
车 0<a 委 1， 相 应 的 Lipschitz 空间 Lipa 由 全 体 使 得 
| Fl =| fC0) |+ sup{6 wf :6 > 0}) 
为 有 限 的 函数 f 构成 . 定义 
Lipa = (f € Lipa:lim$ “wl f) = 0} 
证 明 Lipa 是 Banach 空间 ， 并 且 Lipa 是 Lipa 的 闭 子 空间 . 
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23, 设 X 是 开 线 段 (0，1) 上 的 全 体 连 续 函 数 的 向 量 空间 . 对 于 FEX 以 及 
r 之 0, 设 V(f，7) 由 全 体 满 足 对 于 所 有 XEC0, 1)，| g(x) 一 f(x) | <r 的 gEX 
构成 . 设 t 是 由 这 种 集合 VC(f， 7) 生 成 的 X 上 的 拓扑 . 证 明 加 法 是 连续 的 ， 但 
标量 乘法 不 是 . 
24. 证 明 在 定理 1. 14 证 明 中 出 现 的 集合 W 不 必 是 凸 的 ， 并 且 A 不 必 是 均衡 
[M1| 的 ， 除 非 U 是 凸 的 . 


第 2 章 完备 性 


分 析 中 许多 重要 定理 的 正确 性 依赖 于 所 处 理 的 系统 的 完备 性 ， 这 就 是 有 理 数 
系 和 Riemann 积分 ( 仅 提 及 这 两 个 最 著名 的 例子 ) 不 适用 以 及 它们 的 替代 者 实数 
系 和 Lebesgue 积分 意外 地 成 功 的 原因 . 关于 完备 度量 空间 的 Baire 定理 (通常 称 
为 纲 定理 ) 是 这 一 邻 域 的 基本 工具 . 为 了 强调 岗 的 概念 所 起 的 作用 ， 本 章 的 某 些 
定理 (例如 ， 定理 2.7 和 2. 11) 叙 述 得 比 通常 所 需要 的 稍微 一 般 些 . 做 出 这 些 以 
后 ， 仍 旧 给 出 较 简单 形式 的 定理 (更 容易 记忆 而 对 于 大 多 数 的 应 用 是 足够 的 ). 


Baire 纲 


2.1 定义 设 S 是 拓扑 空间 . 集合 ECS 称 为 是 无 处 稠密 的 ， 若 它 的 闭 包 具 
有 空 的 内 部 . S$ 中 的 第 一 纲 集 是 那些 无 处 稠密 集 的 可 数 并 集 . S 的 不 是 第 一 纲 的 任 
一 子 集 称 为 是 S 中 的 第 二 纲 集 . 

这 个 术语 (属于 Baire) 是 公认 的 平淡 无 味 和 缺少 启发 性 的 . 在 某 些 教科 书 中 
采用 贫乏 和 非 贫 乏 集 来 代替 . 但 是 “ 纲 推理 ”是 这 样 牢固 地 置身 于 数学 文献 之 中 并 
且 如 此 著名 以 致 于 使 坚持 要 改变 它 的 努力 看 起 来 是 徒劳 的 ，. 

下 面 是 今后 随时 用 到 的 关于 纲 的 一 些 明 显 的 性 质 : 

Ca) 如果 ACB 并 且 B 在 S 中 是 第 一 纲 的 ， 则 A 也 是 . 

(b) 第 一 纲 集 的 任何 可 数 并 集 是 第 一 纲 的 . 

(c) 任 何 内 部 是 空 集 的 闭 集 ECS 是 第 一 纲 的 . 

(d) 如 果 有 是 S 到 S 上 的 同 胚 并 且 ECS 则 玉 和 有 h(E) 在 S 中 具有 同样 的 纲 . 
2.2 Baire 定理 如 果 S 是 

(a) 完 备 度量 空间 ， 或 者 

(b) 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 

则 S 的 每 个 可 数 稠密 开 集 族 的 交 在 S 中 稠密 ， 

由 于 下 面 原因 ， 这 个 定理 常常 叫做 网 定理 . 

如 果 {E,} 是 S 的 无 处 稠密 子 集 的 可 数 族 并 且 ,是 王 , 的 余 集 ， 则 每 个 V, 是 笛 
密 的 . Baire 定理 的 结论 是 门 V, 关 名 . 所 以 S 关 吕 开 :. 

从 而 ， 完 备 度量 空间 和 局 部 紧 Hausdorff 空间 在 自身 中 是 第 二 纲 集 . 

证 明 假设 Vi， Vs，V;，… 是 S 中 的 稠密 开 子 集 . 设 Be 是 S 中 任 一 非 空 开 
集 . 如 果实 1 并 且 开 集 B,_1 了 闫 名 已 经 取 定 (因为 V, 是 稠密 的 )， 则 存在 开 集 ,天 
2， 

B, CV, fl Bi.: 


在 (a) 的 情况 ，B, 可 以 取 为 半径 小 于 二 的 球 ; 在 (b) 的 情况 ， 可 以 取 瓦 为 紧 集 . 令 
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K=N EB. 
在 (a) 的 情况 ， 球 套 B, 的 中 心 构成 Cauchy 序列 ， 它 收敛 于 KK 中 某 一 点 ， 故 KK 关 
名 . 在 (b) 的 情况 ， 由 紧 性 知 K 关 多 . 我 们 的 构造 方法 表明 KCB。 并 且 对 于 每 个 
n，KCV,. 从 而 Bo 与 介 V ,相交 . 者 


Banach-Steinhaus 定理 


2.3 等 度 连 续 性 ”假设 和 和 Y 是 拓扑 向 量 空间 ，P 是 和 到 YY 中 的 线性 映射 族 . 
我 们 说 工 是 等 度 连续 的 ， 如 果 对 于 Y 中 0 点 的 每 个 邻 域 W， 相 应 地 存在 关中 0 
点 的 邻 域 V 使 得 对 于 所 有 AET,， AC(V)CW. 

如 果 工 仅 含 有 一 个 A， 那 么 等 度 连续 性 当然 就 与 连续 性 相同 (定理 1. 17). 我 
们 已 经 看 到 (定理 1. 32) 连 续 线性 映射 是 有 界 的 .而 等 度 连续 族 以 一 致 的 方式 具有 
这 种 有 界 性 (2. 4). 这 就 是 Banach-Steinhaus 定理 (2. 5) 通 常 叫 做 一 致 有 界 原 理 的 
原因 ， 
2.4 定理 假设 入 和 YY 是 拓扑 向 量 空间 ， 耻 是 和 到 了 中 的 等 度 连 续 线性 映射 
族 ， 并 且 已 是 X 的 有 界 子 集 . 则 了 具有 有 界 子 集 下 使 得 对 于 每 个 AET，A( 巨 ) 
CF. 

证 明 设 下 是 集合 ACE) 的 并 ，AET, WW 是 Y 中 0 点 的 邻 域 . 因为 荆 是 等 
度 连续 的 ， 在 X 中 存在 0 点 的 邻 域 V 使 得 对 于 所 有 AET，A(V)CW. 因为 E 是 
有 界 的 ， 对 于 所 有 充分 大 的 :，ECzV. 对 于 这 些 1， 

AGE) C AUV) = tA(V) CitW, 
故 FCtW. 从 而 下 有 界 . | 
2.5 定理 (Banach-Steinhaus) 假设 和 Y 了 是 拓扑 向 量 空间 ,本 是 从 羡 到 Y 
中 的 连续 线性 映射 谈 ，B 是 所 有 XxX 的 集合 ， 其 轨道 
T(z) = {Az:A ET) 

在 Y 中 是 有 界 的 . 

如 果 B 在 久 中 是 第 二 纲 的 ， 则 B 二 多 并 且 本 是 等 度 连 续 的 . 

证 明 在 Y 中 取 0 点 的 均衡 邻 域 W 和 UU 使 得 十 UCW. 令 

E= QA D). 
如 果 xzEB， 则 对 于 某 个 n，T(x)CnU， 所 以 zEnE. 因此 
BCU nFE. 
至 少 有 一 个 nE 在 XX 中 是 第 二 纲 的 ， 因 为 ，B 是 第 二 纲 的 ， 映射 zx 一 xxz 是 X 到 
X 上 的 同 胚 ,自身 在 XX 中 也 是 第 二 网 的 . 但 是 已 是 闭 的 ， 因 为 每 个 A 是 连续 
的 . 从 而 已 有 一 个 内 点 z. 所 以 z 一 已 含有 X 中 0 点 的 一 个 邻 域 VW， 并 且 对 于 每 
个 AET， 
A(V) CAr— A(E)CU~UCW. 
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这 证 明了 下 是 等 度 连 续 的 . 由 定理 2.4, 下 是 一 致 有 界 的 ， 特 别 地 ， 每 个 下 (z) 
在 Y 中 是 有 界 的 . 所 以 B 一 X. 国 

在 许多 应 用 中 ，B 为 第 二 网 集 的 假设 是 Baire 定理 的 结论 . 例如 ， 殊 空间 是 
第 二 纲 的 . 这 给 出 了 Banach-Steinhaus 定理 的 下 面 推论 : 
2.6 定理 如 果 下 是 下 -空间 X 到 拓扑 向 量 空间 了 中 的 连续 线性 映射 族 ， 并 且 
对 于 每 个 站 EX， 集合 

FPCz) 一 {(Ar:AET) 

在 Y 中 是 有 界 的 ， 则 械 是 等 度 连续 的 . 

简短 地 说 ， 点 态 有 界 性 蕴涵 着 一 臻 有 界 性 (定理 2. 4). 

作为 定理 2.6 的 特殊 的 情况 ， 若 XX 和 Y 是 Banach 空间 并 且 对 于 每 个 XE XX 


sup | Azl = ce. (1) 
结论 是 存在 M 二 oo 使 得 车 1zj1l 委 1，AET， 
| Az | <M. (2) 
所 以 , 车 xEX 并 且 AET,， 
lAzi| <MIzl. (3) 


下 面 定理 建立 了 连续 线性 映射 序列 之 极限 的 连续 性 . 
2.7 定理 假设 涛 和 YY 是 拓扑 向 量 空间 ，{A,) 是 义 到 YY 中 的 连续 线性 映射 序 
列 . 

(a) 如 果 C 是 使 得 {Asx} 为 Y 中 Cauchy 序列 的 所 有 xzEX 的 集合 ， 并 且 C 在 
X 中 是 第 二 纲 的 ， 则 C 王 XX. 

(b) 如 果 工 是 使 得 

Az 一 JimAwz 

存在 的 所 有 zEX 的 集合 ， 并 且 工 是 XX 中 的 第 二 纲 集 ,，Y 是 F- 空 间 ,， 则 上 二 XX 
并 且 A: XY 是 连续 的 . 

证 明 (a) 因 为 Cauchy 序列 是 有 界 的 (1. 29 节 )，Banach-Steinhaus 定理 断言 
{A,) 是 等 度 连续 的 . 

容易 证 明 C 是 X 的 子 空间 . 所 以 C 是 稠密 的 . (否则 ， C 是 X 的 真子 空间 ， 
而 真子 空间 具有 空 的 内 部 ， 于 是 C 就 是 第 一 纲 的 .) 

固定 xEX; 设 W 是 Y 中 0 点 的 邻 域 ， 因 为 {A,) 等 度 连续 ， 存在 关中 0 点 
的 邻 域 V 使 得 对 于 2 一 1，2，3，…，A,(V)CW. 因为 C 是 稠密 的 ， 存在 z EC 
门 (x 十 V). 如 果 n 和 zm 如 此 大 ， 使 得 

Aiz 一 Anz €W, 
等 式 
(人 一 AZz 一 Arz 一 2 十 (As 一 An)z 十 An(z 一 2) 

说 明 Asx 一 AnzEW 十 W 十 W. 因此 {A,zx) 是 Y 中 的 Cauchy 序列 并 且 XxEC. 

(by)Y 的 完备 性 意味 着 上 二 C. 所 以 由 (a), 工 =X. 如 果 V 和 WW 如 上 述 ， 对 于 
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所 有 n， 包 含 关系 A,(V)CW 成 立 ， 这 意味 着 A(V) 己 殉 . 于 是 A 是 连续 的 . 于 
定理 2. 7 的 假设 (b) 可 以 换 为 各 种 形式 ， 这 里 是 容易 记 住 的 一 种 : 
2.8 定理 若 {(A.} 是 从 F- 空 间 X 到 拓扑 向 量 空间 中 的 连续 线性 映射 序列 ， 
并 且 对 于 每 个 XX 
Ary 一 limA,r 
存在 ， 则 人 是 连续 的 . 

证 明 定理 2.6 荀 涵 {A,)} 等 度 连 续 ， 从 而 如 果 匈 是 了 中 0 点 的 邻 域 ， 对 于 
所 有 以 及 XX 中 0 点 的 某 个 邻 域 V， 我 们 有 A,《(V)CW. 由 此 推出 A(V)CCW， 
所 以 A 是 连续 的 (线性 是 显然 的 ). [J 

在 下 面 形式 的 Banach-Steinhaus 定理 中 网 定理 应 用 于 紧 集 而 不 是 完备 度量 空 
间 . 凸 性 也 本 质地 出 现在 这 里 (见习 题 8). 

2.9 定理 假设 了 和 Y 是 拓扑 向 量 空间 ，K 尺 是 久 中 的 紧 西 集 , 本 是 匀 到 Y 了 中 
的 连续 线性 映射 族 并 且 对 于 每 个 工人 天， 轨道 

T(x) = (Az:A ET 
是 Y 的 有 界 子 集 ， 则 存在 有 界 集 BCY 使 得 对 于 每 个 AET, ACK)CB. 

证 明 设 忠 是 所 有 集合 FPCz)(zEX) 的 并 . 在 了 中 取 0 点 的 均衡 邻 域 网 和 
U， 使 得 了 十 UCW. 令 


E= MAD. (1) 
如 果 xEK， 则 对 于 某 个 n，PC(z)CnU， 故 xEnE. 从 而 
K= U (K NnE). (2) 


因为 巨 是 闭 的 ，Baire 定理 说 明 至 少 有 一 个 n，K 门 nE( 相 对 于 天) 有 非 空 内 部 
我 们 国定 这 样 的 2， 固 定 尺 门 nE 的 一 个 内 点 z。， 固 定 XX 中 0 点 的 一 个 均衡 
邻 域 V 使 得 
KN (rtV) CnE, (3) 
再 固定 一 个 如 >1 使 得 
KCzrottpy, (4) 
因为 K 是 紧 集 ， 这 样 的 p 是 存在 的 . 
现在 车 xz 是 K 的 任 一 点 并 且 
z= (1—p li)rotp lz, (5) 
则 zEK， 因 为 K 是 凸 的 . 同时 由 (4) 
z 一 2o 一 四 ICz 一 Zoo) EV. (6) 
所 以 由 (3)，zEnE. 因为 对 于 每 个 人 ET，A(nE)CnU. 又 因为 xz 一 pz 一 (p 一 1) 
Xx。， 我 们 有 
Aze pnU—(p— DanC pn Ut+U)C paW. 
于 是 BCCpnW， 这 证 明了 B 是 有 界 的 . 国 
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2.10 并 映射 ”假设 上 把 S 映射 到 人 工 中 ,这 里 S 和 下 是 拓扑 空间 . 我 们 说 了 在 
点 pPES 是 开 的 ， 如 果 对 于 zp 点 的 任何 邻 域 V，fACV) 包 含 f(p) 的 某 个 邻 域 . 我 
们 说 f 是 开 的 如 果 对 于 S 中 的 任何 开 集 U，GD) 是 工 中 的 开 集 . 

显然 上 是 开 的 当 且 仅 当 在 S 的 每 一 点 是 开 的 . 由 向 量 拓扑 的 不 变性 推出 ， 
从 一 个 拓扑 向 量 空间 到 另 一 个 拓扑 向 量 空间 的 线性 映射 是 开 的 当 且 仅 当 它 在 原点 
是 开 的 . 

我 们 还 要 注意 由 S 到 T 上 的 一 一 连续 映射 是 同 胚 映射 当 且 仅 当 了 是 开 的 . 
2.11 开 了 映射 定理 假设 

(a)X 是 下 -空间 ， 

(b)Y 是 拓扑 向 量 空间 ， 

(c)A: XX>Y 是 连续 的 和 线性 的 ， 并 且 

(d)A(X) 是 Y 中 的 第 二 岗 集 . 

则 

(1)A(X)=Y, 

(Cii)A 是 开 映 射 ， 并 且 

(六)Y 是 下 -空间 . 

证 明 注意 (ii ) 蕴 涵 ( | )， 因 为 Y 是 Y 仅 有 的 开 子 空间 . 为 了 证 明 (i )， 
设立 是 和 中 0 的 邻 域 . 我 们 必须 证 明 ACV) 包 含 了 中 0 点 的 一 个 邻 域 ， 

设 d4 是 X 上 的 不 变 度 量 且 与 X 的 拓扑 相 容 , 定义 


V, 一 (zidGrz0) < 2 7 (n= 0,1,2,.), (1) 
其 中 r>0 是 如 此 小 以 致 于 VoCV. 我 们 将 证 明 Y 中 0 点 的 某 个 邻 域 W 满足 
WCAV) CACV)， (2) 
因为 Vi 必 Vi 一 V;， 定 理 1.13(b) 意 味 着 
ACV) DAV — ACVi) D AVs) — ACV2). (3) 


从 而 ， 如 果 我 们 能 证 明 ACV;) 有 非 空 内 部 ， 那 么 (2) 的 第 一 部 分 就 被 证 明 . 但 V。 
是 0 的 邻 域 ， 故 有 
A(X) -局 kACV2). (4) 
因此 至 少 有 一 个 kA(V,) 在 Y 中 是 第 二 纲 的 . 因为 y>ky 是 Y 到 Y 上 的 同 胚 ， 所 
以 AC(V;) 在 Y 中 是 第 二 纲 的 . 从 而 它 的 闭 包 有 非 空 内 部 . 
为 了 证 明 (2) 中 的 第 二 个 包含 关系 ， 固 定 yi E AVI). 假定 mn 之 1 并且 y,E€ 
AZ 已 经 取 定 . 刚才 对 于 Vi 的 证 明 ， 对 于 V+ 同样 成 立 . 因此 ， ACVi+1) 包 含 


0 的 一 个 邻 域 . 所 以 
(ys ~ ACVi)) MN ACVW) FG. (5) 


[47] 


36 ”第 一 部 分 一 般 理 论 


这 就 是 说 存在 7, EV, 使 得 
Ax, € ys ~— A(Van). (6) 
令 yn+l 一 加 一 Azn， 则 ywHEAC7 TD)， 继续 做 下 去 . 
因为 d(z,，0)<2 (一 1，2，3，…)， 辣 十 zs 十 十 zx 构成 一 个 Cauchy 
序列 ， 它 收敛 于 (由 X 的 完备 性 ) 某 个 zxEX， 并 且 dCz，0)<r 从 而 <EV. 因为 


Da, = Do 一 or) = y1 ym, (7) 


又 因为 当 m 一 oc 时 y 一 0( 由 A 的 连续 性 )， 我 们 断定 yj 一 AxE A(V). 这 给 出 
了 (2) 的 第 二 部 分 ，( ii 得 证 . 
定理 1. 41 说 明 如 果 N 是 A 的 零 空 间 ， 则 X/N 是 一 个 下 -空间 . 所 以 只 要 我 
们 能 够 举 出 一 个 由 X/N 到 YY 上 的 同 构 了 它 还 是 辣 胚 ，( 记 ) 立 即 就 可 推出 . 这 可 
f(r+N)= Ar (rx € X) (8) 
来 实现 . f 为 同 构 ，Azx==f(x(z)) 是 平凡 的 ， 其 中 x 是 1.40 节 所 说 的 商 映 射 ， 如 
果 V 在 Y 中 是 开 的 ， 则 
广 !(V) 一 rCATLCV)) (9) 
是 开 的 ， 因 为 A 是 连续 的 并 且 x 是 开 的 . 所 以 了 连续. 如 果 巨 是 X/N 中 的 开 
集 ， 则 
f(E) = A(x (EE)) (10) 
是 开 的 ， 因 为 x 连续 ，A 是 开 的 ， 因 此 f 是 同 胚 . 她 
2.12 推论 
(a) 如 果 A 是 下 -空间 关 到 下 -空间 Y 上 的 连续 线性 映射 ， 则 A 是 开 的 . 
(b) 如 果 A 满足 (a) 并 且 是 一 一 的 ， 则 A !' ;YY 一 外 是 连续 的 、 
(c) 如 果 X 和 是 Banach 空间 ，A : X->Y 是 连续 的 、 线 性 的 、 一 一 的 和 到 
上 的 映射 ， 则 存在 正 实数 a 和 5 使 得 对 于 每 个 TEX， 
alzl < lAzl lzl. 
(d) 若 riCre 是 向 量 空 间 耻 上 的 向 量 拓 扑 并 且 (X， 二 ) 和 ( 针 ，t2) 都 是 下 - 空 
间 ， 则 二 tz. 
证 明 (a) 由 定理 2. 11 和 Baire 定理 推出 ， 因 为 现在 Y 在 Y 中 是 第 二 网 的 . 
(b) 是 (a) 的 直接 结论 而 (c) 由 Cb) 推出 .(c) 中 的 两 个 不 等 式 直 接地 表达 了 A"! 和 人 
的 连续 性 . 通过 把 (b) 应 用 于 从 (X，m) 到 (X，r ) 上 的 恒 等 映射 得 到 《d). LJ 


闭 图 像 定理 


2.13 图 像 如 果 久 和 Y 是 集合 并 且 f 把 X 映射 到 Y 中 ，f 的 图 像 是 简 卡 儿 乘 
积 XXXY 中 所 有 点 (x，f(z)) 构 成 的 集合 . 如 果 XX 和 Y 是 拓扑 向 量 空间 ,，XXY 
中 给 定 通常 的 乘积 拓扑 (包含 所 有 集合 UXV 的 最 小 拓扑 ， 其 中 U 和 VV 分 别 是 XX 
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和 YY 中 的 开 集 )， 并 且 f 是 连续 的 ， 人 们 期 望 f 的 图 像 是 XXY 中 的 闭 集 ( 命 题 
2. 14). 对 于 FF- 空间 之 间 的 线性 上 映射， 这 个 平凡 的 必要 条 件 对 于 保证 连续 性 还 是 
充分 的 . 这 个 重要 的 事实 在 定理 2. 15 中 证 明 . 
2.14 命题 如 果 X 是 拓扑 空间 ,了 是 Hausdorff 空间 并 且 f/; X->Y 是 连续 的 ， 
则 f 的 图 像 G 是 闭 的 ， 

证 明 设 Q 是 G 在 XXY 中 的 余 集 ， 固定 (xo，y6)EQ,， 则 y% 隆 f(xo). 于 
是 y。 和 f(zo) 在 Y 中 有 不 相交 的 邻 域 V 和 W. 因为 f 是 连续 的 ，x。 有 和 邻 域 U 使 
得 fA(U)CW. 从 而 (x。，yo) 的 邻 域 UXV 在 0 中 . 这 证 明 0 是 开 的 . 国 

注意 : 不 能 略 去 Y 是 Hausdorff 空间 的 假设 . 为 此 考虑 任意 的 拓扑 空间 X 并 
且 设 /，X-~>~X 是 恒 等 映 射 . 它 的 图 像 是 对 角 线 

D{(z,x):xE€ X}CXXxXX. 

命题 “DD 在 XXX 中 是 闭 的 ”只 不 过 是 Hausdorff 分 离 公 理 的 另 一 种 说 法 . 
2.15 闭 图 像 定 理 假设 

(a) 基 和 YY 是 FF- 空 间 ， 

(b)A: X->Y 是 线性 的 ， 

(c)G 二 {C(xz，Ax) : XEX) 在 卫 XY 中 是 闭 的 . 则 A 是 连续 的 . 

证 明 ”如 果 加 法 和 数 乘 分 量 式 地 定义 为 

a(zisy1) + Pry2) = (Cari Brisayi tt By:), 
那么 XXY 是 向 量 空间 . 在 X 和 YY 上 分 别 存在 诱导 其 拓扑 的 完备 不 变 度 量 dx 和 
dr. 如果 
dz (zyy)) = dx xi, Tz2) + dy(y1, 2), 

则 d 是 义 XY 上 的 不 变 度量 ,， 它 与 乘积 拓扑 相 容 并 且 使 XXY 成 为 下 -空间 . (这 
里 需要 元 长 但 容易 的 验证 . 将 它 留 作 练习 ). 

因为 A 是 线性 的 ，G 是 XXY 的 子 空间 . 完备 度量 空间 的 闭 子 集 是 完备 的 ， 
从 而 G 是 下 -空间 . 

定义 mn: C-~X 和 rz : 和 XXY->Y 为 

ri(zyAZz) 一 rn (X,Y) 一 y. 


现在 x 是 F- 空 间 G 到 F- 空 间 X 上 的 连续 线性 一 一 映射 - 由 开 映射 定理 推出 


rs: X-C 
是 连续 的 . 但 是 人 一 T2 。x1 ! 并 且 Tz 是 连续 的 . 所 以 A 是 连续 的 . | 
注 G 是 闭 的 这 一 关键 的 假设 (c) 在 应 用 中 常常 通过 证 明 A 满足 下 面 性 质 


(c ) 来 验证 : 
Ce) 如 果 X 中 的 序列 {z。)} 使 得 极限 
工 一 limz, 和 y= 二 limAx 
存在 ， 则 y= Azx. 
让 我 们 来 证 明 (c ) 蕴 涵 (c). 取 G 的 极限 点 (x，y). 因为 XXxY 是 可 度量 化 
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的 ， 对 某 个 序列 {xz, )， 
(xz,y) 一 lim(z, , Ax,). 
由 乘积 拓扑 的 定义 推出 zx, 一 zx 和 Ax->y. 所 以 由 (ec)，y 一 Az， 故 (zx，y)EG， 
G 是 闭 的 . 
同样 地 容易 证 明 (c) 蕴 涵 (c ). 


双 线 性 映射 


2.16 定义 假设 X,Y 和 Z 是 向 量 空 间 并 且 B 把 XXY 映射 到 2Z 中 . 通过 定义 
Bi.(y) 一 BOzyy) = B(x) 

把 每 个 x€E XX 和 每 个 yEY 与 映射 
B.:Y 一 Z 和 B”:X 一 Z 

联系 起 来 . 如 果 每 个 B, 和 每 个 B” 都 是 线性 的 ，B 称 为 是 双 线 性 的 . 

如 果 和，Y，Z 是 拓扑 向 量 空 间 并 且 每 个 B- 和 每 个 Br 是 连续 的 ， 则 B 称 为 是 
分 别 连续 的 . 如 果 B 是 连续 的 (关于 XXY 的 乘积 拓扑 ) 则 B 显然 是 分 别 连 续 的 . 在 
某 些 情况 下 ， 它 的 逆 可 以 借助 于 Banach-Steinhaus 定理 来 证 明 . 

2.17 定理 假设 B: 针 XY->2 是 双 线 性 和 分 别 连续 的 ， 外 是 下 -空间 ，Y 和 了 Z 
是 拓 扑 向 量 空间 . 只 要 在 刁 中 zzo， 在 了 中 yn 一 yo， 则 在 2 中 

了 (zyyn) — Bro ,yo). (1) 
如 果 YY 是 可 度量 化 的 ， 则 推出 B 是 连续 的 . 

证 明 设 U 和 W 是 Z 中 0 的 邻 域 使 得 U 十 UCW. 定义 
b.(7T) 一 Brzy) (TE Xn = 1,2,3,.). 
因为 B 作 为 y 的 函数 是 连续 的 ， 
limb, (z) 一 BCzyy) (XE X). 
于 是 对 于 每 个 xE 义 ，{6,(z)} 是 Z 的 有 界 子 集 . 因为 每 个 bp 是 下 -空间 X 的 连续 
线性 映射 ，Banach-Steinhaus 定理 2. 6 意味 着 (6,)} 是 等 度 连 续 的 . 所 以 存在 XX 中 
0 的 邻 域 V 使 得 
b.(VICU (n= 1,2,3,.). 
注意 到 
B(x,»Y1) — Bros yo) = bn — To0) + B(xo ,Yr 一 yo). 
如 果 zx 充分 大 ， 则 (| )z,Exo 二 VY， 所 以 5, (x 一 zo)EU, (iE) 因为 B 在 Y 中 是 
连续 的 并 且 BCx。，0) 二 0，B(z。，y, 一 yp)EU. 所 以 对 于 所 有 大 
BCzy) 一 BCzoyyo) EUTUCYW. 
这 给 出 (1). 
如 果 Y 是 可 度量 化 的 ，XXY 也 是 ， 故 B 的 连续 性 由 (1) 推 出 ( 见 附 录 A6). 
面 
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习题 

1. 如 果 X 是 无 穷 维 拓扑 向 量 空间 ， 它 是 可 数 多 个 有 限 维 子 空间 的 并 ,证明 
和 在 自身 中 是 第 一 纲 集 . 从 而 证 明 没 有 无 穷 维 下 -空间 具有 可 数 Hamel 基 . 

(集合 8 是 向 量 空间 XX 的 Hamel 基 ， 如 果 B8 是 X 的 极 大 线性 无 关子 集 . 换 句 
话说 ，8 是 Hamel 基 ， 如 果 每 个 x€ 可 以 惟一 地 表示 为 中 元 素 的 有 限 线性 组 
合 .) 

2. 第 一 纲 集 和 第 二 纲 集 在 拓扑 意义 下 是 “小 的 和 “大 ”的 . 这 些 概念 不 同 于 
在 测度 意义 下 理解 的 “小 "和 “大 ”， 即使 这 种 测度 与 拓扑 是 紧密 相关 的 .为 此 ， 在 
单位 区 间 内 构造 一 个 子 集 ， 它 是 第 一 纲 的 ， 但 Lebesgue 测度 为 1. 

3. 令 K=[ 一 1，1]， 像 1.46 节 那 样 定义 Dx (用 R 代 蔡 R"). 假设 {f,} 是 
Lebesgue 可 积 函 数 序列 使 得 

A$ = lim| 万 (D8CDd 
对 于 每 个 gc 9x 存在 . 证 明 A 是 Dx 上 的 连续 线性 泛 函 ， 证 明 存在 正 整 数 p 和 M 
二 oo 使 得 对 所 有 nt 
[fg |< Mh ps 1-. 


例如 ， 若 在 | 一 十， 十] 上 广 (D 一 mt 在 其 他 地 方 为 0， 证 明 这 对 于 一 1 可 以 
做 到 . 构造 一 个 例子 对 于 p 一 2 可 以 但 一 1 不 行 

4. 设 志 和 了 是 单位 区 间 上 通常 的 Lebesgue 空间 用 下 列 三 种 方法 证 明 志 
在 L! 中 是 第 一 岗 的 : 

Ca) 证 明 (|f: | 1 /1* 过 x) 在 L! 中 是 闭 的 但 有 空 的 内 部 ， 

(b) 在 [0，n“] 上 令 g, 一 nx， 证 明 

|/fe.—0 

对 于 每 个 fEL?* 成 立 但 不 是 对 于 每 个 J/EL!' 成 立 . 

(0) 注意 L* 到 十 的 包含 映射 是 连续 的 但 不 是 到 上 的 ， 
如 果 p<g， 对 于 L? 和 工 * 证 明 同样 的 结论 . 

5. 对 于 空间 1? 证 明 与 习题 4 类似 的 结果 ， 这 里 /是 {0，1，2，…}) 上 使 得 范 
数 

lzls= (D1 zo 10)? 

为 有 限 的 全 体 复 函数 x 的 Banach 空间 . 

6. 对 于 所 有 mnE Z( 全 体 整 数 )， 函 数 /EL*(T) (TT 是 单位 圆周 ) 的 Fourier 系 
数 了 (nn) 是 
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广 z) 一 二 | fle”)e ™ do. 


令 


A:f = D7. 

证 明 {f€L?(7T): limAf 存在 } 是 (TD 的 第 一 一 纲 稠 密 子 空间 ， 

7. 设 C(T) 是 单位 圆周 上 所 有 连续 复 溯 数 构 成 的 集合 . 假设 {7,}(nE 2) 是 
复数 列 使 得 对 于 每 个 FE CC(T) 对 应 有 肾 数 AfE CC(T) 其 Fourier 系数 是 

(CANn) =fn) (nn€2) 
(记号 如 习题 6) ， 证 明 {”~,} 具 有 这 种 乘 子 性 质 当 且 仅 当 在 工 上 存在 复 Borel 测度 jy 
使 得 
-~ 一 fan) Ce 2) 


提示 : 以 sup 为 范 数 ，C(T) 是 Banach 空间 . 应 用 闭 图 像 定 理 ， 然 后 考虑 
泛 项 


J 一 ~(A 站 (1) = 2 "fn) 


并 且 应 用 Riesz 表现 定理 ([23]， 定 理 6. 19). (上 述 级 数 可 能 不 收敛 ; 仅 对 三 角 多 
项 式 应 用 之 ,) 
8. 在 上 以 


A 人 。Zz 一 2 zn) (Cm = 1,2,3,.*) 


定义 泛 函 A。( 见 习题 5). 定义 z， EL: rn) 二 1/n， 若 i 了 闫 n，X4(i) 二 0, 设 KC 
2 由 0，xzi1，Zxs，Zx3，… 组 成 . 证 明天 是 紧 的 . 计算 Asz, 证 明 对 于 每 个 xzEK， 
{Anz) 是 有 界 的 ， 但 {Anzx»} 不 是 , 从 而 同性 不 能 从 定理 2. 9 的 假设 中 略 去 . 

选取 c, 之 0 使 得 Ec 一 1]，Enc, 二 00. 令 二 cnzs， 证 明之 在 KK 的 闭 凸 过 中 
〈 依 定义 ， 这 是 凸 壳 的 闵 包 ) 并 且 {A。z} 不 是 有 界 的 . 

证 明 KK 的 凸 壳 不 是 闵 的 . 

9. 假设 X ,了 Y，Z 是 Banach 空间 并 且 

B:XXY——2Z 
是 双 线 性 并 且 连 续 的 . 证 明 存 在 M<cc 使 得 
IBCz,w | 和 MIlzlllyl (re€X,y€Y). 

这 里 需要 完备 性 吗 ? 

10. 证 明 双 线性 映射 是 连续 的 ， 如 果 它 在 原点 (0，0) 是 连续 的 . 

11. 定义 BCzi， zo; y) 一 Czy，zxzy). 证 明 B 是 R*XR 到 R? 上 的 双 线 性 连 
续 映 射 ， 它 在 (1，1; 0) 不 是 开 的 . 找 出 使 B 为 开 的 所 有 点 . 

12. 设 鲜 是 全 体 单 变 量 实 多 项 式 的 赋 范 空间 ， 以 


上 =[ 7 ld 


为 范 数 . 令 BC 人 一 | fa d ， 证 明 吕 是 XXX 上 的 双 线 性 泛 画 ， 它 是 


分 别 连 续 的 但 不 是 连续 的 . 

13. 假设 X 是 拓扑 向 量 空间 ， 它 在 自身 中 是 第 二 纲 的 . 设 玉 是 X 的 闭 、 凸 、 
吸收 子 集 . 证 明天 包括 0 的 一 个 邻 域 . 

提示 : 首先 证 明 互 = 开 站 (一 开 ) 是 吸收 的 . 根据 纲 定理 ， 互 具有 非 空 内 部 . 
然后 应 用 

2H= H+H= HH 

证 明 如 果 没 有 的 硬性， 即使 二 R*， 结 果 也 不 成 立 . 说 明 若 XX 是 用 Li - 范 数 
拓扑 化 的 L*， 结 论 不 成 立 ( 像 习题 4 一 样 ). 

14. (a) 假 设 XX 和 Y 是 拓扑 向 量 空间 ，{A,} 是 XX 到 Y 中 的 线性 映射 的 等 度 连 
续 序 列 ，C 是 和 中 使 得 {A (x)}) 为 Y 中 Cauchy 序列 的 xz 的 全 体 . 证 明 C 是 XX 的 
闭 子 空间 . 

(b) 除 Ca) 的 假设 之 外 ， 还 假定 了 是 下 -空间 ， 并 且 {A.(Cz))} 在 X 的 某 个 稠密 
子 集中 收 伍 . 证 明 

AKCz) = limA Cz) 

对 于 每 个 zx€EX 存 在 并 且 A 是 连续 的 . 

15. 设 X 是 F- 空 间 , 了 是 X 的 子 空间 ， 它 的 余 集 是 第 一 纲 的 . 证 明 Y 一 X. 
提示 :; 对 于 每 个 xzEX,Y 必 与 + 十 Y 相交 . 

16. 设 义 和 K 是 度量 空间 ，K 是 紧 的 并 且 f: XK 的 图 像 是 XXK 的 闭 子 
集 . 证 明 f 是 连续 的 . (这 是 定理 2.15 的 一 个 类 比 ， 但 要 容易 得 多 . ) 说 明天 的 紧 
性 不 能 从 假设 中 略 去 ， 即 使 X 也 是 紧 的 . 
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这 一 章 主 得 地 ( 虽 不 是 全 部 地 ?用 于 处 理 最 重要 的 一 类 拓扑 向 量 空 间 ， 即 局 部 
凸 空间 . 无 论 从 应 用 上 ， 还 是 从 理论 上 来 看 ， 最 重要 的 是 : (a) Hahn-Banach 定 
理 ( 对 于 高 度 发 达 的 共 罗 理 论 提 供 有 足够 多 的 连续 线性 泛 卫 )，(b) 共 轿 空间 中 的 
Banach-Alaoglu 紧 性 定理 ，(c) 关 于 端点 的 Krein-Milman 定理 . 至 于 对 分 析 中 各 
种 问题 的 应 用 将 放 在 第 5 章 ， 


Hahn-Banach 定理 


这 里 使 用 复数 形式 ? ， 因 为 “Hahn-Banach 定理 ”习惯 上 指 几 个 紧密 相连 的 结 
果 . 其 中 有 控制 延 拓 定理 3.2 和 3. 3( 不 涉及 拓扑 )， 隔 离 定理 3.4 以 及 连续 延 拓 
定理 3. 6. 另 一 个 隔离 定理 ( 它 蕴 涵 3. 4) 放 在 习题 3 来 叙述 . 
3.1 定义 拓扑 向 量 空间 X 的 共 邦 空间 是 向 量 空间 关 "， 它 的 元 素 是 下 上 的 连 
续 线性 泛 函 . 

注意 以 

(A 二 As)xr = Mr Asx,laA)r=a* Ax 

定义 X" 中 的 加 法 和 标量 乘法 . 显然 ， 这 些 运算 的 确 使 X" 成 为 向 量 空间 . 

有 必要 应 用 明显 的 事实 ， 即 复 向 量 空 间 也 是 实 向 量 空间 . 应 用 下 面 ( 临 时 性 
的 ) 术 语 将 是 方便 的 : 复 向 量 空间 X 上 的 可 加 泛 函 A 称 为 实 线性 (复线 性 ) 的 ， 若 
对 于 每 个 zxEX 和 每 个 实 ( 或 复 ) 标 量 a，A(ax) 一 aAzx， 当 我 们 不 提 标 量 域 时 ， 向 
量 空间 的 任何 命题 都 适用 于 两 种 情况 ， 这 一 规定 不 受 临 时 性 术语 的 影响 继续 有 
效 . 

若是 X 上 的 复线 性 泛 函 的 实 部 ， 则 “ 是 实 线性 的 并 且 因 为 对 于 每 个 zE 
C，z 一 Rez 一 训 e(iz)， 故 


f(z) = u(rz)— ulir) (rx € X). (1) 
反 过 来 ， 车 u: X>R 在 复 向 量 空间 XX 上 是 实 线性 的 并 且 如 果 了 由 (1) 定 义 ， 
直接 的 计算 说 明 f 是 复线 性 的 . 


现在 假设 X 是 复 拓扑 向 量 空间 . 上 面 事实 意味 着 X 上 的 复线 性 泛 函 属于 X” 
当 且 仅 当 它 的 实 部 是 连续 的 并 且 每 个 实 线性 的 x X 一 R 是 惟一 的 一 个 fEX' 的 
实 部 . 
3.2 定理 假设 
(a)M 是 实 向 量 空间 X 的 子 空间 ， 
(b)p: XR 满足 对 于 XEX，yE€EXX，t 之 0， 
plr+y) RPr) tp pr) = tp zx). 


”原文 “定理 ”一 词 用 的 是 复数 形式 ，- 一 一 译 者 注 . 
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(c)f: MR 是 线性 的 并 且 在 M 上 f(x) 所 p(x). 

则 存在 线性 的 A: X-~> 有 R 使 得 Ax 一 f(x)C(zEM)， 并 且 
一 六 (一 Z) < 委 Az 迄 pz) (rz € X). 
证 明 若 M 天 X， 取 x1EX，xi1 多 MM 并 且 定 义 
M= (r+itri:r €E M,t€ R}. 
显然 Mi 是 向 量 空间 . 因为 
jz 十 Foy) = fry pr+ty) Rpr— rz) pr y), 

我 们 有 


fr — pr—z) pytr)— fy) (zy EM) (1) 
设 “ 是 当 z 遍历 M 时 (1) 的 左 端的 最 小 上 界 . 则 
f(x)—~aplr—r) (rE AM). (2) 
并 且 
f(y taplyt+r) (7 EM)， (3) 
在 Mi 上 以 
广 (z 十 ti) = jz) 十 如 (CEMEER) (4) 


定义 fh ， 则 在 M 上 fi 二 了 并 且 f' 在 Mi 上 是 线性 的 . 

取 t>0， 在 (2) 中 以 二 !'zx 代替 z， 在 (3) 中 以 二 1y 代替 y， 并 且 用 :去 乘 所 得 
到 的 不 等 式 ， 与 (4) 一 起 ， 这 证 明 在 M 上 放 志 p. 

证 明 的 第 二 部 分 可 以 用 人 们 喜爱 的 任何 一 种 超 限 妇 纳 方 法 做 到 ; 可 以 用 良 序 
公理 ， 或 者 Zorn 引 理 ， 或 者 Hausdorff 极 大 定理 . 

设 9 是 所 有 序 对 CM ，/ ) 的 族 ， 这 里 M 是 XX 的 包含 M 的 子 空间 .是 M 
上 的 线性 泛 函 ， 它 是 f 的 延 拓 并 且 在 M 上 满足 f 志 p. 若 (M', 了) 志 (M， 了/) 
指 的 是 MCM 和 在 M' 上 f"== 了 ， 则 3 被 半 序 化 , 根据 Hausdorff 极 大 定理 ，9 
存在 极 大 全 序 子 族 Q. 

设 是 使 得 UM ，f/)EQ 的 所 有 M 的 族 ， 则 按照 集合 包含 关系 ，B 是 全 序 
的 ， 从 而 @ 的 所 有 元 的 并 证 是 X 的 子 空间 . 若 z€E 斩 ， 则 对 于 某 个 ME，xE& 
M'; 定义 Ar 二 (zx)， 这 里 了 是 序 对 CM ，f 了 )E 9 中 出 现 的 函数 . 

现在 容易 验证 A 在 M 上 是 确定 的 ，A 是 线性 的 并 且 A 专 . 车 折 是 X 的 真 
子 空间 ， 本 证 明 的 第 一 部 分 将 给 出 A 的 进一步 的 延 拓 ， 这 就 与 Q 的 极 大 性 矛盾 . 
于 是 M=X. 

最 后 ， 不 等 式 A 志 p 意味 着 对 于 所 有 x EX， 

—p(— zx) <— A(—7x) = Ax. 
证 毕 . 硬 
3.3 定理 假设 M 是 向 量 空间 X 的 子 空间 ，P 是 XX 上 的 半 范 数 ，f 是 M 上 的 
线性 泛 函 使 得 
| fx) | px) (rE€ NM)， 
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则 f 可 延 拓 为 外 上 的 线性 泛 函 人 且 满 足 
| Az |p(r) (zx € X). 

证 明 着 标 量 域 是 尺 这 包含 在 定理 3. 2 中 ， 因 为 现在 p 满足 p( 一 xz)= 
pl(z). 

假定 标量 域 是 C. 令 w= 二 Ref. 由 定理 3.2，X 上 存在 实 线性 的 U 使 得 在 M 上 
U 二 wu 并 且 在 X 上 Us 和 2. 设 A 是 X 上 的 复线 性 泛 函 ， 实 部 是 D. 3. 1 节 中 的 讨论 
意味 着 在 M 上 A=/. 

最 后 ， 对 于 每 个 xzEX 对 应 一 个 aE€C，|a| = 二 1,， 使 得 aAzx= 二 | Az | . 从 而 


| Az |= A(ar) = U(gr) plar) = p(x). 国 
推论 。 若 久 是 线性 赋 范 空间 并 且 zoEX， 存 在 AEX' 使 得 
Azo 二 上 xo 上 并 且 |Az| 夺 上 zi,vVvxE€EX. 
证 明 若 z=0， 取 A=0. 若 zo 关 0， 应 用 定理 3.3, 以 pC(z)= zl,，M 
是 由 ze 生成 的 一 维 空间 并 且 在 M 上 fo(axo)=a| zo. 国 


3.4 定理 假设 A 和 B 是 拓扑 向 量 空间 处 中 的 不 相交 非 空 凸 集 . 

(a) 若 A 是 开 的 ， 则 存在 人 EX" 和 7yYER 使 得 对 于 每 个 zEA 和 每 个 yE€B， 

ReAz < 7 ReAy. 

(b) 若 A 是 紧 的 ， 召 是 闭 的 ， 匡 是 局 部 凸 的 ， 则 存在 人 EX*，, 7,ER, YE€ 
尺 ， 使 得 对 于 每 个 zx€E A 和 每 个 y€EB， 

ReAz < < < ReAy. 

注意 : 这 是 没有 指明 标量 域 的 命题 ， 若 是 尺 ， 当 然 ReA 一 人 ， 

证 明 只 要 对 于 实 标 量 域 证 明 这 一 点 就 够 了 . 若 标量 域 是 C 并 且 实 的 情况 已 
经 证 明 ， 则 X 上 存在 连续 的 实 线性 的 Al 给 出 所 要 求 的 隔离 ; 若 A 是 X 上 的 实 
部 为 Al 的 惟一 复线 性 泛 函 ， 则 AEX*( 见 3.1 节 ). 现在 假定 标量 域 是 实 的 . 

(a) 固 定 a,. EA,， 56EB. 今 zc 一 0 一 ao; 令 C=A 一 B 十 zo. 则 C 是 和 中 0 的 
凸 邻 域 . 设 p 是 C 的 Minkowshi 泛 函 . 由 定理 1.35，p 满足 定理 3.2(b)， 因 为 
ANMmB= 名 ，xzo 儿 C， 故 p(xzo) 宇 1. 

在 由 z 生成 的 X 的 子 空 间 M 上 定义 f(zzo)=t. 若 过 0， 则 

fltr0o) = tp(r0) = pltro), 
若 :=<0 则 f(tzo) 二 0 志 p(tzo). 于 是 在 M 上 ff 志 p. 由 定理 3.2，f 可 延 拓 为 XX 上 
的 线性 泛 函 A， 仍 满足 A 委 如 特别 地 ,在 C 上 A 夺 1， 从 而 在 一 CC 上，A 宇 一 1， 
故 在 0 的 邻 域 CN 站 (一 Cy) 上 | A | 委 1. 由 定理 1.18, AEX". 
现在 车 aE A，6bE B， 因 为 Azo。= 二 1，a 一 5 十 xo。 EC 并 且 C 是 开 的 ， 我们 有 
Aa— Ab 二 1 = A(l(a—b 二 zx) pla—b 二 zo) < 之 1， 
于 是 Az<< Ap. 

由 此 推出 AC(A) 和 A(B) 是 RR 中 的 不 相交 凸 子 集 ， 同 时 A(A) 在 A(B) 的 左边 . 

还 有 ，A(A) 是 开 集 ， 因 为 A 是 开 的 并 且 X 上 的 每 个 不 是 常数 的 线性 泛 函 是 开 映 
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射 . 设 r 是 A(A) 的 右 端 点 就 得 出 (a) 的 结论 . 

(b) 由 定理 1.10，X 中 存在 0 的 凸 邻 域 V 使 得 (4 十 V) 门 B= 季 . 把 A 换 为 A 
十 V，(a) 说 明 存 在 AEX* 使 得 AC(A 十 V) 和 AC(B) 是 RR 的 不 相交 凸 子 集 ， 同 时 
A(A 十 V) 是 开 的 并 且 在 A(B) 的 左边 . 因为 A(4) 是 A(A 十 V) 的 紧 子 集 ， 我 们 得 
到 (b) 的 结论 . | 

推论 著 X 是 局 部 凸 空间 ， 则 X* 在 X 上 可 分 点 . 

证 明 若 z 阅 ，zEX 并 且 z 天 rz， 令 4=(z)，383=(z)， 再 应 用 定理 3. 4 
(b). 加 
3.5 定理 假设 M 是 局 部 凸 空间 X 的 子 空间 并 且 xo€X. 若 zo 不 在 MM 的 闭 包 
中 ， 则 存在 AGEX" 使 得 Aro 一 1， 但 对 于 每 个 zE AM，Az 一 0， 

证 明 令 4={(z)}，8B=M， 由 定理 3.4(b)， 存 在 AEX* 使 得 Aze 和 ACM) 
是 不 相交 的 ， 于 是 ACM) 是 标量 域 的 真子 空间 ， 这 使 得 ACM) 三 {0)， 并 且 Azo 天 
0.A 除 以 Azo 得 到 所 需要 的 泛 函 . 二 

注 这 个 定理 是 处 理 某 些 逼近 问题 的 标准 方法 的 基础 : 为 了 证 明 zoExX 在 
X 的 某 个 子 空间 M 的 闭 包 中 ， 只 要 说 明 ( 若 和 是 局 部 凸 的 ) 对 于 每 个 在 M 上 为 0 
的 X 上 的 连续 线性 泛 函 A，Azo 一 0. 

3.6 定理 若是 局 部 凸 空间 XX 的 子 空间 M 上 的 连续 线性 泛 函 ， 则 存在 AE 
XX'* 使 得 在 MM 上， A= 了 . 

注 “ 对 于 赋 范 空间 ， 这 是 定理 3. 3 的 直接 推论 . 由 线性 泛 函 的 连续 性 与 半 范 
数 的 关系 ( 见 第 1 章 习题 8)， 一 般 情况 也 可 以 从 3. 3 得 到 . 下 面 给 出 的 证 明说 明 
定理 3. 6 仅 依 赖 于 定理 3. 5 的 隔离 性 质 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 假 定 了 在 M 上 不 恒 为 0. 令 

M, = {x € M:f(x) = 0} 
并 且 取 zoEM 使 得 fxzo) 王 1. 因为 f 是 连续 的 ，z 不 在 Mo 的 六 闭 包 中 ， 因 为 
M 从 XX 诱导 了 它 的 拓扑 ， 由 此 推出 ze 不 在 Me 的 关闭 包 中 . 
于 是 定理 3. 5 保证 了 AEX' 的 存在 性 ， 它 使 得 Azo 王 1， 而 在 M。 上 A=0. 
车 x€EM， 因 为 f(zo) 二 1, 故 工 一 f(z)zoEMo. 所 以 
Az— f(x) = Azx— f(z)Azxo = A(zx— f(r)zxo) = 0. 
于 是 在 M 上 A=/. 加 

末了 ， 我 们 讨论 隔离 定理 的 另 一 个 有 用 的 推论 . 

3.7 定理 假设 妃 是 局 部 凸 空间 X 中 的 西 均衡 闭 集 ，zoEX 人 但 ze 区 B. 则 存在 
AEX' 使 得 对 于 所 有 xXEB，| Az | 和 1 但 Azo 盖 1. 

证 明 因为 B 是 闭 的 和 凸 的 ， 我们 可 以 应 用 定理 3.4(b)， 以 A 二 {xo} 得 到 
A1 EX" 使 得 Aizxo 二 re* 在 A1(B) 的 闭 包 K 之 外 . 由 于 B 是 均衡 的 ，K 也 是 均衡 
的 ， 故 存在 s，0 二 s<r， 使 得 VzEK，| z | 委 5 泛 函 A 一 s !e ”Al 即 具有 所 要 
的 性 质 ， 四 


弱 拓扑 


3.8 拓扑 预备 知识 ”这 一 节 的 目的 是 解释 和 说 明 当 一 个 集合 用 几 种 方式 拓扑 化 
时 所 出 现 的 一 些 现象 ， 

设 mr 和 mm 是 集合 X 上 的 两 个 拓扑 ， 并 且 假 定 mCm， 即 每 个 开 集 也 是 t， 
的 开 集 ， 则 我 们 说 rm 比 tz 弱 ， 或 者 zs 比 强 . (注意 根据 包含 符号 己 的 意思 * 较 
弱 ” 和 “ 较 强 ”不 排除 等 号 . ) 在 这 种 情况 ，XX 上 的 恒 等 映 射 是 (X，m) 到 (X，m ) 连 
续 的 并 且 是 (X，r) 到 (X，r ) 的 开 映 射 . 

作为 第 一 个 说 明 ， 让 我 们 证 明 紧 Hausdorff 空间 的 拓扑 在 这 样 的 意义 下 有 一 
定 的 不 变性 ， 即 不 失去 Hausdorff 分 离 公理 它 不 能 再 减弱 ， 不 丧失 紧 性 它 不 能 再 
加 强 . 

(a) 若 mmCr 是 集合 和 上 的 拓扑 ， 如 果 n 是 Hausdorff 拓扑 ，To 是 紧 拓 扑 ， 
则 二 2. 

为 此 ， 设 FCX 是 rz- 闭 的 . 因为 X 是 rt2- 紧 的 ， 故 下 是 紧 的 , 因为 mmCm， 
由 此 推出 下 是 ci- 紧 的 .(F 的 每 一 个 ri- 开 复 盖 也 是 一 个 rs 开 复 盖 . ) 因 为 r 是 
Hausdorff 拓扑 ， 推 出 下 是 zt- 闭 的 . 

作为 另 一 个 说 明 ， 考 虑 1. 40 节 中 定义 的 X/N 的 商 拓扑 rw 以 及 商 映 射 +: X 
一 X/N. 仅仅 由 定义 ，rw 是 使 x 连续 的 X/N 上 的 最 强 拓扑 ， 并 且 是 使 x 为 开 喘 
射 的 最 弱 拓 扑 . 确切 地 说 ， 车 和 是 义 /N 上 的 拓扑 并 且 x 关于 < 是 连续 的 ， 
关于 是 开 的 ， 则 = CC. 

下 面 假设 X 是 一 个 集合 ， 允 是 映射 /: XX 一 Yj 构成 的 非 空 族 ， 其 中 每 个 Y 
是 拓扑 空间 . (在 很 多 重要 情况 下 ， 对 于 所 有 FEG，Yyr 是 同一 个 . ) 设 * 是 集合 
太 -CCV) 的 有 限 交 集 的 所 有 并 集 构成 的 族 ， 其 中 ff€EF,，V 是 Yj 中 的 开 集 ， 则 z 是 
X 上 的 拓扑 并 且 事实 上 是 X 上 的 使 每 个 /EZ 连续 的 最 弱 拓 扑 : 若是 具有 这 种 
性 质 的 其 他 任何 拓扑 ， 则 rCr. 这 个 r 称 为 是 导 上 的 由 了 导出 的 能 拓扑， 或 者 
简单 地 说 ，XX 是 天 拓扑. 

这 种 情况 的 最 著名 的 例子 是 通常 把 拓扑 空间 族 X. 的 笛 卡 儿 乘 积 X 拓扑 化 的 
方法 . 若 n(x) 表 示 xEX 的 第 a 个 坐标 ， 则 x。 把 X 映射 到 XXX, 上 ， 并 且 由 定义 
X 的 乘积 拓扑 r 是 它 的 {x。) -拓扑 ， 即 使 每 个 x 连续 的 最 弱 拓扑 . 现在 假定 每 个 
X, 是 紧 Hausdorff 空间 ， 则 (由 Tychonoff 定理 )r 是 X 上 的 紧 拓 扑 ， 并且 命题 
(a) 意 味 着 在 不 损害 Tychonoff 定理 的 前 提 下 ，r 不 能 再 加 强 . 

下 面 命题 的 一 个 特殊 情况 已 悄然 用 于 上 面 最 后 一 句 : 

(b) 若 乡 是 映射 F，X->Yr 的 族 ， 其 中 和 是 一 个 集合 ， 每 个 Yy 是 Hausdorff 
空间 并 且 玫 在 和 上 可 分 点 ， 则 和 的 多 拓扑 是 Hausdorff 拓扑 ， 

因为 若 p，g(p 关 9) 是 六 的 点 ， 则 对 于 某 个 ff€3，f(2p) 关 fg); f(P) 与 f(q) 在 
Yj 中 有 不 相交 邻 域 ，( 由 定义 ) 它 们 在 关于 f 之 道 象 是 开 的 并 且 不 相交 ， 
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下 面 是 这 些 思想 对 于 可 度量 化 定理 的 应 用 . 

(c) 若 下 是 紧 拓 相 空间 并 且 有 某 个 连续 实 值 涵 数 序列 {f,) 在 关上 可 分 点 ， 则 
义 是 可 度量 化 的 . 

设 = 是 X 上 给 定 的 拓扑 . 不 失 一 般 性 ， 假 设 对 于 所 有 n，| 户 | 委 1 并 且 mm 
是 由 X 上 的 度量 


ao 


dpg) = D2™ | fp) ~— fs(9) | 


诱导 的 拓扑 . 这 的 确 是 一 个 度量 ， 因 为 {f,)} 可 分 点 . 由 于 每 个 f, 是 r- 连 续 的 并 
且 级 数 在 XXX 上 一 臻 收敛, & 是 XXX 上 的 t- 连 续 函 数 . 从 而 球 
B,(p) = {gqg € X:d(p,g) < 一 >) 
是 t- 开 的 . 于 是 zeCr. 因为 上 是 由 度量 导出 的 ，rs 是 Hausdortff 拓扑 ， 现 在 (a) 
列 涵 r 一 rs. 
下 面 引 理 在 向 量 拓扑 的 研究 中 有 用 .事实 上 ，n 二 1 的 情况 在 定理 3. 6 的 末尾 
已 经 需要 (并 被 证 明 ) 了 . 


3.9 引 理 假设 Al，…，A, 和 人 是 向 量 空 间 和 上 的 线性 泛 函 . 设 
N= {xz;Mrz = = Ax = 0). 
则 下 面 三 个 性 质 是 等 价 的 : 
(a) 存 在 标量 a1，…，a 使 得 


A 一 aaAl 十 … 十 an 人 Au 
(b) 奉 在 y<<co 使 得 
|Azl 和 7ymaxlAz| (rE€X). 
(c) 对 于 每 个 ZEN，Azx= 二 0. 
证 朋 显然 (a) 蕴 涵 (b)，(b) 蕴 涵 (c). 假定 (c) 成 立 ， 设 @ 为 标量 域 . 以 
n(x) 一 (AT Ar) 
定义 x: X>， 若 x(z) 一 x(x’)， 则 (Cc) 意味 着 Ax 王 Ax. 所 以 f(x(z)) 一 Ax 
定义 了 nn(X) 上 的 线性 泛 函 f， 延 拓 f 成 为 $5" 上 的 线性 泛 卫 下 ， 从 而 存在 a.E 史 
使 得 
Flwuwi yz) 一 alul 二 "十 ann 
于 是 
Ax = Fr(Cz)) = FOAizy, Mar) = YahAir. 
这 就 是 (a). 硬 
3.10 定理 假设 义 是 向 量 空间 ，X 是 羡 上 线性 泛 函 的 可 分 点 向 量 空 间 .、 则 
X/- 拓 扑 r' 使 克成 为 局 部 凸 空间 ， 其 共 轧 空 间 是 X . 
更 明确 地 说 ， 关 于 X 的 假设 就 是 X' 在 加 法 和 数 乘 之 下 是 封闭 的 ， 并 且 对 于 
X 的 任何 两 个 不 同 点 x;，x:， 有 某 个 AEX ，Azi 天 Azz， 
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证 明 因为 R 和 C 是 Hausdorff 空间 ，3.8 节 (b) 说 明 是 Hausdorff 拓扑. XX 
中 元 素 的 线性 说 明 是 平移 不 变 的 . 若 Al，…，A,EX'，r>0 并 且 
V= {zrz:|Arz |<r,li<n), (1) 
则 V 是 是 的 ， 均 衡 的 并 且 VEr. 事实 上 形 如 (1) 的 所 有 Y 的 族 是 r “的 局 部 基 . 于 
是 r* 是 X 上 的 局 部 凸 拓扑 . 


车 (1) 成 立 ， 则 去 V 十 方 V 一 V. 这 证 明 加 法 是 连续 的 .假设 zxE X 并 且 = 是 标 


量 ， 则 对 于 某 个 *>>0，zEsV 车 1B 一 a | <r，y 一 zErV， 倘 若 > 如 此 小 ， 使 得 
(5 十 门 十 al|r<1， 
则 
py 一 az 一 (8 一 c)y 十 c(Cy 一 工 ) 

在 V 中 . 从 而 标量 乘法 是 连续 的 . 

我 们 现在 已 证 明了 是 局 部 凸 向 量 拓扑 ， 每 个 AEX' 是 r- 连 续 的 . 反 过 来 ， 
假设 A 是 X 上 的 r- 连 续 的 线性 泛 函 ， 则 对 于 形 如 (1) 的 某 个 集合 V 中 的 所 有 z， 
| Az | 过 1. 从 而 引 理 3. 9(b) 的 条 件 成 立 ; 于 是 (a) 成 立 : A 二 BaiA,. 因为 A,E 
X' 并 且 X' 是 向 量 空 间 ，AE X'. 证 毕 ， 图 

注意 ;这 个 证 明 的 第 一 部 分 还 可 以 建立 在 定理 1. 37 以 及 由 p(x) 二 | Az | 
给 出 的 可 分 点 半 范 数 族 psCAEX' ) 上 . 
3.11 拓扑 向 量 空间 的 弱 拓 扑 假设 X 是 拓扑 向 量 空间 (具有 拓扑 rz)， 其 共 思 
XX* 在 关上 可 分 点 . (我 们 知道 每 个 局 部 凸 空间 是 这 样 的 . 对 于 某 些 其 他 空间 也 如 
此 ， 见 习题 5. )X 的 X -拓扑 称 为 X 的 弱 拓 扑 . 

我 们 把 这 种 被 弱 拓 扑 r。 拓扑 化 的 X 记 为 X。. 定理 3. 10 意味 着 XX 是 局 部 凸 
空间 ， 其 共 轿 空间 还 是 X*. 

因为 每 个 AEX* 是 王 连续 的 并 且 r。 是 X 上 具有 这 种 性 质 的 最 纶 拓扑 ， 我 们 
有 tsCr. 在 这 种 情况 ， 给 定 的 拓扑 常常 称 为 X 的 原 拓扑. 

诸如 原 邻 域 ， 弱 邻 域 ， 原 闭 包 ， 弱 闭 包 ， 原 有 界 ， 弱 有 界 等 等 自明 的 表达 方 
式 习惯 上 用 以 明确 这 些 术语 应 理解 为 相对 于 何 种 拓扑 2 . 

例如 ， 设 {z,) 是 中 的 序列 ， 称 {x;} 原 收敛 于 0 指 的 是 0 的 每 个 邻 域 包含 当 
n 充分 大 时 的 一 切 zx,. 称 {x,) 弱 收敛 于 0 指 的 是 0 的 每 个 弱 邻 域 包含 当 充分 大 
时 的 一 切 x,. 因为 0 的 每 个 弱 邻 域 包含 一 个 形 如 

V= {zx:| Az|<r,l<ign)} (1) 

的 邻 域 ， 其 中 A, EX* ，r, 汪 0， 容 易 知道 {x,} 弱 收敛 于 0 当 且 仅 当 对 于 每 个 AE 
和 ”， 人 za 一 0， 


名“ 当 和 是 Fréchet 空间 时 (从 而 特别 地 ， 当 X 是 Banach 空间 时 )， 的 原 拓扑 通常 称 为 它 的 强 拓扑 . 
在 那 种 情况 ，“ 原 来 的 "和 “原来 地 ”将 使 用 “ 强 的 ”和 “ 强 地 ”对 于 局 部 凸 空间 ， 一 般 说 ,“ 强 拓 
扑 一 词 已 被 赋予 特殊 的 意义 见 [15]，pp. 256 一 268; 又 见 [14]，p. 104. 因此 在 目前 一 般 性 的 
讨论 中 ,使 用 “原来 的 "说 法 似乎 是 明智 的 . 
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所 以 每 个 原 收 和 伍 序列 弱 收敛 . (其 递 一 般 不 成 立 ， 见 习题 5 和 6. ) 

类 似 地 ， 集 合 ECX 是 弱 有 界 的 ( 即 巨 是 X, 的 有 界 子 集 )， 当 且 仅 当 每 个 像 
(1) 那 样 的 V 对 于 某 个 上 =LV)>0 包含 tE. 这 一 点 出 现 的 必要 且 充 分 条 件 是 对 于 
每 个 AEX" ， 对 应 有 r(A) 二 oo 使 得 对 于 每 个 TEE，| Az | 委 r(A). 换 旬 话说 ， 
集合 ECX 是 弹 有 界 的 当 且 仅 当 每 个 人 EX" 在 忆 上 是 有 界 阴 数 . 

设 V 仍 像 (1) 中 那样 并 且 令 

N= {zx:AMrT = = A,r = 0}. 
因为 z>(A1x，…，Asz) 把 映射 到 C” 中 并 且 具 有 0 空间 N， 我 们 知道 dimX 
过 n 十 dimNN. 因为 NCV， 这 导致 下 面 结论 . 

若 久 是 无 穷 维 的 ， 则 0 的 每 个 弱 邻 域 包 含 一 个 无 穷 维 子 空间 ， 从 而 XX 不 是 
局 部 有 界 的 . 

这 意味 着 在 许多 情况 下 弱 拓 扑 严格 弱 于 原 拓扑 . 当然 ， 二 者 可 以 相同 ， 定 理 
3. 10 意味 着 (Xw)。 一 Xv. 

现在 我 们 回 到 一 个 更 有 意义 的 结论 上 来 . 

3.12 定理 假设 已 是 局 部 西 空间 X 的 西子 集 . 则 玉 的 弱 闭 包 EE。 等 于 它 的 原 闭 
包 上. 

证 明 E. 是 弱 闭 的 ， 从 而 是 原 闭 的 ， 故 ECE。. 为 得 到 相反 的 包含 关系 ， 
取 立 EX，z 人 巨 隔离 定理 3.4(b) 说 明 存在 AEX"* 和 YER 使 得 对 于 每 个 x 
EE, 

ReAxzo < Y= ReAz. 
从 而 集合 {zx: ReAz<y} 是 与 下 不 相交 的 zx。 的 弱 邻 域 . 于 是 z 不 在 EE。 中， 这 
证 明了 E,CE. 到 
推论 ”对 于 局 部 上 西 空间 的 西子 集 ， 

(a) 原 闭 等 于 弱 闭 . 

(b) 原 稠密 等 于 弱 移 密 ， 

其 证 明 是 显然 的 . 这 里 是 定理 3. 12 的 另 一 个 值得 注意 的 结论 . 

3.13 定理 假设 X 是 可 度量 化 局 部 凸 空间 . 著 {zo} 是 以 中 的 序列 ， 弱 收 仇 于 
某 个 工 EX， 则 和 中 存在 序列 {y} 使 得 

(a) 每 个 y; 是 有 限 多 个 z 的 凸 组 合 . 

(by 原 收 剑 于 工 ， 

更 明确 地 ，(a) 是 说 存在 wu 之 0 使 得 


oo 


Da. 一 1， Y, 二 之 /amTv， 
并 且 对 于 每 个 z， 仅 有 有 限 多 个 wo 天 0. 

证 明 设 晶 是 所 有 zz, 构成 的 集合 的 凸 壳 ; KK 是 电 的 弱 闭 包 , 则 xzEK. 由 
定理 3. 12，z 也 在 H 的 原 闭 包 中 . 因为 已 假定 X 的 原 拓扑 是 可 度量 化 的 ， 由 此 
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推出 H 中 存在 序列 {y,} 原 收 钙 于 x. | 

为 了 体会 这 里 包含 的 内 容 ， 考 虑 下 面 例子 . 

设 天 是 紧 Hausdorft 空间 ( 实 轴 上 的 单位 区 间 是 其 中 之 一 )， 并 且 假 定 f 和 
太一 1，2，3，…) 是 天 上 的 连续 复 函 数 使 得 对 于 每 个 zE 开 ， 当 ”一 co 时 
太 (z) 一 Fz) 以 及 对 于 所 有 2 和 所 有 zE 天 ，| f(x) | 委 1. 定理 3.13 有 断言 f, 的 
某 个 凸 组 合 一 致 收敛 于 了 . 

为 此 , 设 C(K) 是 KK 上 的 所 有 复 连 续 函 数 的 Banach 空间 ， 赋 了 予 上 确 界 范 数 . 
则 强 收 敛 与 K 上 的 一 致 收敛 相同 . 若是 多 上 的 任 一 复 Borel 测度 ，Lebesgue 


控制 收敛 定理 意味 着 [fdx -~ | /dv . 因此 六 弱 收 化 于 广 这 是 根据 Riesz 表 理 定 


理 一 一 它 把 C(K) 的 共 固 空间 与 K 上 的 所 有 正则 复 Borel 测度 等 同 起 来 . 剩 下 可 
以 应 用 定理 3. 13. 

绕 过 这 段 弯 路 之 后 ， 现 在 回 到 叙述 的 主线 上 来 ， 
3.14 ” 共 罗 空 间 的 W’ -拓扑 设 生 仍 是 拓扑 向 量 空间 ， 其 共 辆 是 X”， 下 面 定 义 
与 X"* 在 X 上 是 否 可 分 点 是 没有 关系 的 . 重要 的 是 注意 到 每 个 zEX 在 XXX" 上 时 
出 一 个 线性 泛 浮 

frA= Ax 

并 且 {f;: <EX) 在 X"* 上 可 分 点 . 

每 个 f, 的 线性 是 显然 的 ; 若 对 于 所 有 zEX，f.A 二 fA ’， 则 对 于 所 有 z， 
Ax==A'T， 根 据 两 个 函数 相等 的 定义 ，A=A.. 

我 们 现在 正 处 在 定理 3. 10 中 描述 的 情况 ， 不 过 用 XX" 代替 XxX， 用 X 代替 
X”. 

X 的 蕊 拓扑 称 为 X ”的 二 -拓扑 ,( 读 作 :， 弱 星 拓扑 ). 

定理 3. 10 意味 着 这 是 X* 上 的 局 部 凸 向 量 拓扑 空间 并 且 XX* 上 的 每 个 w* - 连 
续 线性 泛 函 具 有 形式 A 一 Az， 对 于 某 个 ZE XX. 

w" -拓扑 有 一 个 异常 重要 的 紧 性 质 ， 现 在 我 们 把 注意 力 转向 它 . w- 拓 扑 和 
w" -拓扑 的 各 种 反常 性 质 在 习题 9 和 10 中 叙述 . 


紧 巴 集 


3.15 Banach-Alaoglu 定理 ” 若 V 是 拓扑 向 量 空间 处 中 0 的 邻 域 并 且 
KS= {AE€E X':|Arz|<l,VYrE€EV}, 

则 KK 是 tw" - 紧 的 . 

注意 : K 有 时 称 为 V 的 极 . 显然 K 是 西 的 和 均衡 的 ， 因 为 C 中 的 单位 圆 盘 
《和 RR 中 的 区 间 [ 一 1，1]) 是 如 此 的 . 在 天 的 定义 中 有 某 些 多 余 之 处 ， 因 为 X 上 
的 每 个 在 V 上 有 界 的 线性 泛 函 是 连续 的 ， 从 而 属于 X*. 

证 明 ”因为 0 的 邻 域 是 吸收 的 ， 对 于 每 个 zEX 对 应 有 7(z) 所 co 使 得 zxE 
7(Cz)w, 所 以 
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| Az | 委 7YCz) (rE X,A EE€ 天). (1) 
设 D, 是 使 得 | a | 委 7(z) 的 所 有 标量 a 的 集合 ,rt 是 所 有 D; (x€E X) 的 笛 卡 儿 
乘积 P 的 乘积 拓扑 ， 因 为 每 个 D. 是 紧 的 ， 由 Tychonoff 定理 ，P 是 紧 的 .P 的 
元 素 f 是 X 上 的 (线性 或 非 线性 ) 函数， 满足 
| fCx) [Yrx) (xr € X). (2) 
于 是 KCX:* (NP. 由 此 推出 K 上 诱导 了 两 个 拓扑 : 一 个 来 自 XX ( 它 的 ww - 
拓扑 ， 是 本 定理 的 结论 提 到 的 )， 另 一 个 来 自卫 的 拓扑 zc， 我 们 将 看 到 
(a) 这 两 个 拓扑 在 上 相同 ， 
(b)K 是 PP 的 闭 子 集 . 
因为 P 是 紧 的 ，(b) 蕴 涵 K 是 rc- 紧 的 ， 于 是 (a) 蕴 涵 六 是 zw” - 紧 的 . 
固定 某 个 A EK. 取 zx,EX， lin; 6 之 0. 令 
Wi={AEX':|Ax—AMor,|<H,1lEi<n) (3) 
并 且 
W; = {fE€EP;:| f(r) Mr |<H,l<i<n). (4) 
让 n，x, 和 6 遍历 所 有 人 允许 值 . 所 得 到 的 集合 Wi 构成 X' 的 w* -拓扑 在 A。 的 局 
部 基 ，W, 构成 PP 的 乘积 拓扑 在 As 的 局 部 基 . 因为 KCPNNX* ,我 们 有 
WwW.NK=w,nN Kk. 
这 证 明了 (a). 
下 面 假设 f 在 K 的 tc- 闭 包 中 . 取 zEX，yEX，ac，p 为 标量 以 及 = 之 0. 使 
| 一方 1 < 之 e 在 z，y 和 ax 十 By 成 立 的 所 有 fEP 的 集合 是 fo 的 r- 邻 域 . 从 而 
KK 包含 一 个 这 样 的 f. 因为 f 是 线性 的 ， 我们 有 
folar +pBy)— afo lz)— Bfoly) 
= (fo— fart+py) talf — fo)(r) +B fF — fo) ly), 
故 
| folar hy) —afolz)—Bfoly) |< 0+lalt| pl)e. 
因为 。 是 任意 的 ， 我们 知道 f。 是 线性 的 . 最 后 ,车 zxEV，s>>0， 同 样 的 论证 说 
明 存 在 /EK 使 得 | f(x) 一 fo(z) | <e. 由 的 定义 ，| fo(x) | 1， 由 此 推出 
| fo (x) | 委 1. 我 们 断定 f, € K. 这 证 明了 Cb) 从 而 证 明了 整个 定理 . 一 
当 X 是 可 分 的 时 候 ( 即 X 中 存在 可 数 稠密 集 )， 通 过 与 下 面 事实 结合 可 以 使 
Banach-Alaoglu 定理 的 结论 得 到 加 强 : 
3.16 定理 著 X 是 可 分 拓扑 向 量 空间 ， 开 CC 旺 并且 天 是 世 "- 紧 的 ， 则 玉 在 
w* -拓扑 中 是 可 度量 化 的 . 
应 注意 的 是 并 不 能 推出 X* 自身 在 它 的 w"” -拓扑 中 是 可 度量 化 的 . 事实 上 ， 
对 于 任何 无 穷 维 Banach 空间 ， 这 都 是 不 成 立 的 . 见习 题 15. 
证 明 设 {zx,} 是 XX 中 的 可 数 稠密 集 . 对 于 AEX'，, 令 f.(A) 二 Axs. 由 也 
拓扑 的 定义 ， 每 个 f, 是 w“ -连续 的 . 车 对 于 所 及 ， f(A) 二 f(A')， 则 对 于 所 
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有 n，Ax, 一 A'Y,. 这 意味 着 A 二 A ’， 因 为 二 者 在 X 上 都 连续 并 且 在 一 个 稠密 集 
上 相同 ， 
于 是 {f,} 是 在 X* 上 可 分 点 的 连续 函数 的 可 数 族 . 现在 天 的 可 度量 性 从 3.8 
节 (c) 推 出 . | 
3.17 定理 著 允 是 可 分 拓扑 向 量 空间 和 中 0 的 邻 域 并 且 {A,} 是 XX" 中 的 序列 ， 
使 得 
| Asz {1 Cr EV,n= 1,2,3,.), 
则 存在 子 序 列 {A,} 和 AEX* 使 得 
Az = limAwz (zx € X). 
换 句 话说 ，V 的 极 在 tw -拓扑 中 是 序列 紧 的 . 
证 明 把 定理 3. 15 和 定理 3. 16 合 起 来 即 得 之 . 于 
Banach-Alaoglu 定理 的 应 用 涉及 到 Hahn-Banach 定理 和 纲 定理 . 
3.18 定理 在 局 部 凸 空间 和 中， 每 个 蚤 有 界 集 是 原 有 界 的 ， 反 过 来 也 成 立 ， 
习题 5(d) 说 明 丑 的 局 部 凸 性 不 能 从 假设 中 省 略 . 
证 明 因为 X 中 0 的 每 个 弱 邻 域 是 0 的 一 个 原 邻 域 ， 由 “有 界 ” 的 定义 ， 显 
然 ，X 的 每 个 原 有 界 子 集 是 弱 有 界 的 . 逆 命 题 才 是 本 定理 的 非 平凡 部 分 . 
假设 ECX 是 绊 有 界 的 , U 是 XX 中 0 的 原 邻 域 . 
因为 X 是 局 部 凸 的 ， 存 在 X 中 0 的 是 均衡 康 邻 域 V， 使 得 VCU, 设 KC 
X' 为 V 的 极 ; 
K={AEX':|Azr|<<1l,VrEV). (1) 
我 们 断言 
V={z€E X: | Az | 1l, VAEK). (2) 
显然 V 是 (2) 的 右边 的 子 集 ， 因 为 (2) 的 右 端 是 闭 的 ， 从 而 VV 也 是 . 假设 mm 
€ 久 但 xo。 儿 VY. 则 定理 3.7( 以 V 代 替 B) 说 明 对 于 某 个 AEK，Azo 之 1. 这 证 明了 
(2). 
因为 EE 弱 有 界 ， 对 于 每 个 AEX* ， 对 应 有 Y(A)?<co 使 得 
| Az |<7A) (zx € EE). (3) 
因为 KK 是 凸 的 和 w" - 紧 的 (定理 3.15) 并 且 函 数 A 一 Az 是 w* -连续 的 ， 我 们 应 
用 定理 2. 9( 以 X* 代替 X， 以 标量 域 代 替 Y)， 由 (3) 得 出 存在 常数 y< co 使 得 


| Az | (rE€EE,AE RK). (4) 
现在 (2) 和 (4) 说 明 对 于 所 有 xzEE，y-!zE€ VCU. 因为 V 是 均衡 的 ， 
ECNVCHU GQ). (5) 
于 是 巨 是 原 有 和 界 的 . 加 
推论 若是 赋 范 空间 ，ECX 并 且 
sup| Ax | < ~” (AEX') (6) 


则 存在 7 二 2 使 得 


第 3 章 蕊 性 53 


zl ry (rE€E). (7) 
证 明 赋 范 空间 是 局 部 凸 的 ，(6) 是 说 五 是 弱 有 界 的 ，(7) 是 说 巨 是 原 有 界 
的 图 


我 们 现在 考虑 这 样 的 问题 : 一 个 紧 集 KK 的 凸 壳 理 具有 什么 性 质 ? 甚至 在 
Hilbert 空间 ， 也 不 必 是 闭 的 . 在 有 些 情况 下 五 也 不 是 紧 的 (习题 20，22). 在 
Fréchet 空间 情况 ， 这 种 病态 不 会 出 现 ( 定 理 3. 20). 其 证 明 依赖 于 这 样 的 事实 : 
完备 度量 空间 的 子 集 是 紧 的 当 且 仅 当 它 是 闭 的 和 完全 有 界 的 (附录 A4). 

3.19 定义 〈a) 若 X 是 向 量 空间 ，ECX,， 巨 的 凸 壳 ( 或 凸 包 ) 记 为 coCE)，co(CE) 是 
所 有 包含 瓦 的 X 的 凸 子 集 的 交 . 等 价 地 ，co( 轧 是 下 中 元 素 的 有 限 同 组 合 的 全 体 . 

(b) 若 六 是 拓扑 向 量 空 间 ，ECX, FE 的 闭 同 沉 ， 记 为 co(E)， 是 co《E) 的 闭 

包 . 
(c) 度 量 空间 X 的 子 集 EE 称 为 是 完全 有 界 的 ， 若 Ye>>0,， 玉 包 含 在 有 限 多 个 
半径 为 es 的 开 球 的 并 集中 . 

同样 的 概念 也 可 以 在 任何 拓扑 向 量 空间 中 定义 ， 不 管 它 是 否 可 度量 化 . 

(dd) 拓扑 向 量 空 间 X 中 的 子 集 E 称 为 是 完全 有 界 的 ， 若 对 于 0 在 XX 中 的 每 个 
邻 域 V， 对 应 有 有 限 集 下 使 得 ECF 十 V. 

如 果 和 是 可 度量 化 的 拓扑 向 量 空间 ， 则 两 个 完全 有 界 的 概念 重合 ， 假 定 我 
们 局 限于 与 X 的 拓扑 相 容 的 平移 不 变 度量 (证 明 如 同 1. 25 节 ). 


3.20 定理 (a) 若 A,，…，A, 是 拓扑 向 量 空间 X 中 的 紧 凸 集 ， 则 coCA1U…U 
A.) 是 紧 的 . 

(b) 若 和 是 局 部 西 拓扑 向 量 空间 并 且 下 CCX 是 完全 有 界 的 ， 则 co 区) 是 完全 
有 界 的 . 


(c) 若 六 是 Fréchet 空间 ，KCX 是 紧 的 ， 则 coCK) 是 紧 的 . 
(d) 若 民 是 R" 中 的 紧 集 ， 则 co( 开 ) 是 紧 的 


证 阴 (a) 设 S 是 R" 中 的 单 形 ， 由 所 有 5 一 《5S1， ”9 Sn ) ， 5 之 0， 5 十 … 十 sn 
一 1 组 成 . 令 A==AilX.…XA,， 定义 f: SX A—X， 其 中 
flsya) 一 Sial 十 十 SnQn (1) 


并 且 令 K=f(SXA). 
明显 地 ， 玉 是 紧 的 并 且 开 Ceo(CA,U…UA,). 我 们 将 会 看 到 这 里 的 包含 关系 


实际 上 是 相等 的 . 
若 (s，a)，(t，5)ESXA 并 且 a 守 0, B 宇 0,， a 十 8 一 1， 则 
af Cs,a) + BF(t,6) = flu,o), (2) 
这 里 uw 二 as 十 及 ES，cE A， 因 为 
co = 0thBib EA (i<n) (3) 
as: 二 Bt, 


这 里 说 明 K 是 凸 的 . 因为 每 个 A;CK( 在 (1) 中 取 5 一 1，5, 一 0， 着 j 了 站， KK 的 
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凸 性 意味 着 coCA1U…UA,)CK. 这 证 明了 (a). 
(b) 设 品 是 X 中 0 点 的 邻 域 ， 取 凸 邻 域 V 使 得 V 二 VCU, 则 ECF 十 V, FF 
CX 是 有 限 集 . 故 ECco(CF) 十 V. 后 者 是 凸 的 ， 由 此 推出 


co (下 ) C co CF)++V. (4) 
但 coCF) 是 紧 的 ((a) 的 特例 )， 故 co(F)CF 十 V， 其 中 六 是 某 个 有 限 集 . 于 是 
co(E)CCE+V+VCD+U. (5) 


U 是 任意 的 ， 故 co(E) 是 完全 有 界 的 . 

(0) 在 每 个 度量 空间 中 完全 有 界 集 的 闭 包 是 完全 有 界 的 ， 从 而 在 每 个 完备 度 
量 空间 中 是 紧 的 ，( 附 录 A4). 故 若 天 在 Fréchet 空间 中 是 紧 的 ， 显然 KK 是 完全 
有 界 的 ， 由 (b)，co(K) 是 完全 有 界 的 ， 所 以 co(K) 是 紧 的 . 

(d) 设 S 是 R"*! 中 的 单 形 ， 由 所 有 一 (4 ，…，tt1)， 之 0，Zz, 一 1 组 成 . 
若 KK 是 紧 的 ，KCR". 由 后 面 的 命题 ，zE col(K) 当 且 仅 当 对 于 茶 个 :ES 和 zx,E€ 
K(U<i<nt+1), 


并 一 丰 十 … 十 如 FiZrhl: (6) 

换 句 话说，coC(K) 是 SX K""' 在 连续 映射 
(fy,T19 TA) > xi 二 tari Tntl (7) 
之 下 的 像 ， 所 以 co(K) 是 紧 的 . [J 


命题 若 ECR"，zEco(CE)， 则 工 在 已 的 某 个 子 集 的 凸 壳 中 ， 此 子 集 至 多 
包含 n 十 1 个 点 ， 


+1 
证 明 ”只 需 证 明 若 &>n，x 一 >») tx, 是 上 十 1 个 元 素 总 ER 的 凸 组 合 ， 则 


Zz 是 其 中 上 个 元 素 的 是 组 合 . 
不 失 一 般 性 ， 设 二 0，1 志 1 过 上 十 1. 因为 《 汪 n， 将 RT'! 映 入 R" XR 的 线性 
映射 
下 十 1 i+] 
(ai 9 1) > (Daizi, Dya.) (8) 


具有 正 的 维 数 . 故 存在 不 全 为 0 的 ai 使 得 Baizi 二 0，Za, 二 0， 由 于 4 之 0，Vi， 
故 存在 常数 4 使 得 对 于 所 有 i，| Xai | 二 t,， 而 至 少 有 一 个 j 使 得 Xaj 王 4. 令 c 一 
t, 一 Aa;， 我 们 得 出 z= 二 Ec,x, 并 且 至 少 有 一 个 cj 一 0. 注意 zc 一 2 一 1 并 且 c; 之 0， 
Vi 国 

定理 3. 4(b) 的 下 面 类 比 将 用 在 Krein-Milman 定理 的 证 明 中 ， 
3.21 定理 假设 和 是 拓扑 向 量 空间 ，X "在 它 上 面 可 分 点 . 车 和 和 BB 是 外 中 
的 不 相交 非 空 紧 凸 集 ， 则 存在 人 EX" 使 得 

supReAz < infReAy. C1) 

注意 这 里 的 部 分 假设 比 定理 3. 4(b) 弱 (因为 XX 的 局 部 凸 性 荀 涵 X 在 和 X 上 可 
分 点 ); 作为 补偿 ， 现 在 假定 A 和 B 都 是 紧 的 . 

证 明 设 久 ,是 具有 弱 拓 扑 的 了 XA，B 在 X。 中 显然 是 紧 的 .它们 在 XX, 中 


第 3 章 思 性 55 


还 是 闭 的 (因为 X, 是 Hausdorff 空间 ). 因为 XX, 是 局 部 凸 的 ， 定 理 3.4(b) 可 以 
应 用 于 以 Xe。 替换 X 的 情况 ; 它 给 出 满足 (1 的 AE(X。) .但 (作为 定理 3. 10 的 
绪论) 在 3. 11 节 中 我 们 知道 C(X.) "一 和 . 可 
3.22 端点 设 K 是 向 量 空间 X 的 子 集 . 一 个 非 空 集合 SCK 称 为 KK 的 端子 集 ， 
如 果 起 点 和 终点 在 K 中 的 线段 ， 除 去 起 点 和 终点 外 都 不 在 S 中 . 解析 地 说 ， 这 
个 条 件 可 以 表达 如 下 : 若 z，?yE 开 ，0<t<1 以 及 
tI 十 (1 一 了 y€S,， 

则 zx，yE€S. 

K 的 端点 是 仅 由 一 个 点 构成 的 K 的 端子 集 . 

K 的 端点 全 体 记 为 ECK). 

下 面 两 个 定理 说 明 在 一 定 条 件 下 ，EC(K) 是 相当 大 的 . 
3.23 ”Krein-Milman 定理 ”假设 和 是 拓扑 向 量 空间 ，X "在 它 上 面 可 分 点 . 车 开 
是 X 中 的 非 空 紧 西 集 ， 则 K 是 它 的 端点 集合 的 闭 丁 这， 即 开 一 co(CE(K)). 

证 明 设 多 是 由 的 所 有 紧 端 子 集 构成 的 集 族 . 因为 氏 E 9，29 尖 邓 . 我 们 
将 利用 多 的 下 面 两 个 性 质 ; 

Ca) 多 的 任意 非 空子 族 的 交 S 是 9 的 元 ， 除 非 S=2. 

(b) 若 SE3，AEX* ,jp 是 Reh 在 S 上 的 最 大 值 ， 并且 

S,.= {rE€ES: ReAr= yy}, 

则 S,E 多 

(a) 的 证 明 可 直接 得 出 . 为 证 (b),， 假设 ir 十 (1 一 1)y 二 xz€ S。,， Xx，yE€K， 
0 过 t 过 1. 因为 xES 并 且 SE9， 我 们 有 xzES 和 yES. 从 而 ReAzxp，ReAy 志 
人 因为 ReAz 二 并且 A 是 线性 的 ， 我 们 断定 : ReAz 一 Ap 一 人 eAy， 所 以 zESA 并 
且 yES\. 这 证 明了 (b). 

取 菜 个 SE 多 设 儿 是 所 有 属于 的 S 的 子 集 构成 的 族 . 因为 SE 儿 ， 故 多 非 
空 . 以 集合 包含 关系 把 多半 序 化 . 设 Q 是 多 的 极 大 全 序 子 族 并 且 M 是 0 的 所 有 
元 素 的 交 . 因为 Q 是 具有 有 限 交 性 质 的 紧 集 族 ，M 天 多. 由 (a)，ME 8，0 的 极 
大 性 意味 着 M 的 真子 集 不 属于 多 现在 从 (b) 推 出 每 个 AEX'* 在 MM 上 是 常数 . 因 
为 X* 在 X 上 可 分 点 ，M 仅 有 一 个 点 . 从 而 M 是 K 的 端点 . 

现在 我 们 证 明了 对 于 每 个 SE 

E(K) NM SY, (1) 

换 句 话说 ，K 的 每 个 紧 端 子 集 包含 及 的 一 个 端点 . 

因为 KK 是 紧 的 和 出 的 (K 的 凸 性 假设 现在 才 第 一 次 用 到 ). 故 有 

CCECK)) CK. (2) 

这 说 明 co(ECK)) 是 紧 的 . 

为 得 出 矛盾 ， 假 定 有 zo EK 但 xo 儿 co(E(K))， 则 定理 3. 21 提供 了 一 个 AE 
X “使 得 


[76 ] 
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ReAz < ReAxo, Vx E€ cwo(E(K)). 
车 Ks 像 (b) 中 一 样 定义 ， 则 天 ,GE 9 我 们 所 取 的 A 说 明 K。 与 co(E(K)) 不 相交 ， 


.这 与 (1) 矛 盾 . 国 


注 K 的 同性 只 是 用 于 证 明 互 是 紧 的 . 若 假 定 X 是 局 部 凸 的 ，co(E(K)) 的 
紧 性 就 不 需要 . 因为 可 以 用 定理 3. 4(b) 代 替 定 理 3.19. 从 而 上 面 的 论证 证 明 KC 
co(E(K)). 由 此 得 到 Krein-Milman 定理 的 下 面 变 形 :; 

3.24 定理 若 和 是 局 部 西 空间 ， 开 是 X 中 的 紧 集 ， 则 KCco(E(K)). 

等 价 地 ，co( 开 ) 一 co( 五 ( 开 ))， 

可 能 有 这 种 情况 ，coCK) 有 端点 不 在 KK 中 (习题 33). 下 面 定理 说 明 若 co(K) 是 
紧 的 ， 这 种 病态 不 会 出 现 . 由 定理 3. 20(c) ， 它 只 能 出 现在 不 是 Fréchet 空间 的 情况 . 
3.25 Milman 定理 车 下 是 局 部 凸 空间 和 中 的 紧 集 并 且 co( 开 ) 也 是 紧 的 ， 则 
col(K) 的 端点 在 民 中 . 

证 明 ”假设 coCK) 的 某 个 端点 p 不 在 K 中 ， 则 存在 0 点 在 和 中 的 均衡 凸 邻 
域 V 使 得 


(p+ NK=Y. (1) 
取 zi1，…，Zx,EK 使 得 KCU?Cz; 十 V). 这 时 每 个 集合 
A,=o(KN(zt+W) (Gin (2) 
是 凸 的 和 紧 的 ， 因 为 A,Cco(K). 还 有 KCAU…UA,. 故 定理 3. 20(a) 说 明 
col(K) ColA U…UA)=coA U …UA). (3) 
但 相反 的 包含 关系 也 成 立 ， 因 为 每 个 A,Cco(K). 于 是 
w(K) = wolA U … U A,). (4) 


特别 地 ， P=tiyit tvyyNs, 这 里 每 个 yi 属于 某 个 A,， ti>0 并 且 Zt,=1. 
由 (4)， 


ta yz 十 "十 fyyN 
tz 十 … 十 ty ‘5) 


显示 了 p 是 co (CK) 中 两 个 元 素 的 凸 组 合 . 由 于 p 是 co(K) 的 端点 ， 由 (5) 得 出 y1 一 
Pp. 于 是 对 于 某 个 i， 


访 一 二 页 十 (一 所) 


pEACzt+VCK+YV. (6) 
此 与 (1) 了 矛盾 (注意 由 (2) ，A,Cz, 十 YY， 因为 V 是 凸 的 ). 国 
向 量 值 积 分 


有 时 候 需 要 对 定义 在 测度 空间 Q 上 (具有 实 或 复 测度 jy) 取 值 于 某 个 拓扑 向 量 
空间 X 中 的 函数 f 进行 积分 . 首要 的 问题 是 与 此 有 关 的 和 中 的 一 个 向 量 ， 它 称 
得 起 是 

[rw 
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也 就 是 说 ， 它 至 少 具有 通常 积分 所 具有 的 某 些 性 质 . 例如 ， 等 式 
A(| fax)= | .apap 

对 于 每 个 AEX' 总 应 该 成 立 ， 因 为 它 对 于 和 是 成 立 的 ， 而 积分 是 (或 者 应 该 是 ) 
这 种 或 那 种 意义 下 的 和 的 极限 . 事实 上 ， 我 们 的 定义 将 建立 在 这 个 单一 的 要 求 之 
上 ， 

对 于 向 量 值 积 分 的 很 多 其 他 处 理 方法 已 经 被 十 分 详细 地 研究 过 ， 其 中 的 一 
些 ， 积 分 更 直接 地 定义 为 和 的 极限 (见习 题 23). 
3.26 定理 假设 几 是 测试 空间 Q 上 的 测度 ,和 是 拓扑 向 量 空间 ，X" 在 上 可 
分 点 ， 厂 是 从 @Q 到 中 的 函数 ， 使 得 对 于 每 个 人 EXX"， 标 量 函 数 Af 关于 jp 可 
积 . 注意 人 /由 


(Af)(g) = A(f(g)) (CE Q) (1) 
定义 . 车 存在 向 量 yEXX 使 得 对 于 每 个 人 EX"*， 
Ay = | CAP dp (2) 
那么 我 们 定义 
| rar 一 y. (3) 
注 ”显然 至 多 存在 一 个 这 样 的 y， 因 为 X* 在 和 X 上 可 分 点 . 于 是 惟一 性 不 成 
问题 . 


存在 性 仅 在 相当 特殊 的 情况 来 证 明 ( 这 对 于 许多 应 用 是 足够 的 )， 其 中 Q 是 紧 
的 ，f 是 连续 的 . 在 这 种 情况 ，f(Q) 是 紧 的 ， 此 外 惟一 的 要 求 是 CQ) 的 闭 酝 壳 
是 紧 的 . 由 定理 3.20， 当 X 为 Fréchet 空间 时 ， 这 个 附加 要 求 是 自动 满足 的 ， 

回忆 一 个 紧 (或 局 部 紧 )Hausdorff 空间 Q 上 的 Borel 测度 是 定义 在 Q 中 所 有 
Borel 集 的 oc- 代数 上 的 测度 ， 它 是 包含 Q 的 所 有 开 子 集 的 最 小 -代数 ， 概 率 测度 
是 总 质量 为 1 的 正 测度 . 
3.27 定理 假设 

(a)X 是 拓扑 向 量 空 间 ，X' 在 X 上 可 分 点 . 并 且 

(b)w 是 紧 Hausdorff 空间 Q 上 的 Borel 概率 测度 ， 

车 f: Q>XX 是 连续 的 并 且 若 co(f(Q)) 在 义 中 是 紧 的 ， 则 积分 


y= | fd (1) 


在 定义 3. 26 的 意义 下 存在 . 此 外 ，yEcoCFCQ)) 

注 若 v 是 Q 上 的 任 一 正 Borel 测度 ， 则 某 个 标量 乘 vy 得 到 概率 测度 ， 从 而 
把 换 为 v( 除 去 最 后 一 句 之 外 ) 定 理 成 立 . 所 以 它 可 以 推广 到 实 值 Borel 测度 (由 
Jordan 分 解 定理 ) 和 复 值 Borel 测度 ( 若 X 的 标量 域 是 C) 的 情况 . 

习题 24 给 出 了 另外 的 推广 
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证 明 把 X 看 成 实 向 量 空间 . 令 五 天 coCFCQ))， 我 们 必须 证 明 存 在 y€ 斑 
使 得 对 于 每 个 人 EX*， 
Ay = | (APadwu (2) 
设 L=={Al1，…，A,}) 是 X* 的 有 限 子 集 . 设 El 是 对 于 每 个 人 EL 满足 (2) 的 
所 有 yE 互 的 集合 . (由 A 的 连续 性 ) 每 个 El 是 闭 的 从 而 是 紧 的 ， 因 为 巨 是 紧 的 . 
车 没有 Ei 是 空 的 ， 所 有 Ei 的 族 具 有 有 限 交 性 质 . 从 而 所 有 Ei 的 交 不 空 并 且 其 
中 任 一 个 y 对 于 每 个 和 AEX' 满足 (2). 由 此 只 须 证 明 Ei 闫 2. 


把 工 一 (Al ，…，A,) 看 成 从 和 到 尺 " 中 的 映射 并 且 令 = 二 LC(f(Q)). 定义 
= | Cf Qi<n. (3) 
我 们 断言 点 m 二 (mi ，…，?m;) 在 KK 的 凸 过 中 ， 
车 t= 《1， ER 不 在 此 壳 中 ， 则 (由 定理 3. 20， 定理 3.4(b) 和 熟知 
的 R" 上 线性 泛 函 的 形式 ) 存 在 实数 c: ，…，c 使 得 若 x 一 ( ，…，w)E 天 ， 则 
ov ~ So, (4) 
所 以 
Peaf® < Donge 9 (5) 


因为 上 是 概率 测度 ， (5) 的 左边 的 积分 给 出 Zcm, 达 Zcit,. 于 是 t 关 mm. 
这 说 明 m 在 KK 的 凸 沉 中 . 因为 KL(f(Q)) 并 且 工 是 线性 的 ， 推 出 对 于 
了 (Q) 的 凸 沉 日 中 的 某 个 y，m 一 Ly. 对 于 这 个 > 我 们 有 


Ay =m= | MPD (Si<n. (6) 


所 以 y€E Ei. 证 毕 . 国 
3.28 定理 假设 

(a)X 是 拓扑 向 量 空间 ， 和 “在 X 上 可 分 点 ， 

(b)JQ 是 X 的 紧 子 集 ， 并 且 

(c)Q 的 闭 凸 壳 瓦 是 紧 的 . 

则 yE 百 当 且 仅 当 QQ 上 存在 正则 Borel 概率 测度 / 使 得 


y= | zdpca). (1) 


注 ” 这 个 积分 应 理解 为 像 定义 3. 26 中 一 样 ， 其 中 FCz) 王 7 
回忆 Q 上 的 正 Borel 测度 称 为 是 正则 的 ， 若 对 于 每 个 Borel 集 ECQ， 
pE=sup{yC(K): KCE}=inf{y(G): ECG), (2) 
其 中 天 遍历 互 的 紧 子 集 ，G 遍历 包含 己 的 开 集 . 
积分 (1) 把 每 个 y€ 百 表示 成 Q 的 “加 权 平 均 ”， 或 者 分 布 在 Q 上 的 某 个 单位 
质量 的 质量 中 心 . 
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我 们 再 次 强调 ， 如 果 X 是 Fréchet 空间 ，(c) 可 由 (b) 推 出 . 
证 明 仍 把 X 看 成 实 向 量 空间 . 设 CCQ) 是 以 上 确 界 为 范 数 的 Q 上 所 有 实 连 
续 函 数 的 Banach 空间 Riesz 表现 定理 把 共 扳 空间 CCQ)' 与 Q 上 作为 正则 正 测度 
之 差 的 所 有 实 Borel 测度 等 同 起 来 . 记 住 这 个 等 同 关系 我 们 定义 映射 
8g:C(Q) ”一 X， (3) 
其 中 


go 一 | zduCz). (4) 


设 P 是 Q 上 的 所 有 正则 Borel 概率 测度 的 集合 . 本 定理 断言 &%P) 一 互 . 

对 于 每 个 zEQ， 集 中 在 z 的 单位 质量 3, 属于 P. 因为 $(5.)= 二 +， 我 们 看 到 
QC$(P). 因为 $ 是 线性 的 并 且 PP 是 品 的 ， 由 此 推出 ECHCP)， 其 中 互 是 Q 的 
凸 过 . 由 定理 3.27，&P)C 百 . 从 而 剩 下 所 要 做 的 只 是 说 明 下 P) 在 XX 中 是 闭 的 . 

这 一 点 是 下 面 两 个 事实 的 结论 : 

(1 )P 在 C(Q)' 中 是 ww' - 紧 的 . 

(i) 如 果 CCQ)' 赋 以 ww - 拓 掉 ， 因 赋 以 Ww 拓扑， 由 (4) 定 义 的 映射 加 是 连续 
的 . 

一 旦 有 了 (1 ) 和 (Ci)， 则 推出 %(P) 是 绊 紧 的 ， 从 而 是 弱 闭 的 ， 因 为 弱 闭 集 
是 强 闭 的 ， 我 们 就 得 到 所 要 的 结论 . 

为 了 证 明 ( i )， 注 意 


PC {nsf har|<1 闫 141 < 1 (5) 


并 且 根 据 Banach-Alaoglu 定理 这 个 较 大 的 集合 是 w" - 紧 的 . 从 而 只 须 说 明 P 是 
w" - 闭 的 、. 
车 hECC(Q) 并 且 h 宇 0, 令 


E, = (a:| hdr 0 (6) 
因为 由 w* -拓扑 的 定义 ， pr | hdp 是 连续 的 ， 每 个 EE, 是 w* - 闭 的 . 集合 


E= (x:| ar =1) (7) 


也 如 此 . 因为 P 是 E 和 EE 的 交 ,，P 是 w" - 闭 的 . 
为 了 证 明 ( i )， 只 需 证 明 $ 在 原点 连续 ， 因 为 $ 是 线性 的 . 在 X 中 0 的 每 个 
弱 邻 域 包含 一 个 形 如 


W= {y€ X:|Ay [<r,l<i<n) (8) 
的 集合 ， 其 中 A, EX* 并 且 7,>>0. A, 到 Q 的 限制 在 CC(Q) 中 . 所 以 
TY 一 we co :|| hal<nl<in) (9) 


是 CCQ) 中 的 0 的 w* - 邻 域 . 但 由 定义 3. 26 
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a = A (| xd)) = as 
ja 网 A, (jzdwcz) ) A,$ Cp) (10) 


由 此 从 (8)，(9) 和 (10) 推 出 $V)CW. 所 以 8 是 连续 的 . 加 
下 面 简单 的 不 等 式 加 强 了 定理 3. 27 中 的 最 后 的 断言 . 

3.29 定理 假设 入 是 紧 Hausdorff 空间 ， 铸 是 Banach 空间 ，f/f: Q 一 六 是 连续 

的 ，4 是 Q 上 的 正 Borel 测度 . 则 


| rand < tran 


证 明 令 ?= | /au 由 定理 3.3 的 推论 ， 存 在 AE X" 使 得 Ay 一 1 y | 并且 
对 于 所 有 zEX，| Az | 之 上 x 中 . 特别 地 ， 对 于 所 有 s€Q， 
| AfC3) | 委 HAG). 
由 定理 3.27， 推 出 


1y1 = My=| MPar<| | fl dy 国 


全 纯 函 数 


像 在 某 些 别 的 系统 中 一 样 ， 在 Banach 代数 的 研究 中 把 复数 值 全 纯 函 数 的 概念 
扩大 到 向 量 值 是 有 用 的 (当然 ， 还 可 以 推广 定义 域 ， 从 C 到 C 甚至 更 远 ， 但 这 是 另 
一 回 事 )， 至 少 有 两 种 非常 自然 的 关于 “全 纯 ? 的 定义 可 用 于 这 种 推广 ， 一 个 “ 弱 ” 的 ， 
一 个 “ 强 ” 的 . 如 果 其 值 在 一 个 Fréchet 空间 中 ， 它 们 实际 上 确定 相同 的 函数 类 . 
3.30 定义 设 Q 是 C 中 的 开 集 ，X 是 复 拓扑 向 量 空间 . 

(a) 函数 f: Q-X 称 为 是 在 Q 中 弱 全 纯 的 ， 若 对 于 每 个 AEX" ，Af 在 通 
常 意义 下 是 全 纯 的 . 

(bp) 函 数 f，Q 一 X 称 为 是 在 Q 中 强 全 纯 的 ， 若 对 于 每 个 xzEQ， 
fCw) — f(2) 

Tw 


一 这 


lim 
这 产生 时 


(以 X 的 拓扑 ) 存 在 . 

注意 上 面 的 商 是 标量 (w 一 z) :与 X 中 的 向 量 f(w) 一 f(z) 的 乘积 . 

在 (a) 中 出 现 的 泛 函 A 的 连续 性 显然 使 得 每 个 强 全 纯 函 数 是 弱 全 纯 的 ， 当 X 
为 Fréchet 空间 时 ， 它 的 逆 为 真 ， 但 它 远 不 是 显然 的 . (回忆 弱 收 敛 序 列 很 可 能 不 
是 原 收敛 的 . ) 像 定理 3. 18 一 样 ，Cauchy 定理 在 这 个 证 明 中 起 着 重要 的 作用 . 

一 点 =xEC 关 于 不 通过 X 的 闭路 径 工 的 指标 记 为 Indr(z). 我 们 知道 

Indi(z) 一 元 = 
所 有 这 里 和 以 后 的 路 径 都 假定 是 分 片 连续 可 微 的 ， 或 至 少 是 可 求 长 的 . 
3.31 定理 设 人 8 是 C 中 的 开 集 ，X 是 复 Fréchet 空间 ， 并 且 假 定 
f:0 — XX 
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是 能 全 纯 的 ， 下 面 结 论 成 立 : 

(a)f 在 中 强 连 续 . 

(b)Cauchy 定理 与 Cauchy 公式 成 立 : 车 了 是 QI 中 的 闭路 径 使 得 对 于 每 个 由 
FEN, Indr(w)=0， 则 


| rod =0, CD 
若 zEQ 并 且 Indr 一 1， 则 
1 _1 
f(z) 一 元 | =-> fCO de. (2) 
若 T，Ts 是 内 中 的 闭路 径 ， 使 得 对 于 每 个 w 锋 QIndri(w) 二 Indrz《(w)， 则 
| fewae = | far (3) 


(c)f 在 中 是 强 全 纯 的 . 

(b) 中 的 积分 应 理解 为 是 定理 3. 27 意义 下 的 . 我 们 可 以 把 由 看 成 了 的 值 域 
(C 的 紧 子 集 ) 上 的 复 测 度 ， 也 可 以 把 工 参 数 化 并 且 关于 R 中 的 一 个 紧 区 间 上 的 
Lebesgue 测度 进行 积分 . 

证 明 (a) 假设 0EQ， 我 们 将 证 明 f 在 0 是 连续 的 . 定义 

A,= {z€ C:|z|<r}, (4) 

则 对 于 某 个 r 汪 >0，Az,CQ. 设 了 是 As 的 带 正方 向 的 边界 . 

固定 AEX*. 因为 Af 是 全 纯 的 ,， 若 0 和 < | z | 二 2， 


(AP)(z) 一 (人 A 门 (0) 1 AP 
之 | Cc (5) 
设 MCA) 是 | Af | 在 As; 上 的 极 大 值 ， 车 0 二 | z | 委 r， 由 此 推出 
| ztALfC(z) 一 Fo)] | 委 一 MCA). (6) 
从 而 所 有 商 
Le Horl<r) (7) 


的 集合 在 X 中 是 弱 有 界 的 . 由 定理 3.18， 这 个 集合 还 是 强 有 界 的 , 于 是 若 V 是 
X 中 0 的 任 一 ( 强 ) 邻 域 ， 存 在 :二 ~ 使 得 
fz)—f0 EAV (00<| zl| 委 门 . (8) 

因此 ， 当 z->0 时 f(z) 一 了 (0) 强 收 合 . 或许 有 意思 的 是 注意 (a) 的 证 明 仅 用 到 X 
的 局 部 凸 性 ， 无 论 是 可 度量 性 还 是 完备 性 至 今 都 未 起 作用 . ) 

这 一 点 是 事情 的 关 健 . 现在 剩 下 的 几乎 是 自动 成 立 的 

(b) 由 (a) 和 定理 3. 27，(1) 到 (3) 的 积分 存在 . (由 通常 的 全 纯 函 数 的 理论 )， 
把 f 换 为 Af 这 三 个 公式 都 是 正确 的 ， 其 中 A 是 X* 中 任 一 元 . 从 而 由 定义 
3. 26， 所 说 的 这 些 公 式 是 正确 的 . 

(c) 像 在 Ca) 的 证 明 中 那样 ， 假 定 Az,CQ， 并 且 像 (a) 中 那样 取 工 . 定义 
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一 - 1 一 2 
y=— 2) fd (9) 
通过 少量 的 计算 ，Cauchy 公式 (2) 说 明 当 0< | z | <2r 时 ， 
/2 — fA0) 二 大 一 y 十 zxg(z)， (10) 
其 中 
g(z) = 支 | [2re” (2re® — 2z)]!f(2re")do. (11) 


设立 是 在 和 中 0 的 凸 均衡 邻 域 . 令 K={f(5);， | 5| 一 2r). 则 KK 是 紧 的 ， 
从 而 对 于 某 个 z<ce， 开 CiV. 若 :一 tr 并 且 | = | 委 >， 由 此 推出 对 于 每 个 96， 被 
积 函 数 (11) 在 *V 中 . 于 是 当 | z | 三 r 时 g(xz)EsV. 从 而 (10) 的 左 端 当 z 一 0 时 
强 收 敛 于 > 国 

下 面 关 于 有 界 整 函数 的 Liouville 定理 的 推广 甚至 不 依赖 于 定理 3. 31， 它 可 
用 于 Banach 代数 的 谱 理 论 的 研究 中 .( 见 第 10 章 习 题 10. ) 
3.32 定理 假设 和 是 复 拓 扑 向 量 空间 ，X ”在 世上 可 分 点 . 若 f: C 一 X 是 弱 
全 纯 的 并 且 丰 CC) 是 买 的 弱 有 界 子 集 . 则 f 是 常数 . 

证 朋 对 于 每 个 AEX"，Aj 是 有 界 ( 复 值 ) 整 函数 , 若 xzEC， 从 Liouville 
定理 推出 

AfCz) = AF(O)， 

因为 X* 在 X 上 可 分 点 ， 这 意味 着 对 于 每 个 zEC，f(z)== fC0). 

习题 5(d) 给 出 了 一 个 下 -空间 和 X， 其 中 的 一 个 弱 有 界 集 不 是 原 有 界 的 ， 而 
X' 在 义 上 可 分 点 . 与 定理 3. 18 形成 对 比 . 


习题 
1. 称 集合 HCR” 为 超 平 面 ， 车 存在 实数 Qs ,d,s c( 至 少 有 一 个 Qi 天 0) 
使 得 互 由 满足 za,z,=c 的 所 有 点 工 三 (zi，z，…，zo) 组 成 . 


假设 EE 是 R" 中 具有 非 空 内 部 的 凸 集 ，y 是 五 的 边界 点 . 证 明 存 在 超 平面 五 
使 得 yE€ 日 并 且 E 整个 地 位 于 五 的 一 边 . (更 精确 地 叙述 这 个 结论 . ) 提 示 : 假设 
0 是 五 的 内 点 ，M 是 包含 y 的 1 维 子 空 间 ， 并 且 应 用 定理 3. 2. 

2., 假设 LL 二 L:([ 一 1，1])， 关 于 Lebesgue 测度 . 对 于 每 个 标量 c， 设 已 是 
[一 1，1] 上 使 得 f(0)==a 的 所 有 连续 遂 数 f 的 集合 . 说 明 每 个 及 是 凸 的 并 且 是 
在 工 : 中 稠密 的 . 于 是 EE. 和 Es 是 不 相交 的 廿 集 ( 若 a 关 B)， 它 们 不 能 被 L? 上 的 任 
何 连 续 线性 泛 阻 A 隔离 . 提示 : A(E,) 是 什么 ? 

3. 假设 了 是 实 向 量 空间 (不 带 拓扑 ). 称 xz,。 E ACX 是 A 的 中 间 点 ， 若 A 一 
zo 是 吸收 集 . 

Ca) 假设 A 和 B 是 XX 中 的 不 相交 凸 集 并 且 A 有 一 个 中 间 点 . 证 明 X 上 存在 不 
为 常数 的 线性 泛 函 A 使 得 A(A) 门 AC(B) 包 含 至 多 一 个 点 . (证 明 类 似 于 定理 3. 4. ) 
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(b) 说 明 (a) 的 假设 之 下 (例如 ，X=R?*)， 不 可 能 有 使 A(A) 与 A(B) 不 相交 的 
情况 . 
4. 设 所 是 在 正 整 数 集 合 上 的 所 有 实 有 界 函 数 x 的 空间 . 设 t 是 由 方程 
(rz)(z) 一 Z2 十 1) (n=1,2,3,.) 
确定 的 * 上 的 平移 算 子 . 证 明 在 上 存在 线性 泛 函 A( 称 为 Banach 极限 ) 使 得 
(a)Arz 一 Az 并 且 
(b) 对 于 每 个 zxEi， liminfx (<ArSlimsupr(n). 


提示 :定义 
入 工 一 Z(1) 十 … 十 工 (7) 
n 
M== {zx € :limAsx 二 Az 存在 } 
pz) = jimsupA,z 
并 且 应 用 定理 3. 2. 


5. 对 于 0<<p<co， 设 必 是 正 整数 集合 上 使 得 
5 | z(n) 12 < ce 


的 所 有 函数 z 的 空间 (可 以 是 实 的 或 复 的 ). 对 于 1 志 p 二 ,定义 z= 
{5 | xn) 127 zl 一 sup。 | zn) | . 

(a) 假 定 1] 委 2p<co, 证 明 | zl 和 |zl -使 得 疡 成 为 Banach 空间 . 若 p” 
十 g-: 一 1， 证 明 在 下 面 意义 下 (2) 一 4: (2) 和 2 之 间 存 在 由 

Az = Srxn)yn) (工区 12) 

给 出 的 一 一 对 应 A 二 y- 

(b) 假 定 1<2<co,， 证 明 疡 包含 有 弱 收 敛 而 不 强 收 伍 的 序列 . 

(c) 另 一 方面 ,证明 2 中 的 每 个 弱 收 敛 序列 强 收敛 ， 尽 管 忆 的 弱 拓 扑 不 同 于 
它 的 (由 范 数 诱导 的 ) 强 拓扑 ， 

(d) 若 0<2p<1， 证 明 关 以 


d(Czyy) 一 >， | z(z) — y(n) |? 
n=1 


为 度量 是 局 部 有 界 F- 空 间 ， 它 不 是 局 部 凸 的 然而 (22)' 在 六 上 可 分 点 . (于 是 在 
Lr 中 存在 许多 凸 开 集 但 不 足以 构成 它 的 拓扑 的 基 . ) 说 明 在 与 (a) 中 相同 的 意义 下 ， 
(2)* = 二”, 再 说 明 d(x，y) 达 1 的 所 有 z 的 集合 是 弱 有 界 的 但 不 是 原 有 界 的 . 

(e@ 对 于 0<p<1,， 设 中 是 i 上 由 六 导出 的 ww -拓扑 ; 见 (a) 和 (Cd), 如 果 0 
一 6<r 和 1， 说 明 r 和 tr 是 不 同 的 拓扑 (是 否 一 个 弱 于 另 一 个 ?) 但 它们 在 性 的 每 
个 范 数 有 界 子 集 上 导出 同样 的 拓扑 . 提示 : 三 的 范 数 闲 单位 球 是 记 ”- 紧 的 . 

6, 令 让 一 晤 (一 xz 委 发 rz) ， 忆 一 工人 [一 rr，z， 关 于 Lebesgue 测度 . 若 1 
入 2p<co， 证 明 在 工 中 f,>0 是 弱 收 敛 但 不 强 收敛 的 . 
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7.L~[0，1J 具 有 范 数 拓扑 (fe. 是 | AI 的 本 性 上 确 界 ) 并 且 具 有 作为 二: 
的 共 斩 的 ww” -拓扑 . 说 明 [L0，1] 上 的 所 有 连续 渗 数 的 空间 C 关于 这 些 拓扑 中 的 
一 个 在 L” 中 稠密 ， 但 关于 另 一 个 不 成 立 . (比较 定理 3. 12 的 推论 ) 把 “稠密 ” 换 为 
“ 闭 ” 说 明 同 样 的 事实 . 

8. 设 C 是 [0，1] 上 所 有 连续 复 函 数 的 Banach 空间 ， 以 上 确 界 为 范 数 .B 是 
C 的 闭 单位 球 ， 说 明 C 上 存在 连续 线性 泛 函 A 使 得 A(B) 是 复 平面 的 开 子 集 . 特 
别 地 ，| A | 在 B 上 不 能 达到 最 大 值 . 

9. 设 ECL?( 一 x，7#) 是 所 有 函数 

fnnlt) = e™ me”™ 
的 集合 ， 其 中 m，n 是 整数 并 且 0 过 m 过 n. 设 EE 是 所 有 gEL? 的 集合 ， 使 得 瓦 
中 某 个 序列 弱 收 和 伍 于 g. (Ei 称 为 玉 的 弱 序 列 闲 包 .) 

(a) 找 出 所 有 gE€E. 

(b) 找 出 EE 的 弱 闭 包 E。 中 所 有 g- 

(c) 说 明 0E 五 但 0 不 在 已 中 ， 尽管 0 在 已 的 弱 序 列 闭 包 中 . 

这 个 例子 说 明 弱 序列 闭 包 不 必 是 弱 序 列 闭 的 ， 从 而 由 一 个 集合 到 它 的 弱 序 列 
闭 包 的 过 程 并 不 是 通常 拓扑 意义 下 使 用 的 闭 包 运算 . ( 男 见习 题 28. ) 

10. 以 下 代表 S 一 ((mm， 阅 : m 之 1，n 宇 1} 上 的 使 得 Bx)1= >，| zlm, | 
二 co 的 所 有 实 函 数 z 的 空间 . 设 co 是 S 上 使 得 当 r 十 n 一 oo 时 y(m，n) 一 0 的 实 
函数 y 的 空间 ， 以 | y1 -=sup | >(m，z) | 为 范 数 . 

设 M 是 由 满足 方程 


1 71) 一 Dzrlnn) (m= 1,2,3,.) 
n=2 


的 所 有 zE2 构成 的 六 的 子 空间 . 

(a) 证 明 忆 一 (co)".( 另 见 第 4 章 习 题 24. ) 

(b) 证 明 M 是 的 范 数 闭 子 空间 . 

Cc) 证 明 M 在 L1! 中 是 w' -稠密 的 (关于 由 (a) 给 出 的 ww" -拓扑 ). 

(d) 设 B 是 1 的 范 数 闭 单位 球 . 尽管 有 (c)， 证 明 M 站 3 的 w" - 闭 包 不 包含 
球 . 提示 : 若 s>>0 并 且 m>2/86， 则 当 zEM 门 B 时 ， 


| zcmyD (< zt < 2, 
m 2 


尽管 对 于 某 个 zE6B，xzCm，1) 二 8, 但 是 SB 不 在 MN 介 B 的 w" 的 闭 包 中 ， 把 这 
一 点 推广 到 中 心 在 别处 的 球 . 

(e) 令 zm，]1) 二 mm，zo(m，n) 二 0，Y nn 之 2. 证 明 尽 管 (c) 成 立 ， 但 M 中 
没有 w* -收敛 于 rz。 的 序列 . 提示 : {x,}w' -收敛 于 x。 意味 着 当 j 王 oo 时 , z, 
(m,n) 一 zolm，7)，Ym，n 并 且 { xz, 上) 有 界 . 

11. 设 X 为 无 穷 维 Fréchet 空间 . 证 明 X' 在 其 w’ -拓扑 中 自身 是 第 一 纲 
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的 . 
12. 说 明 co 的 范 数 闭 单 位 球 不 是 弱 紧 的 ; 记 住 (co) ”= 六 (习题 10). 


13. 令 fw0D=N D>) e”*. 证 明 在 L[ 一 x*，xj 中 fw 弱 收敛 于 0， 


由 定理 3.13，fw 的 某 个 凸 组 合 序列 以 工 :- 范 数 收敛 于 0. 找 出 这 样 的 序列 . 
说 明 gxw 王 入 -1( 户 十 … 十 . 良 ) 不 是 这 样 的 序列 . 
14. (a) 假 设 Q 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 . 对 于 每 个 紧 集 KCQ, 在 Q 上 的 所 
有 连续 复 函 数 的 空间 C(Q) 上 定义 半 范 数 px， 
pr Cf) = sup(l| fx) |:x € K}. 
给 CCQ) 以 由 这 个 半 范 数 族 导出 的 拓扑 . 证 明 对 于 每 个 AEC(C9) 对 应 一 个 紧 集 
天 CO 和 KK 上 的 一 个 复 Borel 测度 w 使 得 


A = | fa Cf € CCO)). 


(b) 假 设 Q 是 C 中 的 开 集 ， 找 出 一 个 在 Q 中 具有 紧 支 撑 的 测度 的 可 数 族 工 ， 
使 得 HC(Q) (在 Q 中 全 纯 的 所 有 函数 的 空间 ) 恰 由 那些 fE C(9) 组 成 ， 它 们 对 于 


每 个 wkET 满足 | fdp=0. 


15. 设 X 为 拓扑 向 量 空 间 ，X* 在 X 上 可 分 点 . 证 明 X' 的 w* -拓扑 是 可 度 
量化 的 当 且 仅 当 X 具有 有 限 或 可 数 的 Hamel 基 . (关于 定义 见 第 2 章 习题 1. ) 

16. 证 明 工 (关于 单位 区 间 上 的 Lebesgue 测度 ) 的 闲 单位 球 没有 端点 但 在 
Le(1<<zp<<co) 的 单位 球 的 “球面 ”上 每 个 点 是 这 个 球 的 端点 . 

17. 确定 C 的 闭 单位 球 的 端点 ，C 是 单位 区 间 上 所 有 连续 函数 的 空间 ， 以 上 
确 界 为 范 数 . (答案 与 标量 域 的 选取 有 关 . ) 

18. 设 开 是 R: 中 包含 (1，0，1)，(1，0， 一 1) 和 (cos0，sin0，0) (0 委 0 和 
2r) 的 最 小 凸 集 . 说 明 K 是 紧 的 但 KK 的 所 有 端点 的 集合 不 是 紧 的 . 在 R* 中 是 否 
存在 这 样 的 例 于 ? 

19. 假设 K 是 R" 中 的 紧 凸 集 . 证 明 每 个 zxEK 是 K 的 至 多 n 十 1 个 端点 的 是 
组 合 . 提示 ; 关于 应 用 归纳 法 . 从 的 某 个 端点 引出 一 条 线 通 过 到 KK 之 外 ， 
应 用 习题 1. 

20. 设 {u，wz，tw，"…) 是 在 一 个 Hilbert 空间 中 两 两 正 交 的 单位 向 量 序列 . 
K 由 0 向 量 和 n-!iwu,(n 之 1 了) 组 成 . 证 明 (a) 天 是 紧 的 ; (b)co( 天 ) 有 界 ; (cy)co(tK) 
不 是 闭 的 . 找 出 coCK) 的 所 有 端点 . 

21. 若 0 一 p<1， 每 个 fEL?( 除 f=0 外 ) 是 两 个 离 0 的 距离 比 了 小 的 函数 的 
算术 平均 . ( 见 1.47 节 ) 利 用 这 一 点 构造 L? 中 没有 端点 的 可 数 紧 集 K 的 明显 的 例 
子 ( 以 0 为 仅 有 的 极限 点 ). 

22. 车 0 二 p 二 1， 说 明 1? 包含 紧 集 扩 ， 其 凸 这 是 无 界 的 . 尽管 有 (2) 在 
上 可 分 点 这 一 事实 ， 这 种 情况 还 会 出 现 ， 见 习题 5. 提示 : 定义 xz, El， 


66 第 一 部 分 一 般 理 论 


Xi(n) 二 nn71， xs《m) 二 0， 若 m 关 x. 
设 K 由 0， zi，zs，Zzs3，… 构 成 ， 若 
yn 一 NGCz 十 … 十 ZNw)， 
证 明 {yn} 在 关中 无 界 ， 
23. 假设 是 紧 Hausdorff 空间 Q 上 的 Borel 概率 测度 ，X 是 Fréchet 空间 并 且 
f: Q™X 连续 ， 由 定义 ，Q@ 的 分 划 是 Q 的 有 限 不 相交 Borel 子 集 族 ， 其 并 是 Q. 证 
明 对 于 X 中 0 的 每 个 邻 域 VV 对 应 有 分 划 {E,)}， 使 得 对 于 s,€ EE, 的 每 种 取 法 ， 差 
z = | ,fax— SY (EVs) 
在 V 中 . (这 一 点 表明 积分 是 “Riemann 和 ”的 强 极限 . ) 提 示 : 取 V 是 凸 的 和 均衡 
的 . 车 AEX"* 并 且 对 于 每 个 EV，| Ax | 委 1 则 1|Az| 委 1， 人 倘若 选 取 集 合 EE 
使 得 对 于 同一 个 E, 中 的 任何 s，t，f(s) 一 f(D)EV. 
24. 除 定理 3. 27 的 假设 外 ， 又 设 工 是 X 到 拓扑 向 量 空间 Y 中 的 连续 线性 映 
射 ，Y* 在 Y 上 可 分 点 . 证 明 
T| fa = | crPpan 
提示 ; 对 于 每 个 AEY' ,ATEX". 
25. 设 巨 是 拓扑 向 量 空间 X 中 的 紧 凸 集 K 的 所 有 端点 的 集合 ，X "在 和 上 可 
分 点 . 证 明 对 于 每 个 yE 天 对 应 有 Q= 五 上 的 正则 Borel 概率 测度 y 使 得 
y 一 | zducz). 


26. 假设 Q 是 C 中 的 区 域 ,XX 是 Fréchet 空间 并 且 f/f: Q->X 是 全 纯 的 . 

(a) 叙 述 并 证 明 关于 f 的 窒 级 数 表达 式 的 定理 ， 即 关于 公式 f(z) 二 2(z 一 
a)"c。, 的 定理 ， 其 中 c, EX. 

(b) 把 Morera 定理 推广 到 X 值 全 纯 函 数 . 

(c) 对 于 Q 中 的 复 全 纯 函 数 序列 . 在 0 的 紧 子 集 上 的 一 致 收敛 蕴涵 极限 是 全 
纯 的 . 这 一 点 能 否 推 广 到 式 值 全 纯 函 数 ? 


27. 假设 {ai} 是 不 相同 复数 的 有 界 集 ，/(z) 一 》) cz" 是 整 函数 ， 其 中 每 个 


ca 天 0 并 且 
gi(z) = fla,z). 
证 明 由 函数 g, 生成 的 向 量 空间 是 在 1. 45 节 中 定义 的 Fréchet 空间 有 H(C) 中 稠密 


的 . 提示 ， 假定 4 是 具有 紧 支 撑 的 测度 使 得 对 于 所 有 i，| g.dx 一 0 令 
gu) = |f lw) du) (we CO). 


证 明 对 于 所 有 ww, p(w) =0. 推断 | zdp(z)==0， 7 一 1， 2， 3，…。 应 用 习题 14. 
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若 某 个 c, 是 0， 描 述 由 这 些 阴 数 g, 生成 的 五 (C) 的 闭 子 空间 . 

28. 假设 X 是 Fréchet 空间 (或 更 一 般 的 可 度量 化 局 部 凸 空间 ). 证 明 下 面 论 断 . 

Ca)X “是 可 数 多 个 w" - 紧 集 EE, 的 并 . 

(b) 若 六 可 分 ， 每 个 EE, 是 可 度量 化 的 . 从 而 关 * 的 w" -拓扑 可 分 并 且 X 的 
某 个 可 数 子 集 在 X 上 可 分 点 .比较 习题 15. ) 

(c) 若 尺 是 XX 的 弱 紧 子 集 并 且 zoEK 是 某 个 可 数 集 ECK 的 弱 极 限 点 ， 则 三 
中 存在 序列 {z,} 弱 收 伍 于 xz. 提示 : 设 Y 是 包含 E 的 X 的 最 小 团子 空间 . 应 用 
(b) 于 Y 得 到 KAY 的 弱 拓 扑 是 可 度量 化 的 . 

注 ; (ce) 的 关键 在 于 收敛 子 序列 的 存在 性 而 不 是 子 网 的 存在 性 . 注意 存在 紧 
Hausdorff 空间 ， 其 中 没有 不 相同 点 构成 的 收 伍 序列 . 例如 见 11 章 习 题 18. 

29. 设 CCK) 是 紧 Hausdorff 空间 K 上 的 所 有 连续 复 函 数 的 空间 ， 以 上 确 界 
为 范 数 . 对 于 pE 玉 定义 AsEC(K) ， 

As Cf) = 7Cp). 

证 明 p>A, 是 KK 到 赋 以 w' -拓扑 的 CCK)" 中 的 同 胚 . 从 而 习题 28(c) 不 能 推广 
到 w" - 紧 集 上 . 

30. 假设 p 是 某 个 凸 集 K 的 端点 并 且 p==tzi 十 … 十 zw， 这 里 二 0，3t 二 
1， 每 个 x, EK. 证 明 每 个 <, 一 疙 . 

31. 假设 A ，…，4, 是 向 量 空间 X 中 的 凸 集 . 证 明 每 个 zEco(4U… 
UA.) 可 以 表示 为 

T=tia 二 十 tan， 

这 里 4. 守 0,， 3t;==1, a,€A,，1<i<n, 

32, 设 了 是 无 穷 维 Banach 空间 ，S 一 {zEX: 上 zx 一 1} 是 X 的 单位 球面 . 
我 们 想 用 无 穷 多 个 闭 球 复 盖 S， 其 中 每 一 个 都 不 包含 XX 的 原点 . 能 否 做 到 这 一 
点 ; (a) 对 于 任何 了，(b) 对 于 茶 些 针 ，(c) 没 有 XX? 

33. 设 C(D 是 闭 单位 区 间 工 上 的 全 体 连 续 复 函 数 构 成 的 Banach 空间 ， 以 上 
确 界 为 范 数 ，M=C(D "是 I 上 的 所 有 复 Borel 测度 的 空间 ， 赋 予 由 CCD 诱导 的 
w* 拓扑 . YiE1, 设 eEM 是 由 ef 二 fA(1) 定 义 的 赋值 泛 函 ， 并且 定义 AEM， 
Af= | ,fas. 

(a) 证 明 t->e, 是 从 7 到 IM 中 的 连续 映射 并 且 K 一 {e: 1€ 了 是 M 中 的 紧 集 . 

(b) 证 明 AEcolK). 

(c) 找 出 所 有 jE€coCK). 

(d) 设 X 是 M 的 由 所 有 有 限 线性 组 合 

co 人 十 ce 十 … 十 cner， 

构成 的 子 空间 ，c, 是 复 系 数 . 注意 co(K)CX 并 且 XPmeco(CK) 是 天 在 X 中 的 闭 凸 
壳 . 证 明 人 A 是 Xeco(K) 的 端点 , 但 A 不 在 K 中 . 
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赋 范 空间 的 赋 范 共 罗 


引言 ”如果 X 和 YY 是 拓扑 向 量 空间 ， 引 (X，Y) 将 表示 和 到 Y 中 的 所 有 有 界线 性 
映射 (或 算 子 ) 的 集合 . 为 了 简明 起 抑 ， 有 (X，X) 将 缩写 为 8(X). 每 一 个 8(X， 
Y) 自身 关于 函数 通常 的 加 法 和 数 乘 运算 是 向 量 空 间 . (这 一 点 仅 依 赖 于 Y 的 向 量 
空间 结构 ， 而 不 依赖 于 X. ) 一 般 说 来 ， 有 许多 方法 可 以 使 多 (XX，Y) 成 为 拓扑 向 
量 空间 . 

在 这 一 章 我 们 将 只 和 赋 范 空间 X，Y 打交道 . 在 这 种 情况 ，8(X，Y) 自 身 可 
以 用 很 自然 的 方式 来 赋 范 . 当 Y 特殊 化 为 标量 域 的 时 候 ， 肝 (X，Y) 就 是 X 的 共 
轿 空 间 X* ， 上 面 提 到 的 络 (X，Y) 上 的 范 数 确定 了 X”* 的 拓扑 ， 它 强 于 它 的 w" 
拓扑 . Banach 空间 X 和 它 的 赋 范 共 罗 X "之 间 的 关系 构成 这 一 章 的 主要 话题 . 
4.1 定理 假设 X, 了 是 赋 范 空间 . 对 于 每 个 AE 允 (X，Y) 相 应 地 有 

Al =sup(1Azl:zEX, zl 1). (1) 

| A 的 这 个 定义 使 级 ( 匀 ，Y) 成 为 赋 范 空间 . 若 了 是 Banach 空间 ， 则 邹 (X，7) 
也 是 ， 

证 明 ”由 于 赋 范 空间 的 子 集 是 有 界 的 当 且 仅 当 它们 在 单位 球 的 某 个 倍数 中 ， 
对 于 每 个 AESCX，Y)，| Al < 十 ce. 车 a 是 标量 ， 则 (aA) (xz) 二 a* Ax， 故 


aAl =lal A. (2) 
Y 中 的 三 角 不 等 式 说 明 对 于 每 个 zzEX，| zl 委 1， 
1 (CA 十 As)zl= 1 Az 二 Aszl 委 1 下 Azl 十 站 Aszll 


委 (CA 二 Alzl 和 llAl 十 4 Asl， 
所 以 
1 A 十 As 入 下 Ai 十 让 As 1， (3) 
车 A 天 0， 则 对 于 某 个 zEX，Az 天 0; 所 以 外 A| >0. 于 是 B(X， 站 是 赋 范 空间 . 
现在 假定 Y 是 完备 的 并 且 {A,) 是 BCX,，Y) 中 的 Cauchy 序列 . 因为 
| Asz 一 Anz 委 1 下 A 一 Al zl， (4) 
并 且 根 据 假定 当 n，m->co 时 ，|A, 一 An 上 ‖ 一 0， 故 对 于 每 个 zxEX，{Aszi 是 Y 
中 的 Cauchy 序列 . 所 以 
Az = limA,z (5) 
存在 . 显然 A，X->Y 是 线性 的 . 车 e 汪 >0， 假使 m 和 充分 大 ，(4) 的 右 端 不 超 
过 ez 中. 由 此 推出 对 于 所 有 大 的 m， 
|Az 一 Asz | 和 ezl. (6) 
所 以 上 Az 二 (CAs 十 e) zl ， 故 AE 缀 (XX，Y)， 并 且 A 一 A。‖ 志 e. 于 是 
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以 8B(X，Y) 的 范 数 ，An 一 人. 这 就 证 明了 名 (X， Y) 的 完备 性 . 国 
4.2 共 固 性 用 xz* 表示 X 的 共 轿 空间 X* 中 的 元 并 且 以 
(XT > 
代替 z*(z) 将 是 方便 的 ， 这 个 记号 也 适应 了 一 方面 是 X"* 在 X 上 的 作用 ， 另 一 方 
面 是 在 XxX* 上 的 作用 之 间 存 在 的 对 称 性 (或 共 轿 性 ). 下 面 定 理 叙 述 了 这 种 共 斩 
的 一 些 基本 性 质 . 
4.3 定理 假设 已 是 赋 范 空间 怀 的 闭 单位 球 . 对 于 每 个 并 EX 定义 
lz* | = sup{(| (x,x*)|:x€ B)}. 
(a) 这 个 范 数 使 义 * 成 为 Banach 空间 . 
(b) 设 B* 是 XX" 的 闭 单位 球 . 对 于 每 个 XEXX， 
| zl = sup{l (zz) |:zx" € B’)}. 


因此 ，ZX* 一 >《x，x* ) 是 人 X* 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 范 数 为 外 z|. 
(c)B' 是 w*- 紧 的 ， 
证 明 当 交 是 标量 域 时 ，G(X，Y) 一 X* ，(a) 是 定理 4. 1 的 推论 . 
固定 xzEX. 定理 3. 3 的 推论 说 明 存 在 y" € B' 使 得 
‘ry )= Wx. (1) 
另 一 方面 ， 对 于 每 个 x“ €B*， 


| zr) | rillz la lzl. 2) 

(b) 从 (1) 和 (2) 推 出 . 
因为 六 的 开 单位 球 U 在 B 中 稠密 ，z" 的 定义 说 明 zx" EB" 当 且 仅 当 对 于 每 
个 ZEU，| (x Xz) | 和 1. 现在 (c) 直 接 从 定理 3.15 推出 . 四 


注 由 定义 ，X* 的 w’ -拓扑 是 使 一 切 泛 澳 
TT" —* (rT") 

连续 的 最 弱 拓 扑 . 因此 Cb) 说 明 和 "的 范 数 拓扑 比 它 的 w” -拓扑 强 ; 事实 上 , 它 
是 严格 强 的 ， 除 非 dimX< ce， 因为 在 3. 11 节 末 尾 叙 述 的 命题 对 于 ww* -拓扑 也 成 
立 . 

除非 相反 的 情况 明确 的 指出 ， 从 现在 起 X* 将 代表 X 的 赋 范 共 罗 ( 只 要 X 是 
赋 范 的 )， 并 且 关 于 X* 的 所 有 拓扑 概念 将 指 它 的 范 数 拓扑 . 这 并 不 意味 着 ww”- 
拓扑 不 起 重要 作用 . 

现在 我 们 给 定理 4. 1 中 定义 的 算 子 范 数 以 另 一 种 描述 . 
4.4 定理 车 X 和 是 赋 范 空间 并 且 人 E 下 (X，Y)， 则 


LA = sup(1(Az 六 1 zl ly elD. 
证 明 用 Y 代替 义 ， 应 用 定理 4. 3(b). 对 于 每 个 x€E XX， 这 给 出 
Az = sup{| (Ax,yy') |: Ty* a1). 


为 了 完成 证 明 ， 注 意 
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1Al = sup{ | Azl| : | xl <1). 国 
4.5 Banach 空间 的 第 二 共 顽 空间 ”Banach 空间 X 的 赋 范 共 斩 X* 本身 是 一 个 
Banach 空间 ， 因 而 有 它 自 己 的 赋 范 共 瑟 空间 ， 记 为 X**. 定理 4.3(b) 说 明 每 个 
ZEX 以 方程 
(TX) = (rr (rx 和 EX) (1) 
定义 了 惟一 的 rE X**， 并 且 
rl = zl (re€ XxX). (2) 


从 而 ， 由 (1) 推 出 8 XX 一 >X"* 是 线性 的 ;， 由 (2), $ 是 等 距 的 . 因为 久 现在 假 
定 是 完备 的 ， 故 $(X) 在 X** 中 是 闭 的 . 

于 是 多 是 X 到 和 “的 闭 子 空间 上 的 等 距 同 构 . 

通常 把 X 和 %(X) 等 同 起 来 ; 故 和 可 以 看 成 X… 的 子 空间 . 

8XX) 中 的 元 恰 是 X" 上 的 那些 线性 泛 函 ， 它 们 关于 它 的 zw"* -拓扑 是 连续 的 . 
《 见 3.14 节 ) 因 为 X"* 的 范 数 拓 扑 较 强 ， 可 能 出 现 内 X) 是 X"* 的 真子 空间 . 但 有 
许多 重要 的 空间 X( 例 如 ， 所 有 L? 空间 ，1 二 p 二 co)， 对 于 它们 $CX)= 二 X"*; 这 
些 空间 称 为 自 反 的 . 它们 的 一 些 性 质 在 习题 1 中 给 出 . 

应 该 强调 ,为 了 XX 是 自 反 的 ,，X 到 XX** 上 的 某 个 等 距 同 构 #$ 的 存在 性 是 不 
够 的 ; 关键 是 $ 要 满足 恒等式 (1). 

4.6 零 化 子 假设 X 是 Banach 空间 ，M 是 X 的 子 空间 ，N 是 XX 的 子 空间 ，; 
M 和 NN 都 不 假定 是 闭 的 . 它们 的 零 化 子 M+ 和 + NN 定义 如 下 : 

ML 一 {z € X'* ;对 于 所 有 zz EM,(z,zx*) = 二 0)， 

+TN 一 (zzEX: 对 于 所 有 z* EN,(zr,z*) = 二 0} 

于 是 ML+ 由 在 M 上 为 0 的 和 上 的 所 有 有 界线 性 泛 函 组 成 ， +N 是 X 的 子 集 ， 
在 它 上 面 N 的 每 个 元 为 0. 显然 M+ 和 + N 都 是 向 量 空间 . 因为 ML 是 当 z= 遍历 M 
时 泛 函 p(x) 的 零 空间 的 交 ( 见 4.5 节 )，M+ 是 X* 的 w* - 闭 子 空间 . +N 是 X 的 
范 数 闭 子 空间 的 证 明 甚 至 更 直接 ,下面 定理 描述 了 这 两 种 类 型 的 零 化 子 之 间 的 共 
思 性 . 

4.7 定理 在 上 面 假设 下 ， 

(a)+(ML) 是 M 在 X 中 的 范 数 闭 包 ， 

(b) CIN)+ 是 NN 在 外 * 中 的 ww' - 闭 包 . 

关于 (a)， 由 定理 3. 12，M 的 范 数 闭 包 等 于 它 的 弱 闭 包 . 

证 明 车 xE€M， 则 对 于 每 个 xz" EMIt,，(x， x*) 二 0， 故 xE+(M+t). 因为 
+(CMT ) 是 范 数 闭 的 ， 它 包含 M 的 范 数 闭 包 M. 另 一 方面 ， 如 果 x 全 人 M，Hahn- 
Banach 定理 得 出 一 个 x* EML 使 得 (z，z ) 关 0. 于 是 zx 上 (COML)，(a) 得 证 . 

类 似 地 ， 若 x* EN; 则 对 于 每 个 zxELN，(z，z ) 一 0， 故 有 E(LN)L. 
XX 的 这 个 w* - 闭 子 空间 包含 N 的 w' - 闭 包 NN. 车 汉 * ¢N, Hahn-Banach 定理 
(用 于 具有 w" -拓扑 的 局 部 凸 空间 X* ) 意 味 着 存在 <xELN 使 得 (z，z* ) 天 0; 于 
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是 x* 久 (t+N)+， 这 证 明了 (b). 加 
作为 一 个 推论 ， 注 意 X 的 每 个 范 数 闭 子 空间 是 它 的 零 化 子 的 零 化 子 ， 并且 
同样 的 事实 对 于 X" 的 每 个 w* - 闭 子 空间 也 真 . 
4.8 子 空间 和 商 空间 的 共 斩 空 间 ”如果 M 是 Banach 空间 X 的 闭 子 空间 ， 则 X/ 
M 关于 商 范 数 也 是 Banach 空间 . 这 在 定理 1.41(d) 的 证 明 中 已 经 确定 过 .M 和 
X/M 的 共 绒 空间 可 以 借助 于 M 的 零 化 子 M+ 来 描述 . 粗略 地 说 ， 这 个 结果 就 是 
M* =X*/M: (X/M)* = M-:. 
这 是 粗略 的 ， 因 为 等 号 应 该 换 为 等 距 同 构 .下面 定 理 精确 地 叙述 了 它 ，. 
4,9 定理 设 M 是 Banach 空 间 X 的 闭 子 空间 . 
(a) Hahn-Banach 定理 把 每 一 个 mi EM' 延 拓 为 泛 函 Xx" EEX". 定义 
oz” 一 Z 十 ML+， 
则 是 M* 到 X* /Mt 上 的 等 距 同 构 . 
(b) 设 区 ，X->X/M 是 商 映 射 ， 令 了 一 X/M. 对 于 每 个 y" EY" ， 定 义 
zy ”一 yy T， 
则 rr 是 Y* 到 ML+ 上 的 等 距 同 构 . 

证 明 (a) 若 z* 和 zf 是 m’ 的 延 拓 , 则 zx* 一 zx? 在 Mi 中 ; 从 而 x* 十 M+ = 
z? 十 M+. 于 是 o 是 确定 的 . 容易 验证 o 是 线性 的 ， 由 于 每 个 zx* EX"* 在 M. 上 的 
限制 是 M* 的 一 个 元 ， 所 以 o 的 值 域 是 整个 X* /M1. 

辐 定 m* EM'*. 若 x" EX' 延 拓 m” ， 显 然 上 | m* 1‖ 记 上 x" 上. 根据 商 范 数 的 
定义 ， 上 x* 上 的 最 大 下 界 是 上 x"* 十 M+ 上 ， 所 以 由 商 范 数 定 义 

lm lon lr 1. 
但 定理 3. 3 提供 了 m* 的 满足 条 件 x* 上 = |】m* | 的 延 拓 zx". 由 此 推出 | om 
二 | m" 上 . (a) 证 毕 . 

(b) 若 XEX，y* EY*， 则 xzEY; 所 以 zy nz 是 X 上 的 连续 线性 泛 函 ， 
它 在 zxEM 上 为 0. 于 是 ry" EM+.r 的 线性 是 显然 的 . 固定 zx" EM-， 设 六 是 
zx"' 的 零 空间 . 因为 MCN， 存 在 Y 上 的 线性 泛 函 A， 使 得 Ax 一 x". 根据 了 一 X/ 
M 中 商 拓扑 的 定义 ，A 的 零 空间 是 Y 的 闭 子 空间 nCN). 由 定理 1. 18，A 是 连续 
的 ， 即 AEY*. 所 以 zA 一 Ar 一 xz*. 从 而 + 的 值 域 是 整个 M1. 

剩 下 证 明 x 是 等 距 映 射 . 

设 B 是 XX 的 开 单位 球 ， 则 x 是 了 Y=rX 的 开 单 位 球 . 因为 ry 一》 xn， 故 对 
于 每 个 y* EY'， 

ry’ |= yx = sup(l (rr,y" |:x€B) 
= sup{| (yy |:y€E xB}= | > |， 者 


伴随 算 子 
现在 我 们 把 每 个 算 子 TE 多 (X，Y) 与 它 的 伴随 算 子 T" E BCX,，Y) 联 系 起 


96 


72 第 一 部 分 一 般 理论 


来 ,我 们 将 看 到 工 的 一 些 性 质 怎样 在 TT* 的 性 质 中 反映 出 来 . 车 X 和 立 是 有 限 维 
的 ， 每 个 TE 名 (X，Y) 可 以 用 矩阵 [Tj 表示， 在 这 种 情况 下 ， 倘 若 各 向 量 空间 基 
已 经 适当 选取 ，[LT ] 是 [Tj] 的 转 置 .下面 我 们 将 不 特别 注重 研究 有 限 维 的 情况 ， 
但 是 历史 地 讲 ， 线 性 代数 的 确 提供 了 今日 所 知 的 算 子 理论 的 框架 的 背景 和 很 多 原 
始 动机 . 

伴随 算 子 的 许多 非 平 凡 的 性 质 依赖 于 X 和 Y 的 完备 性 ( 开 映 射 定理 将 起 重要 
作用 ). 由 于 这 种 原因 ， 除 了 为 开 的 定义 作 准 备 的 定理 4. 10 以 外 ， 整 个 将 假定 
了 和 Y 是 Banach 空间 . 
4.10 定理 假设 X 和 是 赋 范 空间 . 对 每 个 TE( 匀 ,，Y) 对 应 有 惟一 的 T* EE 
B(X，Y) 使 得 任何 XEX，y* EY'， 


‘Try )= (xr,T’y"». (1) 
此 外 ，T 开 满足 
[7T* | = TH. (2) 
证 明 车 y* EY'* 并 且 TE 如 (XX，Y)， 定 义 
T*y* =y*。T (3) 


作为 两 个 线性 映射 的 复合 ，T* y" EX". 并 且 

(一 (人 = y’ (Tr) = (Tr,y" ), 
此 邑 (1). (1) 对 于 每 个 zxE XX 成 立 的 事实 显然 惟一 地 确定 了 TT*y*. 

如 果 yr EY" ，y2 EY*" ， 则 对 于 每 个 zEX 
(rT (yr 二 yr ))= (Tr ,yr yi) 

(Tz,y? )+ (Tr, yz 》 
‘xs TT yr + (rT" y2) 
(rsT"yr tT yz2), 


| 


故 

Ty 二 yy )= Ty 二 + Tyi. (4) 
类 似 地 ，T* (ay* ) 二 agT* y* ,于 是 T* ; Y* 一 X 是 线性 的 . 最 后 定理 4.3(b) 
导致 


HTH= sup{| (Tr,y') 1: zl l,ly* | <1} 
= sup{| (zr,T*y’)|: zl l,ldy* | 1} 
= sup{ | CT*y" | :yl}= 47T"|. 国 


4.11 记号 车 工 把 X 映射 到 Y 中 , 械 的 零 空间 和 值 域 将 分 别 用 NC(T) 和 R(T) 
表示 : 
N(T)= {zEX:Tz 一 0)， 
R(T) 一 (yyEY: 对 于 某 个 zEXiTzr = y}. 
下 面 定 理 涉 及 零 化 子 ; 记号 见 4.6 节 ， 
4. 12 定理 假设 XY 和 YY 是 Banach 空间 ，TE 绵 ( 义 ，Y). 则 
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NOT*) = ROD+ ,NC(T) = + ROT'). 
证 明 在 下 面 两 列 中 ， 每 一 列 的 每 个 论述 显然 等 价 于 紧 接 着 的 一 个 及 前 面 一 


y” EN(T’*). ZE NIT)， 

Ty’=0. Tzx=0. 

对 于 所 有 xz，《x，T*” y”) 二 0。 对 于 所 有 y"，《Tzx, y”*)=0. 

对 于 所 有 x，《Tx，y* ) 二 0. ”对 于 所 有 y*，《x,， T*y*)=0. 

y" ERCD. zELRCT* )， 国 

推论 

(a)NCT*) 在 Y" 中 是 了 忆 "”- 闭 的 . 

(b)R(T) 在 Y 中 稠密 当 且 仅 当 TT" 是 一 一 的 . 

(c) 丁 是 一 一 的 当 且 仅 当 R(T' ) 在 久 * 中 是 w" -稠密 的 . 

回忆 对 于 YY 的 每 个 子 空间 M，M+ 在 Y' 中 是 ww” - 闭 的 . 特别 地 ， 这 一 点 对 
于 R(T)+ 是 真 的 . 于 是 (a) 由 上 面 定 理 推 出 . 

至 于 (b)，、，R(T) 在 Y 中 稠密 当 且 仅 当 R(T)+ 二 {0); 在 这 种 情况 ，NCT” ) 一 
{0}. 

类 似 地 ，+RCT)* = 二 {0) 当 且 仅 当 RCT* ) 不 能 被 X 中 非 0 的 xz 所 零 化 ， 这 就 
是 说 R(T’ ) 在 X" 中 是 w" -稠密 的 . 

注意 Hahn-Banach 定理 3. 5 已 悄然 用 于 (b) 和 (c) 的 证 明 中 . 

(b) 有 一 个 非常 有 用 的 类 比 ， 即 R(T) = 二 yy 当 和 且 仅 当 T' 是 一 一 的 并 且 T* 的 
逆 映 射 ( 映 RCT'* ) 到 Y" 上 ) 是 有 界 的 . 下 面 定理 中 (Ca) 与 (b) 的 等 价 性 以 不 同 的 方 
式 表 达 了 这 一 点 . 定理 4. 15 与 此 密切 相关 . 下 面 三 个 定理 并 在 一 起 有 时 称 为 闭 
值 域 定理 . 

4.13 定理 设 U,V 分 别 是 Banach 空间 XX，Y 的 开 单 位 球 . 车 TE 乡 (X，Y)， 
6>>0， 则 对 于 下 面 四 个 论断 ， 草 涵 关 系 

(a) -> (b) 一 〈c) 一 〈d) 
成 立 : 

(Vy EY', Ty’ | >81y" 1. 

(b) TCO) OV. 

(ce) TC OOV. 

(d) TC(X)=Y. 

此 外 若 (d) 成 立 ， 则 对 于 某 个 68>0，(a) 成 立 . 

证 明 设 (a) 成 立 ， 取 % EETUD). 因为 工 D) 是 凸 的 ， 闭 的 和 均衡 的 ， 和 定理 
3.7 说 明 存在 y' 使 得 VyETIU7，| < yy 之 1 二 1, 但 | <y%，y' > | 志 1. 
若 xEU， 这 推出 

| zsT* y=) (Tr,y" |e1. 
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于 是 站 入 y* | 志 1. 现在 (a) 给 

dS<el yy aoly ly lalyllT yelly |l. 
这 推出 当 | y|1 入 8 时 ，>E T(U). 于 是 (a) 一 (b). 

下 面 假设 (b) 成 立 ， 不 失 一 般 性 ， 取 8 二 1， 则 VCT(CU). 于 是 对 于 每 个 yE 
Y 和 es>0 对 应 有 zEX 使 得 |zj1 委 1 yl 并且 1 yy 一 Tz1l <e. 

取 yiEV. 再 取 e, 之 0 使 得 


De <1- ll. 


令 
Yl 一 3 一 了 
由 归纳 法 ， 这 个 过 程 确定 了 两 个 序列 {zx} 和 {y,). 注意 到 
zn yl = | y, ~ Tr, |) < e,. 


所 以 


>》， | za lL 委 | 上 za | 十 De 二 | yi | 十 De <1. 
n=1 n=1 n=1 


由 此 推出 z=Bz, 在 口中 (见习 题 23) 并 且 
N N 
Tz = lim 2 Tz, = lim 2) (ys — yr) = yi， 

因为 当 N 一 co 时 yw+i 一 0. 于 是 yy 二 Tr€ET(U)， 这 证 明了 (ec). 

注意 上 面 的 讨论 恰 是 开 映 射 定理 2. 11 的 部 分 证 明 的 特殊 形式 . 

(c) 蕴 涵 (d) 是 显然 的 . 

假设 (d) 成 立 . 由 开 映 射 定理 ，3 了 8>0 使 得 T(U) 二 8V 所 以 对 于 每 个 y* 
EY" ， 

IT*y* = sup{| (X,T*y’)|:zEU} 
= Sup{|(Try 7zEDU) 
> sup{| (yy°) yEov = 一 01 

此 即 (a)， 图 
4.14 定理 若 基 和 YY 是 Banach 空间 并 且 TE 乡 (XX ，Y)， 则 下 面 三 个 条 件 每 一 
个 蕴涵 其 他 两 个 : 

(a)R(T) 在 Y 中 是 闭 的 . 

(Cb)RCT* ) 在 义 * 中 是 w' - 闭 的 . 

(c)R(T' ) 在 XX" 中 是 范 数 闭 的 . 

注 ” ”定理 3. 12 意味 着 Ca) 成立 当 且 仅 当 RCT) 是 w 闲 的 . 然而 ，X" 中 的 范 
数 闭 子 空间 并 不 总 是 w" - 闭 的 (第 3 章 习 题 7). 

证 明 显然 (b) 欧 涵 (c). 我 们 将 证 明 (a) 蕴 涵 (b)，(c) 蕴 涵 (a). 

假设 (a) 成 立 . 由 定理 4. 12 和 定理 4.7(b),，N(T)+ 是 R(T* ) 的 w" - 闭 包 ， 
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从 而 为 了 证 明 (b) 只 要 说 明 NC(T)+CRCT'). 
取 z ENT)+. 在 R(T) 上 定义 线性 泛 函 A， 
ATz 一 (zz (x € XxX). 
注意 A 是 确定 的 ， 因 为 车 Tx 二 Tr ， 则 x 一 x EN(T). 从 而 
(Xx—x ,rT")=0. 
把 开 映 射 定理 应 用 于 
T;X — R(T), 
因为 R(T) 已 假定 是 完备 空间 Y 的 闭 子 空间 ， 从 而 是 完备 的 . 由 此 推出 存在 人 一 
co 使 得 每 个 YE R(T)， 对 应 有 xEX 使 得 Tz==y，|z| 志 Ky 上 ， 并 且 
| Ay {={ ATzr [=| (zx,x') | Ky 人 xz” 下 
于 是 A 是 连续 的 . 由 Hahn-Banach 定理 ， 某 个 y" EY' 延 拓 A. 所 以 
‘Trsy’)= ATr = 一 (zz 》 (x € X). 
这 意味 着 zx* 一 T y* . 因为 x* 是 NC(T)+ 的 任 一 元 素 ， 我 们 证 明了 N(T)*C 
RCT* ). 于 是 (b) 从 (a) 推 出 . 
下 面 假定 (c) 成 立 , 设 Z 是 R(T) 在 Y 中 的 闭 包 ,以 Sz 二 Tr 定义 SE 级 (X， 
2Z). 因为 R(S) 在 Z 中 稠密 ， 定 理 4. 12 的 推论 (意味 着 


S*.Z" 一 以 " 
是 一 一 的 . 
车 z" EZ" Hahn-Banach 定理 提供 了 zx' 的 一 个 延 拓 y"， 对 于 每 个 EX， 
‘(xsT*y*)= (Tr,y’) = (Sr,z") = (r,S’ xz’), 


所 以 S zx* 二 T" y* . 由 此 推出 S* 与 T* 有 相同 的 值 域 . 由 于 假定 (c) 成 立 ， 
R(S* ) 是 闭 的 ， 从 而 是 完备 的 . 

应 用 开 了 映射 定理 于 

S*.Z* ~ R(S'). 
由 于 S* 是 一 一 的 ， 结 果 是 存在 常数 c>0 对 于 每 个 >”E 2Z 满足 
cl 站 委 四 S zx。 

所 以 由 定理 4. 13，S:， X->Z 是 开 上 映射. 特别 地 ，SCX) 一 Z, 但 根据 S 的 定义 ， 
R(T)= 二 RCS). 于 是 RCT)=Z 是 Y 的 闭 子 空间 . 

这 完成 了 (c) 蕴 涵 (a) 的 证 明 ， 

下 面 结论 是 很 实用 的 . 
4.15 定理 假设 X 和 YY 是 Banach 空间 ， 并 且 了 ES9YCXK，Y)， 则 

(a)R(T) 二 Y， 当 且 仅 当 

(b)T* 是 一 一 的 并 且 R(T* ) 是 范 数 闲 的 . 

证 明 若 (a) 成 立 ， 则 由 定理 4. 12，T* 是 一 一 的 . 定理 4.13 的 (d) 一 (a) 说 
明 了 * 是 一 个 (倍数 ) 扩 张 ， 由 定理 1.26，RCT" ) 是 闭 的 . 

若 (b) 成 立 ， 再 用 定理 4. 12， 则 RCT) 在 Y 中 稠密 . 由 定理 4. 14，R(T) 是 闭 


紧 算 子 
4.16 定义 假设 和 和 YY 是 Banach 空间 , U 是 X 的 开 单 位 球 . 线性 映射 TE 
弘 (X，Y) 称 为 是 紧 的 车 (DU) 的 闭 包 在 Y 中 是 紧 的 . 

因为 Y 是 完备 度量 空间 ，Y 中 具有 紧 闭 包 的 子 集 正 好 是 完全 有 界 集 . 于 是 工 
EX,，Y) 是 紧 的 当 且 仅 当 TC(U) 是 完全 有 界 的 . 同时 ,本 是 紧 的 当 且 仅 当 XX 中 
的 每 个 有 界 序 列 {zx,}) 包 合 一 个 子 序列 {zx} 使 得 {Tz ) 收 化 于 Y 的 一 个 点 . 

积分 方程 的 研究 中 出 现 的 许多 算 子 是 紧 的 ， 这 就 是 从 应 用 的 观点 看 它们 之 所 
以 重要 的 原因 . 就 某 些 方面 来 说 ， 它 们 正 是 人 们 对 于 无 穷 维 空间 上 算 子 所 期 望 的 
与 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 类 似 的 算 子 . 正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 这 种 类 似 在 它们 
的 谱 性 质 方面 表现 得 尤为 强烈 . 
4.17 定义 (a) 假 设 和 是 Banach 空间 . 则 9(X)( 这 是 BC(X，XX) 的 缩写 ) 不 仅 
是 Banach 空间 ( 见 定理 4. 1) 而 且 是 一 个 代数 : 若 S,，TE 多 (X)， 以 

(ST)(z) = S(T(z)) (xz € X) 
定义 STE 多 (X). 不 等 式 
I sr lsllTi 

的 验证 是 平凡 的 、. 

特别 地 ，TE SG(X) 的 宪 可 以 定义 为 : T = 二 TI，X 上 的 恒 等 映 射 ， 由 TIz 一 z 给 
出 , 而 科 王 TT 1 ，7n 一 1，2，3，… 

(b) 算 子 TE 9G(X) 称 为 是 可 着 的 如 果 存 在 SE 8(%) 使 得 

ST =1= TS. 

在 此 情况 ， 记 S=T-!. 根据 开 上 映 定理 ， 这 一 点 出 现 当 且 仅 当 NT) 王 {0} 并 且 
R(T)=X. 

(c) 算 子 TE 如 (CX) 的 谱 o(T) 是 使 得 T 一 XT 不 可 道 的 所 有 标量 X 的 集合 . 于 是 
AEolT) 当 和 且 仅 当下 面 两 个 论断 中 至 少 有 一 个 是 真 的 . 

(|)T 一 AT 的 值 域 不 是 整个 X. 

(i )T 一 AI 不 是 一 一 的 . 

车 (i) 成 立 ，4 称 为 工 的 特征 值 ， 对 应 的 特征 空间 是 N(T 一 A41); 每 个 zE 
N(T 一 4D)( 除 去 x 二 0) 是 工 的 特征 向 量 ; 它 满足 方程 

Tz = Ar. 

这 里 是 一 些 解释 这 些 概念 的 很 简单 的 事实 . 

4.18 定理 设 了 和 YY 是 Banach 空间 . 

(a) 若 TECX, 了 了 ) 并 且 dimRCT)<o， 则 人 是 紧 的 . 

(b) 若 TECX，Y), 全 是 紧 的 ，RCT) 是 闲 的 ， 则 dimR(T)< 之 oo. 

(c) 紧 算 子 以 它 的 范 数 拓扑 构成 乡 ( 和 ，Y) 的 闭 子 空间 . 
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(d) 攻 TEB(X)，T 丁 是 紧 的 并 且 4 关 0， 则 dimN(T 一 XD 之 oo. 

(e) 若 dimX 王 co，TE9(CX) 并 且 工 是 紧 的 ， 则 0Eo(T). 

( 绅 著 S，TESCX) 并 且 开 是 紧 的 ， 则 ST 和 TS 都 是 紧 的 ， 

证 明 论断 (a) 是 显然 的 . 车 RCT) 是 闭 的 ， 则 R(T) 是 完备 的 (因为 Y 是 完 
备 的 ),， 故 工 是 X 到 R(T) 上 的 开 上 映射， 若 工 是 紧 的 ， 由 此 推出 R(T) 是 局 部 紧 
的 ; 于 是 (b) 是 定理 1. 22 的 结论 . 

在 (dd) 中 令 Y==N(T 一 A4D. 工 在 Y 上 的 限制 是 一 个 紧 算 子 ， 其 值 域 是 Y. 于 是 
(d) 从 (b) 推 出 ，(e) 也 如 此 ， 因 为 车 0 不 在 ol 了 T) 中 ， 则 RCT) 二 X. (f) 的 证 明 是 平 
凡 的 . 

车 T 和 S 是 X 到 Y 中 的 紧 算 子 ， 则 S 十 工 也 是 ， 因 为 了 的 任意 两 个 紧 子 集 
之 和 是 紧 的 . 因此 推出 紧 算 子 构成 W(X，Y) 的 子 空间 三 . 为 了 完成 (c) 的 证 明 ， 
我 们 现在 说 明 二 是 闭 的 . 设 TE%(X, 了 在 的 闭 包 中 ， 取 7r 汪 >0， 并 且 设 口 是 
X 的 开 单 位 球 . 存在 SE 5 ，|S 一 全 || 过 r. 因为 S(U) 是 完全 有 界 的 ,，U 中 存在 
点 zi，…，xzu 使 得 SCU) 被 半径 为 7 中 心 在 点 Sz; 的 球 复 盖 . 因为 对 于 每 个 <E 
U，| Sz 一 Tz 上 过 +r， 由 此 推出 T(U) 被 半径 为 3r 中 心 在 点 Tx; 的 球 覆 盖 . 因此 
T(U) 是 完全 有 界 的 ， 这 证 明 TE 3. 图 

这 一 章 剩 下 部 分 的 主要 目标 是 分 析 紧 算 子 TE 9Z(CX) 的 谱 . 定理 4.25 包括 了 
主要 的 结果 . 其 中 伴随 算 子 起 着 重要 的 作用 . 
4.19 定理 假设 X 和 YY 是 Banach 空间 并 有 全 TEG(X，Y)， 则 工 是 紧 的 当 且 仅 
当 全 "是 紧 的 . 

证 明 假设 工 是 紧 的 ，{ 关 ?是 Y" 的 单位 球 中 的 序列 ， 定 义 

f= (yy) (CE TI) 
由 | 六 (9 一 让 oo | 过 |y 一 y ‖ ，{f,}) 是 等 度 连续 的 . 因为 TU) 在 工 中 具有 
紧 闭 包 ( 像 前 面 那 样 ，U 是 XX 的 单位 球 ) ，Ascoli 定理 意味 着 {f,} 有 子 序列 {fw? 
在 T(U) 上 一 致 收敛 . 因为 
[ET yi C— Ty; | = sup | (Tr,ys — 3)| 
= sup | fa (Tz)— fy (Tr) 1， 

上 确 界 是 就 xEU 所 取 的 ，X* 的 完备 性 意味 着 {T" y; } 收 全 . 所 以 T* 是 紧 的 . 

后 一 半 可 用 同样 的 方法 证 明 ， 但 是 从 前 一 半 中 把 它 推出 来 可 能 更 有 启发 性 . 

设 $: XX 一 XX"* 和 yy: YY" “是 像 4.5 节 中 那样 由 下 式 给 出 的 等 距 懂 人 : 

(xz rT*) = x pr yyy) = (yy ,J ). 
则 对 一 切 zEX 和 y* EY* 
(Cy pTz) = (Tr,y )= (xz, Ty ) 
= (Ty ,gr) = (Cy ,T"'* 7). 


JT = Tk 
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若 xzEU， 则 $8z 在 XX"* 的 单位 球 U** 中. 于 是 
gyT(U) CT (U**). 

现在 假定 工 是 紧 的 . 定理 的 前 半 部 分 说 明 T"* : X*" 一 Y** 是 紧 的 ， 所 以 
T*"* (U** ) 是 完全 有 界 的 ， 故 其 子 集 yT(D) 也 是 . 因为 yy 是 等 中 ，T(U) 也 完全 
有 界 ， 所 以 工 是 紧 的 . 
4.20 定义 假设 M 是 拓扑 向 量 空间 X 的 闭 子 空间 . 车 存在 X 的 闭 子 空间 NN 使 
得 

和 一 M 十 N 并 且 MfnN= (0)， 
则 M 称 为 是 在 X 中 可 余 的 . 在 这 种 情形 ，X 叫做 M 与 N 的 直 和 ， 有 时 用 记号 
X=MON. 

在 第 5 章 中 我 们 将 看 到 不 可 余子 空间 的 例子 ， 目 前 我 们 只 需要 下 面 简单 的 事 
实 . 
4.21 引 理 假设 M 是 拓扑 向 量 空间 区 的 闭 子 空间 . 

(a) 著 和 是 局 部 本 的 并 且 dimM< ce， 则 M 在 芙 中 是 可 佘 的. 

(b) 若 dim(CX/MDI<co， 则 M 在 X 中 是 可 余 的 . 

X/M 的 维 数 也 叫做 M 在 和 中 的 余 维 数 . 

证 明 (a) 设 {el ，…，e.) 是 M 的 基 ， 则 每 个 zxE M 有 惟一 的 表达 式 

= a(r)et ta(r)e,. 

每 个 w 是 M 上 的 连续 线性 泛 函 (定理 1.21)， 根 据 Hahn-Banach 定理 a; 可 延 拓 为 
X' 的 元 . 设 N 是 这 些 延 拓 的 零 空 间 的 交 ， 则 X=MO@N. 


Cb) 设 A: X->X/M 是 商 映 射 ， 设 {e@i， ""*, e,) 是 XX/M 的 基 ， 取 x,EX 使 得 
rz 一 e( 委 i 委 站， 又 设 N 是 由 {zx1，，…，Z) 张 成 的 向 量 空 间 . 则 X=MON. 
|] 


4.22 引 理 车 M 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 ， 如 果 M 在 久 中 不 是 稠密 的 并 且 7 二 
1， 则 硝 在 zE XX 使 得 上 xz 目 <<r 但 对 于 所 有 yEM,， 上 zx 一 y 上 之 1. 
证 明 存在 xz, EX, 它 到 M 的 距离 是 1， 即 
inf{f lz—y) :y€E M}=1. 


选取 1 EM 使 得 X11 Yl | 二 rr 并 且 令 工 =zxi 一 yn. 轿 
4.23 定理 车 X 是 Banach 空 间 ，TEG(X)， 工 是 紧 的 并 且 人 天 0， 则 了 一 人 了 具 
有 闭 值 域 . 


证 明 ”由 定理 4.18(d)，dimN(T 一 A 了 过 co. 由 引 理 4.21(a)，X 是 NT 一 
XD) 与 一 个 闭 子 空间 M 的 直 和 . 以 
Sr = Tr—ir (1) 
定义 算 子 SE BCM，X)， 则 5S 在 M 上 是 一 一 的 . 此 外 ，R(S) 一 R(T 一 AD. 为 了 
说 明 RCS) 是 闭 的 ， 由 定理 1. 26 只 须 说 明 存在 ~>0 使 得 对 于 所 有 zE M， 
rlzl| 志 1 sz]. (2) 
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如 果 (2) 对 于 每 个 r+>>0 都 不 成 立 ，M 中 存在 {x,} 使 得 上 x, 上 二 1，Sz, 一 0， 
并 且 ( 通 过 取 子 序列 ) 对 于 某 个 x, EX ，Tzx, 一 zo. (这 里 用 到 工 的 紧 性 . ) 由 此 得 出 
Ax, 一 Xo. 于 是 zx。 EM， 并 和 且 

Sro = lim(ASz,) = 0. 

因为 S 是 一 一 的 ，zo 王 0. 但 对 于 所 有 n， ze = 二 1 并且 zo 二 limAx。， 故 上 zo | 
二 | 4 | >0. 这 个 矛盾 证 明了 对 于 某 个 r>0，(2) 成 立 . [J 
4.24 定理 假设 义 是 Banach 空间 ，TE(X),， 荆 是 紧 的 ,rr 之 0 并 且 五 是 开 
的 特征 值 A 的 集合 ， 其 中 |4 | 二 ~ 则 

(a) 对 于 每 个 AEE，R(T 一 XT) 承 六 ， 并 且 

(b) 巨 是 有 限 集 . 

证 明 ”我 们 首先 说 明 若 (a) 或 者 (b) 不 成 立 ， 则 存在 X 的 闲 子 空间 M。 和 标量 
),E 已 使 得 


MCA CA C…， NM 天 Mi， (1) 
TCM CM,, nn 之 1， (2) 

以 及 
(TADM)TCM 1, n>2. (3) 


通过 说 明 这 与 工 的 紧 性 矛盾 将 完成 证 明 . 
假设 (a) 不 成 立 ， 则 对 于 某 个 EE，R(T 一 A 了 有 =X. 令 S=T 一 ,1， 并且 
定义 M, 是 S" 的 零 空间 ( 见 4.17 节 ), 因为 4。 是 本 的 特征 值 ， 存 在 ziE Mi ，z 
关 0. 因为 R(S)= 二 XX， X 中 存在 序列 {x,} 使 得 Srnti=XTns 1 一 1，2，3，…， 则 
S"zl 一 Zr 天 0 但 S ze 一 Sr 一 0. (4) 
从 而 M, 是 M+1 的 闭 的 真子 空间 . 由 此 得 出 (1 到 (3) 成 立 ， 其 中 因 一 Mo, (注意 
(2) 成 立 是 因为 ST 一 TS, ) 
假设 (b) 不 成 立 ， 则 瑟 含有 T 的 互 不 相同 的 特征 值 序列 {4,}， 取 相应 的 特征 
向 量 e ， 设 M, 是 由 {el ，…，e,) 张 成 的 X 的 子 空间 (有 限 维 ， 从 而 是 闭 的 ). 因 
为 A; 不 相同 {ee ，…，e,) 是 线性 无 关 集 ， 故 M1 是 M, 的 真子 空间 .这 给 出 了 
(1). 车 xzEM,， 则 
工 一 aiel 十 … 十 anen， 
这 表明 TzE M 并 且 . 
(CT—ADzr = aA Om—A)e 二 十 a (A — A)eri EM 
于 是 (2) 和 和 (3) 成 立 . 
一 旦 我 们 有 了 满足 (1) 到 (3) 的 闭 子 空间 M,， 引 理 4. 22 给 出 向 量 yw € M,， nn 
一 2，3，4，… 使 得 
| 和 1 委 2 并 且 当 zE Mi 时 y 一 +1 兰 1 (5) 
车 2m 二 n， 定 义 
z= Ty — (To AT)y,. {6) 
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由 (2) 和 (3)，zE M,-1. 因而 (5) 说 明 


1 Ty — Tya | = Thay zl =) yAzl 1 > 
从 而 序列 (Ty) 没有 收 伍 子 序列 ， 尽 管 {y,) 是 有 界 的 . 若 工 是 紧 的 ， 这 不 可 能 . 
4.25 定理 假设 XX 是 Banach 空间 ，TE B(X) 并 且 械 是 紧 的 . 加 


(a) 车 A 天 0， 则 四 个 数 
a = dimN(T— Al) 
B= dimX/R(T— 21) 
a” = dimN(T* —A1) 
8 = dimX’* /R(T* —Al) 
彼此 相等 并 且 有 限 . 
(b) 若 4 天 0 并 且 AEol(T)， 则 4 是 荆 和 本 ' 的 特征 值 . 
(c)ol(T) 是 紧 的 ， 至 多 可 数 的 ， 并 且 至 多 有 一 个 极限 点 0. 
注意 : 在 这 里 向 量 空间 的 维 数理 解 为 或 者 是 非 负 整数 或 者 是 oo. 字母 了 同时 
用 于 表示 X 和 X" 上 的 恒 等 算 子 ; 于 是 
(T 一 1 = TA = TA, 
因为 X 上 人 恒 等 算 子 的 伴随 算 子 是 X* 上 的 恒 等 算 子 . 
工 的 谱 o (TD 已 在 4.17 节 定 义 . 定理 4. 24 包含 (a) 的 一 个 特殊 情形 : 8=0 意 
昧 着 a 二 0. 这 一 点 将 用 在 下 面 不 等 式 (4) 的 证 明 中 . 
应 该 注意 即使 工 不 是 紧 的 ，a( 了 T) 也 可 能 是 紧 的 (定理 10. 13). 工 的 紧 性 对 于 
Cc) 中 其 他 断言 是 需要 的 . 
证 明 ”为 书写 简便 ， 令 S=T 一 Al. 
我 们 从 关于 商 空间 的 基本 的 观察 开始 . 假设 Me 是 局 部 凸 空间 Y 的 闭 子 空 
间 ， 而 是 一 个 正 整数 使 得 & 记 dimY/M。. 则 Y 中 存在 向 量 y;，…》 使 得 由 Mo 
和 1，、…，y, 生成 的 向 量 空间 M, 包含 M,-; 作 为 真子 空间 ， 由 定理 1. 42， 每 个 
M, 是 闭 的 . 由 定理 3. 5， 在 Y 上 存在 连续 线性 泛 函 Ai，…，A 使 得 Aiy: 一 1 但 
对 于 所 有 yE Mi_1，Aiy 二 0. 这 些 泛 函 是 线性 无 关 的 ， 从 而 得 到 下 面 结论 : 着 
表示 Y 上 以 M 为 零 化 子 的 所 有 连续 线性 泛 函 的 空间 ， 则 
dimY/M, < dimz. (1) 
应 用 这 一 点 于 Y=X 头 ，M, 一 RCS). 由 定理 4. 23，R(S) 是 闭 的 . 由 定理 4. 12， 
又 有 三 二 RC(S)1 = 二 N(S* )， 故 (1) 变 为 
Ba’. (2) 
下 面 ， 取 Y= 多 带 有 w' -拓扑 ; 取 MM = 二 RC(S" ). 由 定理 4.14，R(S' ) 是 
w* - 闭 的 .因为 现在 工 由 X* 上 零 化 RS ) 的 w' -连续 线性 泛 函 组 成 , 三 同 构 于 
t+R(S* ) 一 Ne) (定理 4.12)， 并 且 (1) 变 为 
Bb’ a. (3) 
我 们 的 下 一 个 目标 是 证 明 
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ac 雪 有 (4) [109 
一 旦 有 了 (4)， 不 等 式 
a Sp". (5) 
也 是 真 的 ， 因 为 T* 是 紧 算 子 ( 定 理 4. 19). 由 定理 4.18(d), a 二 co ，(a) 是 不 等 
式 (2) 到 (5) 的 显然 的 结论 . 
假定 (4) 不 成 立 ， 则 a 汪 >B. 因为 c< ce， 引 理 4. 21 说 明和 包含 闭 子 空间 忆 和 
F 使 得 dimF=B8 并 且 
X= N(S)BE= R(S)@OFK. (6) 
每 个 xzE 有 惟一 的 表示 工 一 zi 十 Xs，X1EN(S)，ZXz EE. 以 xz 二 Xi 定义 x: XX 
一 N(S). 容易 知道 (例如 ， 由 闭 图 像 定 理 )x 是 连续 的 . 
因为 我 们 假定 了 dimN(S)>dimF， 故 存在 NC(S) 到 FF 上 的 线性 映射 $ 使 得 
对 于 某 个 zo 了 关 0，#$zo 一 0， 定 义 
Br = Trirr (rE€ X). (7) 
则 BE BCX)， 因 为 dimR( 人 <co， 虹 是 紧 算 子 ， 从 而 且 也 是 紧 的 (定理 4. 18). 
注意 到 


$C—XI 一 S 十 失 . (8) 
车 XEE， 则 xz 二 0，(®@B 一 A1)zx 二 Sx， 故 
(BC—AI)(E) = R(S). (9) 
若 zENCS)， 则 rz 一 Z， 
( 旬 一 MT) 工 一 ， (10) 
从 而 
(BC—AICNGS)) = $NCGS)) = FF. (11) 
从 (9) 和 (11) 推 出 
及 (和 一 MT) DO RC(S)+F = X. (12) 


但 若 把 (10) 用 于 x 二 x。， 我 们 看 出 4 是 @ 的 特征 值 ， 因 为 @ 是 紧 的 ， 定理 
4. 24 说 明 @ 一 4I 的 值 域 不 是 全 空间 X， 这 与 (12) 了 矛盾 .所 以 (4) 是 真 的 ，(a) 得 
证 ， 

(b) 从 (a) 推 出 ， 如 车 不 是 工 的 特征 值 ， 则 (CT 王 0， 从 而 Ca) 意味 着 8CT) 
二 0， 即 RCT 一 人 站 一 X， 这 样 一 来 T 一 41 是 可 逆 的 ， 故 Eco(CT). 

现在 从 定理 4. 24(b) 推 出 0 是 oCT) 惟 一 可 能 的 极限 点 ，o(T) 至 多 是 可 数 的 ， 
并 且 oC(T)U {0}) 是 紧 的 . 车 dimX 二 oe， 则 olT) 是 有 限 的 . 车 dimX 一 co， 则 由 
定理 4.18(e)，0Eo(T). 于 是 o(T) 是 紧 的 . 这 给 出 (c) 并 且 完 成 了 定理 的 证 明 . 

加 


习题 
在 这 组 习题 里 ，X 和 YY 表示 Banach 空间 ， 除 非 有 相反 的 声明 . 
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1. 设 $ 是 4.5 节 叙 述 的 关 到 X"" 中 的 租 入 ,rt 是 XX 的 wr 拓扑， 并且 o 是 
X 的 w” -拓扑 一 一 由 XX 导出 的 拓扑 . 

(a) 证 明 多 是 (X，r) 到 (X*”，oc) 的 稠密 子 空 间 上 的 同 胚 . 

(b) 若 B 是 X 的 闭 单位 球 ， 证明 #$(B) 在 X** 的 闭 单位 球 内 是 oc- 稠密 的 . (用 
Hahn-Banach 隔离 定理 ) 

(c) 用 (a) ，(b) 和 Banach-Alaoglu 定理 证 明 X 是 自 反 的 当 且 仅 当 已 是 紧 
的 . 

(d) 从 (c) 推 出 自 反 空间 X 的 每 一 范 数 闭 子 空 间 是 自 反 的 . 

(e) 若 和 是 自 反 的 并 且 了 是 X 的 闭 子 空间 ， 证 明 X/Y 是 自 反 的 . 

( 蕊 证 明生 是 自 反 的 当 且 仅 当 X"* 是 自 反 的 ， 

提示 : 一 半 由 (c) 得 到; 另外 一 半 应 用 (d) 于 X"* 的 子 空间 此 X). 

2. 空间 co， 由， ， 扩 中 那些 是 自 反 的 ? 证 明 每 个 有 限 维 赋 范 空间 是 自 反 
的 . 证 明 单 位 区 间 上 所 有 复 连 续 函 数 以 上 确 界 为 范 数 的 空间 C 不 是 自 反 的 . 

3. 证 明 8ZCX，Y) 的 子 集 已 是 等 度 连 续 的 当 且 仅 当 存在 M<<coe 使 得 对 每 个 4 
EE, |Al<M. 

4. 回忆 车 C 是 标量 域 ，X* =B(X，C). 所 以 对 于 每 个 AEX" 有 A* E98CC， 
X* ). 确定 A* 的 值 域 . 

5. 证 明 TE(X, 了) 是 关 到 Y 上 的 等 距 当 且 仅 当 T* 是 Y' 到 X* 上 的 等 距 . 

6. 设 oz 和 zt 分别 是 XX 和 Y’ 的 w’ -拓扑 ， 证明 S 是 (Y* ，z) 到 (X”，o) 中 的 
连续 线性 映射 当 且 仅 当 对 于 某 个 TEB(X,，Y)，S 二 TT*. 

7. 设 L! 是 闭 单 位 区 间 J 上 关于 Lebesgue 测度 的 可 积 函数 的 通常 空间 ， 假 
设 TEBL!,，Y)， 则 T* E88(Y* ，L”). 假设 RT* ) 包 含 J 上 的 每 个 连续 函数 ， 
关于 工 可 以 推出 什么 ? 

8. 证 明 (ST)* = 一 T*" S* ,假设 这 些 是 有 意义 的 . 

9. 假设 SE BCX)，TE BCX). 

Ca) 举例 说 明 ST 一 TI 并 不 意味 着 TS 一 工 

(b) 然 而 ， 假 定 工 是 紧 的 ， 证明 SC(I 一 T) = 二 I， 当 且 仅 当 (I 一 T)S==I， 并且 
说 明 这 些 等 式 中 任 一 个 都 意味 着 1 一 (I 一 T) ' 是 紧 的 . 

10. 设 TE BCX) 是 紧 的 并 且 或 者 dimX= oo 或 者 标量 域 是 C， 证明 c(T) 非 
罕 ， 然 而 车 dimX 二 co 并 且 标 量 域 是 尺 时 ，olT) 可 能 是 空 的 . 

11. 假设 dimX<< coco， 证 明定 理 4. 25 中 的 等 式 一 8 归结 为 方 阵 的 行 秩 等 于 它 
的 列 秩 . 

12. 假设 TE9(CX，Y) 并 且 色 (T 在 站 中 是 闵 的 ， 
证 明 dimN(T)=dimX" /R(T’* )， 

dimN(T* )=dimY/R(T). 

这 推广 了 定理 4.25 的 a=8* 和 a* =B 的 断言 . 
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13. (2) 假设 TE (X,Y)，T,E BC(X, Y),， nn 二 1]，2，3，…， 每 个 T, 具有 
有 限 维 值 域 ， 并 且 lim | T 一 也 1 = 二 0. 证 明 工 是 紧 的 . 
(b) 假 定 Y 是 Hilbart 空间 ， 证 明 (a) 的 逆 ， 每 个 紧 算 子 TE 如 (X,Y) 可 用 具 
有 有 限 维 值 域 的 算 子 按 算 子 范 数 逼 近 . 提示 : 在 Hilbert 空间 中 存在 到 任何 闭 子 
空间 上 范 数 为 1 的 线性 投影 . ( 见 定 理 5. 16，12. 4. ) 
14. 在 上 定义 位 移 算 子 S 和 乘法 算 子 M : 
0 若 n = 二 0， 
(57)(n) = xn—1) 车 nn 宇 1， 
(Mzr)(《n) 二 (n 十 1) "x《n)， 若 nn 宇 0 
令 T=MS. 证 明 工 是 紧 算 子 ， 它 没有 特征 值 并 且 它 的 谱 恰好 由 一 点 组 成 . 计算 
LT， n=1, 2，3，…， 并 且 计 算 lim | T* | 1 
15. 假设 是 测度 空间 0 上 的 有 限 (或 a。 有限 ) 正 测度 ，jXp 是 QXQ 上 相应 
的 乘积 测度 ， 并 且 ”KEL?(yXy)， 定 义 


(CTF) CS) =| KC fdutt) [Fe Lp)1. 
Ca) 证 明 TE 名 (L?(y)) 并 且 
ITH? <|| | KCs,t) JduCs) dy). 
QQ 


(b) 设 a,，6, 是 上 ?C0) 的 元 , 1 委 ;i 雪 本 令 Ki(s,t) 一 >)o(5) 下 (5 ， 并且 像 用 
到 定义 工 那 样 用 天; 定义 TI， 证 明 dimR(Ti) 和 nn. 

(c) 推 出 工 是 工 :() 上 的 紧 算 子 . 提示 : 用 习题 13. 

(d) 假 设 人 EC，A1 天 0， 证 明 或 者 方程 

Tf 一 if = 有 

对 于 每 个 g€EL?(y) 有 惟一 解 /EL (py) 或 者 对 于 某 些 g 有 无 穷 多 个 解 但 对 其 他 的 
没有 解 . (这 是 所 谓 的 Fredholm 决 择 ) 

《e) 确 定 工 的 伴随 算 子 . 
(1 一 s)t 车 0 志和 志 5 


16. 定义 K(s, o=|0 若 sl 


并 且 以 CrP)= | KG fd (0O<s<1D 定 义 TE (1L?(0，1)). 
(Ca) 证明 工 的 特征 值 是 (nr) 了 ，n= 二 1，2，3，*…， 相 应 的 特征 函数 是 Sinnxz 
并 且 每 个 特征 空间 是 一 维 的 . 提示 : 车 4 头 0, 方程 Tf 二 Xf 意味 着 了 是 无 穷 可 微 
的 ,1 天 十 f=0 并 且 fC0)=f(1) 一 0, 4 二 0 的 情况 可 以 分 开 处 理 . 
(b) 证 明 上 述 特征 函数 构成 二 (0，1) 的 正 交 基 . 
《c) 假 设 g(t) = > cnsinrart， 讨论 方程 
Tf—Af = g. 
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(d) 说 明 工 还 是 C 上 的 紧 算 子 ， 这 里 C 是 L0，1]j 上 所 有 连续 函数 的 空间 . 提 
示 : 若 {f.} 是 一 致 有 界 的 ， 则 {Tf.} 是 等 度 连续 的 . 
17. 车 LL 十 L?(0，oo)， 关 于 Lebesgue 测度 ， 并 且 


(TH)(s) = 二 | fat (0 一 < 一 co)， 
[4 


证 明 TE 名 (L’) 但 不 是 紧 的 (事实 上 Ti 委 2 是 Hardy 不 等 式 的 特殊 情形 . 见 
[23] 的 P. 72.) 

18. 证 明 下 列 论断 ， 

(a) 车 {xz} 是 XX 中 的 弱 收 收敛 序列 ， 则 { |x, 上》 有 界 . 

(b) 若 TES9(X，Y7) 并 且 zs 一 x 弱 收 仿 ， 则 Tr, 一 Tz 弱 收 敛 . 

(c) 若 TE 引 (X，Y)，zo 一 工 弱 收敛 并 且 工 是 紧 的 ， 则 ‖ Tz, 一 Tz | 一 0. 

(Cd) 反 过 来 , 若 X 是 自 反 的 ，TE 9(CX，Y) 并 且 对 于 任何 弱 收 敛 于 z 的 {(z)， 
| Tr, 一 Tz ->0， 则 工 是 紧 的 . 提示 : 应 用 习题 1(c) 和 第 3 章 习 题 28(c)， 

(e) 若 久 自 反 并 且 TEB(X, 2),， 则 工 紧 . 从 而 RCT) 关 2. 提示 : 用 第 3 章 
习题 5(c). 

(f) 车 Y 自 反 并 且 TE 多 (co，Y)， 则 工 紧 . 

19. 假设 Y 是 XX 的 闭 子 空间 并 且 xo" EX'*. 令 

x= sup{|<z,z0’ >|:r€EY,l|zl 1), 
=intf{|z*—z | :zx €Y+}. 

换 旬 话说 ，y 是 xo。* 在 Y 上 的 限制 的 范 数 ，6 是 z。 到 Y 的 零 化 子 的 距离 . 证 明 jy 
二 8. 还 证 明 至 少 对 于 一 个 zx* EYt+ ,6 二 zx* 一 z ”| 

20. 把 4.6 节 到 4.9 节 推 广 到 局 部 凸 空间 . (当然 “等 距 ” 一 词 应 从 定理 4.9 的 
叙述 中 删 去 ). 

21. 设 B 和 B'* 分 别 是 XX 和 XX" 的 闭 单位 球 ， 下面 是 Banach-Alaoglu 定理 的 
逆 : 若 瑟 是 X "的 西 集 ， 使 得 对 于 每 个 r>0 集合 EN 站 (7rB" ) 是 w' - 紧 的 ， 则 巨 是 
也" - 闭 的 . (推论 : X' 的 子 空间 是 w" - 闭 的 当 且 仅 当 它 和 也" 的 交 是 w* - 紧 的 .) 

完成 下 列 证 明 的 提纲 . 

(1)E 是 范 数 闭 的 . 

(it) 把 每 个 FCX 与 它 的 极 

PCF) = (z |]<zz >>| 委 1 VzERF) 

联系 起 来 ， 当 下 遍历 r-!B 的 所 有 有 限 子 集 族 时 ， 所 有 集合 PCF) 的 交 恰 好 是 
rB’*. 

( 诈 ) 这 一 定理 是 下 面 命题 的 结论 : 若 除 了 已 叙述 的 假设 外 ，E 门 B" 二 多 ， 则 
对 于 每 个 x" EE 存在 x€EX 使 得 Re 二 xz，x' 之 之 1. 

(iv ) 命 题 的 证 明 : 令 F, 二 {0)}， 假设 有 限 集 F。，…，F 所 -1 已 经 取 定 使 得 ;FF 
CB 并 且 
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PCF MN- N PEAINENAB':=Y. (1) 
注意 (1) 对 于 &=1 是 真 的 . 令 
Q= PC(F) NN PCFLINENG+LDB:. 

若 对 于 每 个 有 限 集 FCk“!B，P() 仆 Q 关 名 ，Q@ 的 w'- 紧 性 与 (i ) 一 起 意味 着 
(kB* ) 门 Q 关 多， 这 与 (1) 矛 盾 . 从 而 存在 有 限 集 FiCk 'B 使 得 用 & 十 1 代替 有 时 
(1) 成 立 . 于 是 这 一 构造 过 程 可 以 继续 .得 出 

ENNM P(F)— 8%. (2) 
把 UF 的 元 排列 为 序列 {xz,)， 则 | zx; | 一 0. 以 

Tzx* = {<rrx’ 二) 
定义 T， XX* 一 co. 则 T(E) 是 co 的 西子 集 . 由 (2)， 对 每 个 z EE， 

| Tx’ | = sup [< zo7" >| 宇 1. 


从 而 存在 标量 序列 {a,}, >，| a, |< co，, 使 得 对 于 每 个 <" EE 
Re Da, 过 Xxx" 之 声 1. 
n=1 


为 了 完成 证 明 ， 令 工 一 2》)anr, 
22. 假设 TESZ(CX)，T 是 紧 的 ，A 天 0 并 且 S 一 工 一 人 了 ， 
(a) 若 对 于 某 个 非 负 整数 >，N(S") 一 NGCS… )， 
证 明 N(S")==N(S"1t), k=1, 2, 3, 
(b) 证 明 (a) 对 于 某 个 nn 必定 出 现 . (提示 : 考虑 定理 4. 24 的 证 明 .) 114 
(c) 设 4 是 使 (a) 成 立 的 最 小 非 负 整 数 ， 证 明 dimN(S") 是 有 限 的 . 
X= N(S) @ RCS”), 
并 且 S 到 RCS") 的 限制 是 RCS") 到 RCS*) 上 的 一 一 映射 . 
23. 假设 {z,} 是 Banach 空间 X 中 的 序列 ， 并 且 


>， 1 zl 一 M< co. 
n==1 


证 明 级 数 > ,z 收敛 于 某 个 xEX. 明确 地 说 , 证明 
lim jz 一 《zi 二 … 十 zx) = 二 0. 
再 证 明 | z| 志 M. (这 些 事 实 已 经 用 于 定理 4. 13 的 证 明 中 .) 
24. 设 c 是 所 有 使 得 (在 C 中 )x 一 limzx 存在 的 复数 序列 
二 {Zz1 ,Xz XT3 本 
的 空间 . 令 ‖ zll=sup|lz,1. 设 co 是 ec 的 子 空 间 ， 它 由 所 有 zu 一 0 的 工 组 成 . 
(a) 确 定 两 个 等 距 同 构 u 和 vw， 使 得 把 ce* 映射 到 4 上, v 把 co’ 映射 到 2 
上 . 
(b) 以 Sf 二 ff 定义 $S: co 一 c， 确定 把 4 映射 到 4 的 算 子 VS"u . 
(c) 通 过 设 
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V1 二 Xo YA Xx (2 之 1) 

定义 工 ; c 一 co. 证 明 工 是 一 一 的 并 且 Tc=co, 求 出 上 攻 和 上 T71 由 .确定 把 2 
映射 到 2 的 算 子 wT* wi. 

25. 若 TE3BCX,，Y)，R(T* ) 二 N(T)+， 证明 R(T) 是 闭 的 . 

26. 设 TE 8(X，Y)，TCX) 二 Y. 证 明 存 在 9>0 使 得 对 于 所 有 满足 ‖ S 一 工 
< 的 SERA(X, Y),，S(X)=Y. 

27. 设 TE RCHX)， 证 明 AEolT) 当 且 仪 当 存 在 序列 {x,}CX，| zx, || = 二 1， 

lim | Tz, 一 和 zu | = 0. 

(于 是 每 个 MEc(CT)，A 不 是 工 的 特征 值 ， 则 是 “近似 ?特征 值 .) 
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这 一 章 包 括 了 前 面 的 抽象 内 容 对 于 分 析 中 某 些 更 具体 问题 的 应 用 . 大 部 分 的 
应 用 只 与 第 1 到 第 4 章 的 一 小 部 分 有 关 ， 这 里 是 一 部 分 定理 的 名 单 ， 排 序 或 多 或 
少 根 据 它 所 需要 的 先前 的 知识 


定 理 先前 知识 
5. 23 向 量 拓扑 
5. 27 Minhowski 泛 男 以 及 Brouwer 不 动 点 定理 
5.1, 5.2 闭 图 像 定理 
5. 4 Hahn-Banach 定理 
5.5，5.7，5. 10，5. 11 Banach-Alaogju 定理 与 Krein-Milman 定理 
5. 18 Banach-Steinhaus 定理 与 向 量 值 积分 
5.9, 5.21 闭 值 域 定理 
连续 性 定理 


泛 函 分 析 的 最 早 的 定理 之 一 (Hellinger 和 Toeplitz，1910) 说 明 如 果 丁 是 
Hilbert 空间 H 上 的 线性 算 子 ， 它 在 下 面 意义 上 是 对 称 的 : 对 于 所 有 x，yE HH 
(Try) = (zr, Ty), 
则 工 是 连续 的 . 这 里 C(x，y) 代 表 通 常 的 Hilbert 空间 内 积 .( 见 12. 1 节 ). 
如 果 {x,} 是 H 中 的 序列 ， 使 得 上 xz, | 一 0,， 丁 的 对 称 性 意味 着 Tr 弱 收 敛 于 
0. (这 依赖 于 熟知 的 电 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 由 内 积 给 出 的 事实 ) 因 此 Hellinger- 
Topletz 定理 是 下 面 定理 的 推论 . 
5.1 定理 假设 义 和 Y 是 下 -空间 ,，Y* 在 Y 上 可 分 点 ，T: X->Y 是 线性 的 并 且 
对 于 每 个 人 EY' ， 只 要 zu 一 0，ATz 一 0. 则 工 是 连续 的 . 
证 明 假设 zz 并 且 Tz, 一 Y. 车 AEY*， 则 
AT(Crz 一 Z) 一 0 
故 
A? 一 imATze 一 ATZ. 
从 而 > 一 Tz 并 且 闭 图 像 定理 可 以 应 用 . 本 
在 Banach 空间 情况 ， 定 理 5.1 可 叙述 如 下 : 若 TX 一 Y 是 线性 的 并 上 且 


1 z, 上 ->o0 蕴涵 Tz>0， 则 |‖ zx, 上 >0 实际 上 冀 活 | Tz, 上 一 0. 
要 明白 完备 性 在 这 里 是 重要 的 ， 设 X 是 所 有 在 (一 co，co) 上 无 穷 可 微 而 在 
单位 区 间 之 外 为 0 的 复 函 数 的 向 量 空间 ， 令 


=| ff = CD， 
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又 定义 丁 ，X 一 入 ，(T 有 (x)==if (xz). 则 (Tf，g) 二 (f，Tg), 但 工 不 是 连续 的 . 
L? 的 闭 子 空间 

下 面 的 Grothendieck 定理 的 证 明 也 牵涉 到 闭 图 像 定 理 . 
5.2 定理 假设 0 二 p 二 cco， 并且 

(Ca) 是 测度 空间 Q 上 的 概率 测度 . 

(b)S 是 Ls(p) 的 闭 子 空间 . 

(c) SCL™ (p). 

117 则 SS 是 有 限 维 的 . 

证 明 设 7 是 $ 到 L™m 中 的 恒 等 映 射 , 其 中 S$S 赋 予 L*- 拓 扑 ， 故 S 完备 . 如 果 
{ff} 是 S 中 的 序列 使 得 在 S 中 f, 习 了 同时 在 L”“ 中 广 ->g5E， 显 然 F 一 ga，、e， 所 以 
j 满足 闭 图 像 定理 的 假设 . 因此 存在 常数 KK 二 使 得 对 于 所 有 FE S， 

| fi, EK ,. (1) 


像 通常 那样 ，| 了 1。 指 的 是 (| | f1*dx)"?”， -是 | /| 的 本 性 上 确 界 . 


如 果 2 适 2， 则 站 了 必 委 下 大 1。 如 果 2 二 po ， 积 分 不 等 式 
[不 委 AI 和 | 
导致 了 - 志 K” 上 了 2. 无 论 哪 种 情况 ， 我 们 都 有 常数 M<ce 使 得 


Il 和 MI Ce SS). (2) 

剩 下 部 分 我 们 将 讨论 单个 函数 而 不 是 以 0 集 为 模 的 等 价 类 . 
设 { 办 ， 机 箔 ) 是 S 中 的 规范 正 交集 ， S 看 成 L? 的 子 空间 ， Q@ 是 C* 的 欧 几 
里 德 单位 球 B 的 可 数 稠密 子 集 . 若 c 一 (a ，…，c,)EB, 定义 f. 一 > cg 则 


fH: 志 1 从 而 上 fe 二 M. 因为 Q 是 可 数 的 ， 存 在 集合 CQO， xl(Q)=1 使 
得 对 于 每 个 cEQ 和 每 个 zEQ' ，| f.(zx) | 委 M. 车工 是 固定 的 ，c 一 | 广 (z) | 
是 B 上 的 连续 函数 . 所 以 只 要 cE 了 和 zcEQ，| HGz) | 和 AM 由 此 推出 对 于 每 
个 zE0 ,了 1$(z) 1: 二 M2e. 积分 这 个 不 等 式 得 到 nM, 我 们 得 出 dimS 么 
AM . 这 证 明了 定理 . 图 
L” 出现 于 条 件 (c) 中 是 这 个 定理 的 关键 . 为 了 阐明 这 一 点 我 们 现在 构造 L 
的 无 穷 维 闭 子 空间 ， 它 在 L' 中 . 取 除 以 2x 的 单位 圆周 上 的 Lebesgue 测度 作为 
我 们 的 概率 测度 . 
5,3 定理 设 巨 是 一 个 无 穷 整 数 集合 ， 使 得 任何 整数 都 只 有 惟 一 的 下 中 两 元 之 
和 的 表达 式 ,Pe 是 形 如 
ee) = 2) cen)e™ (1) 


一 一 心 


的 的 所 有 有 限 和 的 向 量 空间 ， 其 中 cln) 二 0， 如果 nn 不 在 尺 中 . 设 Se 是 Ps 的 
L!- 闭 包 . 则 SE 是 上 的 闭 子 空间 . 
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这 种 集合 三 的 一 个 例子 是 2，k 一 1，2，3，…. 增长 得 更 慢 的 (整数 列 ) 也 可 
以 . 
证 明 若 f 像 (1) 中 一 样 ， 则 
f°(2%) = Pen)ie™ 十 Semelm) es, 
我 们 关于 EE 的 组 合 性 质 的 假设 意味 着 


[r= FP = De TD em [ew 1, 


故 
jfr<2(BD ew 1) =2(|171). (2) 
以 3 和 过 作为 苍 指数 ，H6lder 不 等 式 给 出 
fiere<dier) (1) C3) 
由 (2) 和 (3) 推出 对 于 每 个 FE Ps， 
Tf 2 fF, fl: 2 A. (4) 
从 而 Ps 中 的 每 个 LL! 一 Cauchy 序列 也 是 二: 中 的 Cauchy 序列 . 所 以 SECL*. 由 
明显 的 不 等 式 | fl, 志 上 Fi, 说 明 Ss 在 中 是 闭 的 . | 


把 共 罗 性 的 讨论 应 用 于 (4) 的 第 二 个 不 等 式 ， 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 结果 . 回 
忆 每 个 gEL” 的 Fourier 系数 8(n) 满 足 >， | g(n) 上? < co. 下面 定理 表明 关于 g 
到 互 的 限制 不 是 二 ”以 外 的 函数 具备 的 . 
5.4 定理 如 果 已 像 定 理 5.3 中 一 样 并 且 

aoD 二 4 一 oo， 

则 存在 gEL” 使 得 名 Cn) 二 a(n)，VnEE. 

证 明 若 Fe Ps， 刚 才 的 证 明说 明了 

| BFwaw | A 70w 1 = ANFI: S22ANF. 
所 以 f 一 >i 了 (maln) 是 Pe 上 的 线性 泛 函 ， 它 关于 Li- 范 数 是 连续 的 . 由 
Hahn-Banach 定理 ， 这 一 泛 函 有 到 L! 的 连续 线性 延 拓 . 所 以 存在 gE€1L” (lg|。 
魏 2/ 4) 使 得 

DF mam = 去 | fe ale dy Ce Pe) 


并 且 f(e*) 一 e”(nEE)， 这 说 明 g(n) 二 a(n). | 


向 量 测 度 的 值 域 
我 们 现在 给 出 Krein-Milman 定理 和 Banach-Alaoglu 定理 的 一 个 引 人 注 目的 


120 
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应 用 . 
设 A 是 o- 代 数 ，.A 上 的 实 值 测度 称 为 是 非 原子 的 ， 如 果 每 个 | 4 | (E) 汪 0 
的 集合 EE .A 包含 有 集合 AEANU,， 0< ||1 (CA) 二 |X| (CE). 这 里 || 表示 和 的 
全 变 差 测度 ， 像 [23 ] 中 一 样 . 
5.5 定理 假设 J ，…， ji 是 0- 代 数 . 术 上 的 无 原子 实 值 测 度 . 定义 
LE)= 00 CE), ,plE)) (EE MN). 
则 jp 是 定义 域 为 .不 的 函数 ， 其 值 域 是 R" 的 紧 凸 子 集 . 
证 明 ”把 每 个 有 界 可 测 实 函数 g 与 R" 中 的 向 量 

Ag = (gdp se | gap) 
联系 起 来 . 令 o 二 |w| 十 … 十 |w|. 若 二 gz a.e.[oj]， 则 Agi 一 Agz. 所 以 
A 可 以 看 成 L”(o) 到 R" 中 的 线性 映射 . 

每 个 ww 关于 ve 是 绝对 连续 的 . 从 而 Radon-Nikodym 定理 说 明 存 在 函数 疡 E 
LI(a) 使 得 du 一 六 da(1 委 ;有 委 四. 所 以 人 是 L”(o) 到 R" 中 的 ww -连续 线性 映射 ，; 
注意 了 (co)=LI(o) . 令 

K={gE€L” :0 委 g5 系 1). 
显然 是 凸 的 . 因为 gEK 当 且 仅 当 对 于 每 个 非 负 EL (0)， 


0< [fgds < [fae, 


K 是 w* - 闭 的 . 又 因为 K 在 L~(o) 的 闭 单位 球 中 ，Banach-Alaoglu 定理 说 明 五 
是 w' - 紧 的 . 所 以 A(K) 是 R" 中 的 紧 凸 集 . 

我 们 要 证 明 jy( 从 = 二 A(K). 

若 xe 是 集合 EE .的 特征 函数 ， 则 x EK 并且 pC(E)==Ag. 于 是 py( 从 C 
ACK). 为 得 到 相反 的 包含 关系 ， 取 pE A(K) 并 且 定 义 

K,= {gE€ KK:Mg= Dp}. 

我 们 必须 证 明 KK, 包含 某 个 xXe， 对 于 它 p= 二 (EE). 

注意 Ks 是 凸 的 ; 因为 A 连续 ，K， 是 ww - 紧 的 . 由 Krein-Milman 定理 ， 
K。, 具有 端点 . 

假设 g, EK, 并 且 g。 不 是 L” (c) 中 的 特征 函数 . 则 存在 集合 EE A 和 rr 二 0 
使 得 oCE)>0 并 且 在 瑟 上 r 委 go 委 1 一 ~ 令 Y==xe，L”(o)， 因 为 olE)>0 并 且 
是 非 原子 的 ，dimY>>n. 所 以 存在 gEY,， 不 是 L”(o) 的 0 元 ,使 得 Ag 一 0 并且 
一 r<g<r 由 此 推出 go 十 g 和 go 一 g 在 KK, 中 . 于 是 go 不 是 天 ,的 端点 . 

从 而 天 ,的 每 个 端点 是 一 个 特征 函数 . 证 毕 . | 


推广 的 Stone-Weierstrass 定理 


现在 Krein-Milman 定理 ，Hahn-Banach 定理 和 Banach-Alaoglu 定理 将 应 用 
于 到 近 问题 . 
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5.6 定义 设 C(S) 是 熟知 的 紧 Hausdorff 空间 S 上 所 有 连续 复 函 数 构 成 的 
Banach 空间 ， 赋 予 上 确 界 范 数 . C(S) 的 子 空间 A 是 一 个 代数 ， 若 对 于 任何 f€ A 
和 gEA，fgE€EAh. 集 ECS 称 为 是 A- 反 对 称 的 ， 若 每 个 在 王 上 为 实 函数 的 FEA 
在 巨 上 是 常数 ; 换 句 话说 ,由 f€EA 到 EE 的 限制 f |: 构成 的 代数 As 不 包含 不 
是 常数 的 实 函 数 . 

例如 ， 若 S 是 数 域 C 中 的 紧 集 并 且 A 由 在 S 内 部 全 纯 的 所 有 FE CCS) 构 成 ， 
则 S 的 内 部 的 每 个 支 集 是 A- 反 对 称 的 . 

假设 ACCCS)，p，gE€ S， 倘 车 存在 A -反对 称 集 EE 同时 包含 p 和 9g 则 记 为 
p 一 g. 容易 验证 这 在 S 中 确定 了 一 个 等 价 关系 并 且 每 个 等 价 类 是 闭 集 . 这 些 等 价 
类 是 极 大 A- 反 对 称 集 . 
5.7 Bishop 定理 设 A 是 CCS) 的 闭 子 代数 ,假设 gEC(C(S) 并 且 对 于 每 个 极 大 
A- 反 对 称 集 E，g | EEAr. 则 gE€A. 

换 一 种 不 同 的 说 法 ， 关 于 g 的 假设 是 对 于 每 个 极 大 人 A- 反 对 称 集 对 应 有 藻 
数 fEA,， 它 在 E 上 与 & 相同 ; 结论 是 存在 f 对 于 每 个 上 有 fg 

Bishop 定理 的 一 个 特殊 情况 是 Stone-Weierstrass 定理 . 

假设 

(a)A 是 CC(S) 的 闭 子 代数 ， 

(b)A 是 自 伴 的 ( 即 Y fEA,， EA)， 

(c)A 在 S 上 可 分 点 ， 

(d) VPpES, I3fEA, fp)A0, 则 A=CC5), 

在 这 种 情况 ，A 的 实 值 元 素 f 十 f 在 S 上 可 分 点 ， 因 为 没有 A- 反 对 称 集 包 
含 一 个 以 上 的 点 ， 故 每 个 g€ CC(S) 满 足 Bishop 定理 的 假设 . 

证 明 A 的 零 化 子 At+ 由 S 上 所 有 使 | fdy 一 0C(Y fEA) 的 正则 复 Borel 测度 
这 构成， 定义 

K={y€At;lyl <1}, 

其 中 x = 1 x1 (CS). 则 天 是 凸 的 ， 均 衡 的 并 且 由 定理 4 3(c)， KK 是 w" - 紧 的 . 
车 KK=={0}， 则 A+ = 二 {0); 所 以 A 二 CC(S) 不 须 再 证 . 

假定 KK 关 {0), 设 久 是 KK 的 端点 . 显然 ，| xl 二 1. 设 的 支撑 为 E; 这 意 
味 着 巨 是 紧 的 ，| py | (BE)= | 4 并且 E 是 具备 这 两 个 性 质 的 最 小 集合 . 

我 们 断言 EE 是 反对 称 的 . 

考虑 /EA，f | :是 实 的 ， 不 失 一 般 性 ， 在 EE 上 一 1 二 /<1. 定义 测度 o 和 =: 


do = F301+/d, dr— 0 /dp 
因为 A 是 代数 ， og, TEA-. 因为 在 EE 上 ， 1 十 了 ， 1 一 了 f 是正 的 ， | el >0， | 
盖 0 并 且 
[ott tel = 了 [arpalzi+ 刘 -Palel=lwelCB 一 1 


92 第 一 部 分 ”一般 理论 


这 说 明 是 1 一 于 9， 一 本 5 的 抽 组 合 . 二 者 都 在 K 中 ,是 K 的 端点 ， 故 
4=a. 换 句 话说 
s+Ddx= lol dx 
因此 在 EE 上 /==2]ol 一 1， 即 /| * 是 常数 
这 证 明了 我 们 的 断言 
若 &g 满足 定理 的 假设 ， 对 于 每 个 K 的 端点 x，| edu 一 0， 由 此 对 于 这 些 端点 
的 凸 党 中 的 /也 成 立 . 因为 一 | sdu 是 K 上 的 w" -连续 函数 ，Krein-Milman 


定理 意味 着 对 于 每 个 KE 开 ， 从 而 对 于 每 个 AE A: ,| gd 一 0 

于 是 C(S) 上 的 每 个 零 化 4 的 连续 线性 泛 函 也 零 化 g. 所 以 由 Hahn-Banach 
隔离 定理 ，g € A. 国 

注意 ; 若 (d) 从 Stone-Weievstrass 定理 的 假设 中 去 掉 ，(c) 意 味 着 至 多 有 一 
个 p, ES， 对 于 任何 f/fE A，f(po) 一 0. 在 这 种 情况 ， 定 理 的 证 明说 明 A={fE€ 
C(S):f(po)=0). 

这 里 是 阐述 Bishop 定理 的 一 个 例子 : 


5.8 定理 假设 
(a)K 是 R"XC 的 紧 子 集 ， 
(b) 若 t= (ti, **, t:) ER’", 集合 


K,= {zxz€ C.(t,z) € K} 
不 隔离 C. 若 gECCK), 在 K, 上 以 g,(z) 二 g(t，z) 定 义 
假定 gEC(K)， 每 个 g, 在 开 , 的 内 部 全 纯 并 且 e>>0. 则 存在 变量 二 ，…，， 
z 的 多 项 式 PP 使 得 对 于 每 个 (1:，z)EKK. 
| P(t,z) — g(t,z) |<e. 
证 明 设 A 是 所 有 和 多项式 P(t，x) 的 集合 在 CCK) 中 的 闭 包 . 因为 R*" 上 的 实 
多 项 式 可 分 点 ， 每 个 A- 反 对 称 集 在 某 个 K, 中 . 从 而 由 定理 5.7 只 须 说 明 对 于 每 
个 :ER" 对 应 有 f€A 使 得 f ,==g. 
固定 :ER". 由 Mergelyan 定理 [23] 存 在 多 项 式 P,(z) 使 得 


gi(z) 一 SP (2) (z € AK.,) 
并 且 若 i>1，| P, | < 之 2-. R" 上 存在 多 项 式 Q 在 下 面 意义 下 在 上 点 达到 峰值 ， 
即 Q()=1 但 车 st, 并且 K, 关 名 ，| Q(S) | 去 1. 考虑 一 个 固定 的 ?>1. 在 KK 


上 由 
ps,2) 一 | Qs)P, Cz) | 


定义 的 函数 6, 构成 连续 函数 的 单调 下 降序 列 ， 在 K 的 每 个 点 上 它 的 极限 和 2“ 
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因为 天 是 紧 的 ， 由 此 推出 存在 正 整数 mm, 使 得 在 天 的 每 个 点 风 (5，z) 二 2 
级 数 


fs32) = DQ” (5)P,(z) 
1 三 1 


在 KK 上 一 致 收敛 . 所 以 f€ A 并 且 显 然 地 f, 二 g,. 
两 个 内 插 定 理 

这 些 定理 中 第 一 个 的 证 明 涉及 伴随 算 子 . 第 二 个 提供 了 Krein-Milman 定理 
的 另 一 个 应 用 . 

第 一 个 (属于 Bishop) 还 与 CC(S) 有 关 . 我 们 的 记号 如 同 定理 5.7. 

5.9 定理 假设 Y 是 C(S) 的 闭 子 空间 ，K 是 S 的 紧 子 集 并 且 对 于 每 个 KEY-， 
1 (K)=0. 若 gECCK) 并 且 | 8 | < 之 1， 由 此 推出 存在 fEY 使 得 /| x 一 g 并 
且 在 SL 上 |f|<l. 

于 是 K 上 的 每 个 连续 函数 延 拓 为 了 的 元 . 换 句 话说， 限制 映射 /一 f | x 把 
Y 映射 到 CC(K) 上 . 

这 个 定理 推广 了 下 面 特殊 情况 . 

设 A 为 贺 代 数 ， 即 在 C 的 单位 圆 盘 U 的 闲 包 上 连续 ， 在 U 中 全 纯 的 全 体 函 
数 的 集合 . 取 S= 工 为 单位 圆周 . 设 Y 由 A 中 的 元 在 工 上 的 限制 构成 . 由 极 大 模 
定理 , Y 是 CCT) 的 闭 子 空间 . 若 KCT 是 紧 的 并 且 Lebesgue 测度 为 零 ， 
F. Riesz 和 M，Riesz 定理 [23] 指 明了 K 满足 定理 5. 9 的 假设 . 从 而 对 于 每 个 g 
EC(K) 对 应 有 fEA 使 得 在 K 上 f==g. 

证 明 设 p: Y>C(K) 是 由 pf 二 了 |x 定义 的 限制 映射 我 们 必须 证 明 p 把 Y 
的 开 单 位 球 映射 到 CC(K) 的 开 单 位 球 上 . 

考虑 伴随 算 子 o' : M(K) 一 Y*, 这 里 MC(K)==C(K)" 是 K 上 的 所 有 正则 复 
Borel 测度 的 Banach 空间 ， 以 全 变 差 | ul = | | (K) 为 范 数 ， 对 于 每 个 wE 
M(K),p"p 是 Y 上 的 有 界线 性 泛 函 ; 由 Hahn-Banach 定理 ，p” A 可 以 延 拓 为 
CCS) 上 同样 范 数 的 线性 泛 函 . 换 句 话说 ， 存 在 cEM(CS)，|cl 二 1p*p1 ,使 
得 对 于 每 个 f€Y， 

| fa =< fp'p>=< pf'p>= | fa 
把 看 成 支撑 在 K 中 的 M(S) 的 元 . 则 so 一 yEY+ ， 我 们 关于 K 的 假设 意味 着 对 
于 每 个 Borel 集 ECK, ol(E) 一 uC(E). 所 以 1xl 委 icl. 我 们 得 出 pla 
e411. 由 引 理 4.13(b)， 这 个 不 等 式 证 明了 定理 . 本 

注意 ; 因为 1o* 1 = io 和 1， 在 上 面 证 明 中 我 们 还 有 | cil 委 1 . 由 此 
推出 vc 一 六 所 以 pw 具有 到 CCS) 的 惟一 保 范 延 拓 . 

我 们 的 第 二 个 插值 定理 与 有 限 Blaschke 乘积 有 关 ， 它 是 形 如 
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B(xz) = -六 从 2 
的 商 数 B， 其 中 | c | 二 1 并 且 对 于 1k 人 NN，| as | 和 1. 容易 看 出 ， 人 确切 地 说 
有 限 Blaschke 乘积 是 圆 代数 中 那些 在 单位 圆周 的 每 个 点 上 绝对 值 为 1 的 元 . 
Pick-Nevanlinna 插值 问题 的 数据 是 两 个 有 限 复 数 集 {z ，…，z)》 和 ({rn， 
…，zm)》， 其 绝对 值 都 小 于 1， 同 时 若 ;和 尖 )， 二 天 zz 问题 是 找 出 在 开 单 位 圆 盘 DJ 
中 全 纯 的 函数 了 使 得 对 于 所 有 >zEU，| f(z) | 去 1 并且 
fz) =w, (0RZin). 


数据 可 能 完全 没有 解 例如 {z，z) = (0, 诗 )，{w， wn) 一 (0, 3 


Schwartz 引 理 说 明了 这 一 点 . 但 如 果 问 题 有 解 ， 其 中 必 有 某 个 很 好 的 解 . 下 面 定 
理 说 明了 这 一 点 . 
5.10 定理 设 {z，…，z)，(ro，，…，rt)} 是 Pick-Nevanlinna 数据 ， 玉 是 U 
中 使 得 | | 过 1 并 且 f(z,) 二 w,(0 志 1 入 nn) 的 全 体 全 纯 函 数 集合 ,如果 巨 不 是 空 
集 ， 则 巨 包 含 一 个 有 限 Blaschke 乘积 . 

证 了 明 不 失 一 般 性 ， 假 定 z 一 wo 二 0. 我 们 将 说 明 存 在 U 中 的 全 纯 酒 数 下 
满足 


ReF(z) >0 (z€U,FO0) = 1), (1) 
Fl) = 及 一 这 从 (Li 区 四 (2) 
并 且 
N 
Qi 十 之 
F(z) = 2 (3) 


其 中 汪 >0, Dc ==1，| ak | 一 1. 一 旦 找到 这 样 的 F, 令 B=(F 一 1)/(F 十 1). 


这 是 一 个 满足 B(xzi ) = 二 w,(0 志 i 忆 n) 的 有 限 Blaschke 乘积 . 
设 KK 是 在 U 中 满足 (1) 的 全 体 全 纯 函 数 的 集合 . 
把 每 个 xEM(T)= 二 C(T)* 与 函数 


区 i 
F(z) = 六 dp(e') (z €U) (4) 


联系 起 来 . 若 P 是 T 上 的 全 体 Borel 概率 测度 的 集合 ,， 则 y=>F, 是 P 和 KK 之 间 
的 一 一 对 应 ([23j]， 定 理 11. 和 11.30.). 以 


Ap = (F, (ma ,°F,(z,)) (5) 
定义 A: MCT) 一 C". 因为 假定 为 非 空 的 ， 存 在 yo。 EP 使 得 
Apo 一 有 8 一 (PB ,** ,Bb, ). (6) 


因为 已 是 凸 的 和 ww”*- 紧 的 ， 又 因为 A 是 线性 的 和 w" -连续 的 ， 故 A(P) 是 CC 二 
R2 中 的 凸 紧 集 . 因为 6EACP)，8 是 ACP) 中 N 委 22 十 1 个 端点 的 凸 组 合 (第 3 
章 ， 习 题 19. ). 若 r 是 ACP) 的 端点 ， 则 A-:(Cr) 是 天 的 端子 集 ， 并 且 A (~) 的 
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每 个 端点 (其 存在 性 由 Krein-Milman 定理 推出 ) 是 P 的 端点 . 由 此 推出 存在 已 的 
端点 Ai， LN 和 正 数 cx， Da 一 1 使 得 
AkGcm 十 …… 十 cvwpv) 一 有 (7) 
作为 PP 的 端点 ，(7) 中 出 现 的 每 个 ws 有 一 个 单 点 a ET 丁 作 为 它 的 支撑 ; 
所 以 


F, (2) = ee (8) 
QE 


之 


若 现 在 下 由 (C3) 定义 ， 从 (7) 和 (C8) 推出 下 满足 (1) 和 (2). 加 
Kakutani 不 动 点 定理 


不 动 点 定理 在 分 析 和 拓扑 的 许多 分 支 中 起 着 重要 的 作用 . 

我 们 现在 将 要 证 明 的 不 动 点 定理 将 用 于 建立 在 每 个 紧 群 上 Haar 测度 的 存在 
性 . 代替 线性 映射 我 们 宁愿 讨论 仿 射 映射 ， 本 质 上 它 是 经 过 平移 的 线性 映射 ( 习 
题 17) ， 目 前 也 不 必 整 体 上 加 以 定义 ， 下 面 叙述 使 之 更 明确 . 

若 K 是 凸 集 ,了 是 向 量 空间 ，T: K->Y 满足 

T(CCG 一 人)z 十 My) 一 (1 一 1)Tzr 十 MTyzyE 天 ,0< 人 二 1， 
则 称 工 是 仿 射 的 . 
5.11 定理 假设 

(a) KK 是 局 部 凸 空 间 X 中 的 非 空 紧 凸 集 ， 

(byG 是 K 到 中 的 仿 射 映射 的 等 度 连 续 群 ， 

则 G 在 K 中 具有 公共 不 动 点 . 

更 明确 地 ， 这 里 结论 是 存在 PE KK 使 得 每 个 了 TEG, Tp 二 p. 

也 许 假设 (b) 需 要 做 一 点 解释 . 称 G 是 一 个 群 ， 意 思 是 每 个 TEG 是 K 到 KK 
中 的 一 一 映射 ， 它 的 逆 T-! 也 属于 G( 故 本 映 KK 到 K 上 ) 并 且 若 TI,，T;€G， 
TT EG， 这 里 (TiTs)x 二 TI(Tsx). 当然 ， 两 个 仿 射 映射 的 复合 仍 是 仿 射 的 ， 

称 G 是 等 度 连续 的 (与 2. 3 比较 )， 现 在 是 指 对 于 0 在 X 中 的 每 个 邻 域 W， 
对 应 有 0 的 邻 域 V 使 得 

Tr— Ty EW,VryE K,x—yEVTESG. 

假设 (b) 是 满足 的 ， 例 如 ， 若 G 是 赋 范 空间 X 上 的 线性 等 距 群 . 

证 明 设 0 是 非 空 紧 凸 集 HCK 的 集 族 ， 它 使 得 任何 TEG，TCH)CH. 以 
集合 包含 关系 作为 Q 的 半 序 . 注意 Q 关 名， 因为 KCQ， 由 Hausdorff 极 大 定理 ， 
Q 包含 一 个 极 大 全 序 子 族 Q。. 0 的 所 有 元 的 交 Q 是 Q 的 极 小 元 . 若 证 明了 Q 仅 
包含 一 个 点 ， 定 理 即 被 证 明 . 

反 设 存在 +，yE€Q，z 闫 y. 则 存在 0 在 XX 中 的 邻 域 W 使 得 xz 一 yEW. 设 V 
是 刚才 等 度 连续 定义 中 与 W 相应 的 邻 域 ,一 旦 对 于 某 个 TEG, Tr 一 Ty€ 
V， 则 
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rr—y= TI(Tr)— Ti(Ty)€ W, 
矛盾 . 由 此 得 出 不 存在 TEG. 使 得 Tx 一 Ty€EV. 


令 z= 地 (Z 十 >)， 则 zEQ. 定义 G(z)={Tz: TEG}. 这 一 “z 的 G 轨道 "是 


G 不 变 的 ( 即 每 个 TEG 把 它 映 人 自身 ). 从 而 它 的 闲 包 K。 二 GCz) 也 如 此 . 而 且 
colK,) 是 Q 的 非 空 G 不 变 紧 凸 子 集 . Q 的 极 小 性 意味 着 co (K。) 一 Q. 

设 p 是 Q 的 一 个 端点 (由 Krein-Milmen 定理 知道 它 存 在 ). 因为 Q@ 紧 并 且 Q 
二 co(K。)， 定 理 3. 25 说 明了 位 于 G(z) 的 闭 包 KK。 中 . 

定义 集合 

E={(Tz, Tx, Ty): TEG}CQXQxQ. 

因为 pEG(Cz) 并 且 QXQ 是 紧 的 ,下面 的 定理 说 明 存 在 点 C(x" ，y" )E QXQ@ 使 得 
(p，x*，y")EE. 因为 2Tz 二 Tz 十 Ty，Y TEG, 故 2p 一 x" 十 y*. 这 意味 着 
x" 二 y*， 因 为 pp 是 Q 的 端点 . 

但 Tr 一 TyEV，Y TEG. 所 以 zx* 一 y* EV. 所 以 zx" 了 关 y*， 得 到 我 们 所 要 
的 矛盾 . 

引 理 ”假设 A，B 是 拓扑 空间 ，B 是 紧 的 , + 是 AXB 到 A 上 的 自然 投影 ， 
ECAXB. 

若 pEA 位 于 x(E) 的 闭 包 中 ， 则 存在 某 个 g€ B,，(p，9g) EE. 

证 明 ” 若 结 论 不 成 立 ， 则 VY gE B 存在 邻 域 W,€ B 使 得 对 于 p& A 的 某 个 邻 
域 V,，(V,XW,) 门 E==Y.B 的 紧 性 意味 着 对 于 某 个 有 限 集 tq1，…， gs}，BC 
W，，U…UWq,. 于 是 Vs 人们"… 间 Vea, 是 p 的 邻 域 ， 与 +(E) 不 相交 . 这 与 p€ 
r( 下 ) 矛 盾 . 


紧 群 上 的 Haar 测度 


5.12 定义 拓扑 群 是 这 样 的 群 ， 其 中 定义 的 拓扑 使 得 群 运算 连续 ,表达 这 一 点 
的 最 简捷 方式 是 要 求 由 
gzyy) = xy! 

定义 的 映射 $: GXG->G 是 连续 的 . 

对 于 每 个 4a€EG， 映 射 +>az 和 x 一 xa 是 G 到 G 上 的 同 胚 ; 故 x 一 zx” 也 是 . 
从 而 G 的 拓扑 完全 决定 于 在 单位 元 e 的 局 部 基 . 

如 果 我 们 要 求 ( 正 如 我 们 今后 要 做 的 那样 )G 的 每 个 点 是 闭 集 ， 则 定理 1. 10 
到 1. 12 的 类 比 成 立 ( 用 完全 一 样 的 证 明 ， 只 改变 记号 ). 特别 地 ，Hausdorff 分 高 
公理 成 立 . 

若 f 是 任 一 以 G 为 定义 域 的 函数 ， 它 的 左 移 上 ,f 和 右 移 R,f 对 于 每 个 ;EG 
定义 为 

(LfOCzx) = fr) CR)Cz) = flrs) (rE O). 
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在 G 上 的 复 函 数 三 称 为 是 一 致 连续 的 ， 若 对 于 每 个 se 盖 0， 对 应 有 e 在 G 中 
的 邻 域 V 使 得 对 于 任何 *，!EG 和 siEV， 
| f() ~— f(s) |<e. 
一 个 拓扑 群 G， 其 拓扑 是 紧 的 ， 称 为 紧 群 . 在 这 种 情况 ， 像 通常 一 样 ，C(G) 
是 G 上 的 所 有 复 连续 函数 的 Banach 空间 ， 赋 予 上 确 界 范 数 . 
5,13 定理 设 G 为 紧 群 ， 假 设 EC(G) 并 且 定 义 Hi(f) 是 的 所 有 左 移 的 集 
合 的 廿 党 . 则 
(a)S-—>L,f 是 G 到 C(G) 的 连续 映射 并且 
(b)Hi(f) 是 C(G) 的 紧 子 集 . 
证 明 ”固定 e>>0. 因为 f 是 连续 的 ， 对 应 于 每 个 a€G 有 的 邻 域 W。 使 得 
| f(x)— fla) |<es Vr rma’ € W,. 
群 运算 的 连续 性 给 出 。 的 邻 域 V,， 满 足 VVi!CW,。. 因为 G 是 紧 的 ， 存在 有 限 
集 ACG 使 得 
G 一 UV .ca. (1) 
a€EA 
今 


V=N VV, (2) 


a€A 
取 xz，yEG 使 得 yr !EV. 又 到 a€ A 使 ya 'EV。， 则 
| Fo) 一 Fa) |<e | f(x)— fla) |<e 
因为 za- 二 (xy 1 (ya 1)EV Vs,CW, 所 以 
| f(z)— fly) [<2 Vyr! EV. 
对 于 任何 EG，(Cys) (rs) 7! 一 yx !， 从 而 yx "EV 意味 着 
| f(xs)— f(ys) | <2e. 
这 只 是 
Lf—Lfl <2,VyE Vr (3) 
的 另 一 种 说 法 . 这 证 明了 (a). 
作为 (2) 的 推论 ，{ 工 :Ff : zEG} 在 Banach 空间 C(G) 中 是 紧 的 . 所 以 (b) 由 定 
理 3. 20(c) 推 出 . 国 
5, 14 定理 在 每 个 紧 群 G 上 存在 惟一 的 正则 Borel 概率 测度 m， 它 在 下 述 意 义 
上 是 左 不 变 的 ， 即 
[fam= | (sfydm's € Gf € CO). (1) 
m 还 是 右 不 变 的 ， 
[fam = | CRPamses Gf € CCO) (2) 
G 
并 且 满 足 关系 
Arepancno = | fr ydmcoD ye CO) (3) 
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m 称 为 G 的 Haar 测度 . 
证 明 算 子 工 , 满足 L.L, 一 L,， 因 为 
(LLf)Cz) = (Lf)CGsr) = Csz) = (Lf) (7). 

由 于 每 个 工 , 是 C(G) 到 自身 上 的 等 距 ，{L, : s€ G) 是 C(G) 上 线性 算 子 的 等 度 连 
续 群 . 若 fECC(G), 设 Kj 是 日 ,《 了 ) 的 闭 包 ， 由 定理 5.13，Ky 是 紧 的 .显然 对 
于 每 个 ;SEG，L,(Kj) 二 Kj. 不 动 点 定理 5. 11 现在 意味 着 Kj 包含 函数 $ 使 得 对 
于 每 个 EG， L$ 一 $。， 特 别 地 ，#$(s) 二 $C(e)， 放 是 常数 ， 由 Kj 的 定义 ， 这 个 
常数 能 被 瓦 ' (六 中 的 函数 一 致 逼近 . 

至 此 我 们 已 证 明 每 个 FE CC(G) 至 少 对 应 一 个 常数 ce， 在 G 上 它 能 被 f 的 左 移 
的 凸 组 合 一 臻 逼近， 类似 地 ， 存 在 常数 c 与 f 的 右 移 有 着 同样 的 关系 . 我们 断定 
C 一 C。 


为 证 此 ， 选 取 e>0. 在 G 中 存在 有 限 集 {e ;和 { 包 } 并 且 存 在 >>0，8 二 0， 
Da, 一 ] 一 2 有， 使 得 


| ec— Daflax) |<e (rE€G) (4) 
以 及 
lo — OBf(zb,) |<e (zeEG)， (5) 
在 (4) 中 令 z= 咏 ， 用 局 乘 (4) 并 且 关于 了 相 加 ， 结 果 是 
| ce— PapB;f (Cab)) |<e. (6) 
在 (5) 中 令 z=a,， 用 a 乘 (5)， 再 关于 i 相 加 ， 得 到 
1c — Dap,f lab,) |<e. (7) 


现在 (6) 和 (7) 意 味 着 c 一 c.. 

由 此 推出 对 于 每 个 f€ CC(G) 对 应 有 惟一 的 数 ， 记 为 Mf， 它 可 以 由 f 的 左 移 
的 凸 组 合 一 致 逼近 ; 同样 Mf 还 是 能 被 太 的 右 移 的 凸 组 合 一 臻 逼近 的 惟一 数 ，M 
的 以 下 性 质 是 显然 的 : 


若 f 宇 0,， Mf 宇 0. (8) 

Mi1=1. (9) 

若 a 为 标量 ，M(af)= 一 aMf. (10) 

对 于 每 个 ;EG,， M(L,f)= 二 Mf=M(R,f). (11) 
我 们 现在 证 明 

M(f+g)= Mf+ Meg. (12) 

取 e>>0， 则 对 于 某 个 有 限 集 {a,}CG 和 某 些 数 a, > 0, >)w = 1， 
| Mf — >)af(az) |<e (rE€O). (13) 


定义 


hz) = Dag (ax). (14) 
则 有 hEK。， 所 以 KCK。， 又 因为 这 些 集合 的 每 一 个 包含 惟一 的 常 函 数 ， 我 们 有 
Mh 一 Mg. 所 以 存在 有 限 集 {45,)CCG， 又 存在 数 B >> 0, 》)B, = 1, 使 得 


| Mg — DBh(bx) |<e (rE€O); (15) 
由 (14)， 这 给 出 
| Mg — PapBg Cabr) |<e (zeEG). (16) 
在 (13) 中 工 换 为 6,x， 用 局 乘 (13)， 再 关于 j 相 加 ， 得 到 
| Mf — SapBflabr) |<e (zeEG). (17) 
于 是 
| MF + Mg— PapB(f +e)(abr) |< 2 (EG). (18) 


因为 > wp, = 1, (18) 意 味 着 (12). 


Riesz 表现 定理 与 (8)，(9)，(10) 和 (12) 合 在 一 起 得 到 惟一 正则 Borel 概率 


Mf = | fam (f € CG); (19) 


和 性 质 (1)，(2) 现 在 从 (11) 推 出 . 
为 证 惟一 性 ， 设 “是 G 上 的 左 不 变 正则 Borel 概率 测度 ， 因 为 m 是 右 不 变 
的 ， 对 于 任何 fEC(G) ， 我 们 有 


| ra= | amcw | fr) dpcz) 


=| ducz)| flyr) dm(y) =| fdm. 
G G G 


所 以 py 二 mm. 
(3) 的 证 明 是 类 似 的 . 令 g(xz)= 二 f(z 下 )， 则 


| dmcy)| g(xy 1!) dm(z) =| dmCz)| Foyz-)dze(Cy) 
G G G G 


两 个 内 层 积分 各 自 不 依赖 于 y 和 xz， 故 | gdm= | fdm. 国 


不 可 余子 空间 


拓扑 向 量 空间 的 可 余子 空间 已 在 4. 20 节 中 定义 ， 引 理 4. 21 提供 了 某 些 例 
子 ， 同 时 很 容易 看 到 ，Hilbert 空间 的 每 个 闲 子 空间 是 可 余 的 (定理 12. 4). 我 们 
现在 要 说 明 ， 一 些 别 的 Banach 空间 的 熟知 的 闭 子 空间 ， 事 实 上 不 是 可 余 的 ， 这 
些 例子 是 从 具有 不 变 子 空间 的 紧 算 子 群 的 相当 一 般 的 定理 得 来 的 ， 其 证 明 用 到 了 
关于 Haar 测度 的 向 量 值 积分 . 


100 第 一 部 分 一 艇 理论 


我 们 从 考察 可 余子 空间 和 投影 算 子 之 间 的 某 些 关系 开始 . 
5.15 投影 设 X 是 向 量 空间 .线性 映射 P: X-~X 称 为 X 中 的 投影 车 
P: 一 了 ， 
即 对 于 每 个 <EX，P(CPzx) 王 Prz. 
假设 P 是 X 中 的 投影 ， 具 有 零 空间 N(P) 和 值 域 RCP)， 下 面 事实 几乎 是 显 
然 的 . 
(a)RCP) 王 NOT 一 P) 一 {zEX，Pzr 一 z)}. 
(b) N(P)=R(I—P). 
(oRCPIN NCp)={0} 并 HL X=R(P)+ NCP). 
(d) 若 A 和 B 是 X 的 子 空间 ,使 得 A 们 B=={0} 并 且 X=A 十 B， 则 存在 惟一 
的 中 的 投影 P，A 二 RC(P) 并 是 B= N(P). 
因为 (1 一 P)P==0，R(P)CN(I 一 P). 车 XEN(I 一 P), 则 x 一 Pr 二 0， 从 
而 x==Pr€ R(P)， 这 给 出 (a).(b) 通 过 应 用 (a) 于 I 一 PP 得 到 . 若 xE€ER(P)NN 
CP)， 则 x 二 Pzx 二 0; 若 xzE 关 则 x 二 Px 十 (x 一 Px) 并且 x 一 PrEN(P)， 这 证 明 
了 (c). 若 A 和 8B 满足 (d)， 每 个 x€EX 有 惟一 的 分 解 ，x 二 x 十 *， 其 中 广 € A， 
必 人 8B， 定 义 ，Pz= 一 z .平凡 的 验证 得 到 (d). 
5.16 定理 
(a) 若 已 是 拓扑 向 量 空间 X 中 的 连续 投影 ， 则 
X 一 RCIP) 中 NIP). 
(b) 反 之 ,， 若 处 是 下 -空间 并 且 久 一 AB， 则 以 A 为 值 域 以 B 为 零 空间 的 投 
影 P 是 连续 的 . 
记 住 我 们 使 用 记号 X=AB 仅 当 A 和 和 B 是 X 的 闭 子 空间 并 且 ANmB={0)}， 
A 十 B= 二 X 的 时 候 . 
证 明 除了 RCP) 是 闭 子 空间 的 论断 以 外 ，(a) 包 含 在 5.15 节 (c) 中 .为 了 看 
到 RC(P) 是 闭 的 ， 注 意 RC(P) 二 N(I1 一 P) 并 且 I 一 P 是 连续 的 . 
下 面 假设 P 像 (b) 中 一 样 是 以 A 为 值 域 以 B 为 零 空 间 的 投影 .为 了 证 明 P 
连续 ， 我 们 验证 PP 满足 闭 图 像 定理 的 条 件 : 假设 z, 一 x+ 并 且 Px, 一 y 因为 Px 
EA 并 且 A 是 闭 的 , 我 们 有 yEA， 所 以 > 一 Py。 因为 xz, 一 Px,E€B 并 且 B 是 闭 


的 ， 我 们 有 x 一 y€ B， 所 以 Py 二 Px. 由 些 推 出 y 二 Px. 所 以 P 连续 . | 
推论 FF- 空间 承 的 闭 子 空间 在 鲜 中 是 可 余 的 当 且 仅 当 它 是 和 中 某 个 连续 投 
影 的 值 域 . 


5.17 线性 算 子 群 ”假设 拓扑 向 量 空 间 X 和 拓扑 群 G 以 下 面 方式 相 联系 : 对 于 
每 个 ;SEG， 对 应 有 连续 线性 算 子 T,X 一 X 使 得 
T.=1, T= TT, (ss€G,te€0); 
并 且 GXX 到 X 中 的 映射 (;，z) 一 T,x 是 连续 的 . 
在 这 些 条 件 下 , 称 G 是 X 上 的 连续 线性 算 子 群 . 
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$5,18 定理 假设 

(a)X 是 FrEchet 空间 ， 

(b)Y 是 X 的 可 余子 空间 ， 

(c)G 作为 X 上 的 连续 线性 算 子 群 是 紧 群 ， 

(d) 对 于 每 个 SEG,，T,(Y)CY. 

则 存在 和 到 Y 上 的 连续 投影 QQ， 它 与 每 个 工 可 交换 . 

证 明 为 了 简便 ， 记 Tiz 为 str. 由 (b) 和 定理 5.16， 存 在 XX 到 Y 上 的 连续 
投影 PP， 所 要 的 投影 是 满足 对 于 所 有 sEG，s 'Qs 王 Q 的 . 证 明 的 思想 是 用 算 子 
spPs 关于 G 的 Haar 测度 m 的 平均 得 到 Q: 即 定义 


Qz 一 | 5 Pszdm(s) (zx € X). (1) 
为 了 说 明 这 个 积分 存在 ， 依 照 定义 3.26, 令 
太一 Pr (EC). (2) 


由 定理 3. 27， 只 须 证 明 fr: G 一 久 是 连续 的 . 国定 yo EC; 设 口 为 f(so) 在 XX 
中 的 邻 域 . 令 y= 二 Psox， 使 得 


sy 一 (so). (3) 
因为 (s，z) 一 sz 已 假定 为 连续 的 ，s。 有 邻 域 V:，y 有 邻 域 W 使 得 
si(W)CU (s€V). (4) 
另外 ，s 有 邻 域 V: 使 得 
Pyzr 和 WCGEV)， (5) 


这 里 用 到 PP 的 连续 性 . 若 sEVi mv， 由 (2)，(4) 和 (5) 推 出 f(s)EU.。 于 是 广 
连续 . 

因为 G 是 紧 的 ， 每 个 f. 在 X 中 具有 紧 值 域 ， 从 而 Banach-Steiphaus 定理 
2.6 意味 着 {s-!Ps : s€ G} 是 XX 上 的 线性 算 子 的 等 度 连续 族 ， 因 此 对 于 0 在 X 中 
的 每 个 凸 邻 域 Di 对 应 有 0 的 邻 域 Us 使 得 5s-1Ps(U;)CUi. 现在 由 (1) 和 和 UU 的 凸 
性 推出 QC(Us)CUT( 见 定理 3. 27. ). 所 以 Q@ 是 连续 的 ，Q 的 线性 是 显然 的 . 

若 zEX， 则 、 PsrEY， 所 以 由 (d)， 对 于 每 个 EG,， s 'Psr€EY. 因为 Y 是 
闭 的 Qr EY. 

若 zEY， 则 sxXCY，Psx 二 sz， 由 此 对 于 每 个 s€G， 5 Psz 一 xz。 所 以 Qzx 
一 工 . 
这 两 个 论述 证 明了 Q 是 X 到 YY 上 的 投影 。 为 了 完成 证 明 ， 我 们 必须 说 明 对 
于 每 个 EG 

Qo = 5Q (6) 
注意 5 1Pss 一 so(sso) 1!1P(sso). 现在 由 (1) 和 (2) 推 出 


QZ 一 | s!Pssordm(s) 
G 
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一 | ss 挛 Csoydmc 


| soadmcs) 


| 


so fs)dm(s) = soQz. 
第 三 个 等 号 是 由 于 m 的 平移 不 变性 ; 对 于 第 四 个 (so 移出 积分 号 )， 见 第 3 章 练 
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习 24. 图 
5.19 例 在 第 一 个 例子 中 ,我 们 取 关 ==L!,， Y= HH!， 这 里 L' 是 单位 圆周 上 可 
积 函 数 的 空间 ，Hi?! 由 满足 7 一 0(Yn<0) 的 FEL1 构成 .回忆 了 (nn) 表示 f 的 
第 nn 个 Fourier 系数 ， 


fn) =- 元 | 和 0)e ™ do (2 一 0, 士 1, 十 2,…). (1) 
Li 
注意 ， 为 了 简便 我 们 以 f(9) 记 f(e”). 


对 于 G， 我 们 取 单 位 圆周 ， 即 绝对 值 为 1 的 所 有 复数 的 乘法 群 ， 并 且 把 每 个 
ccEaG 与 由 


(r. 丰 (0) = 5 十 0)， (2) 
定义 的 平移 算 子 r, 联系 起 来 . 验证 G 在 L! 上 起 到 像 5. 17 节 中 叙述 的 作用 以 及 
(zf) (n) = e™f(n). (3) 


是 简单 的 事情 .所 以 对 于 每 个 实数 5，r( 末 ) 王 末 . (见习 题 12.) 
若 Hi! 在 L! 中 可 余 ， 定 理 5. 18 就 意味 着 存在 工 : 到 HH' 上 的 连续 投影 Q 使 得 
对 于 所 有 s 
rQ = Qr,. (4) 
让 我 们 看 一 下 这 样 的 Q 应 该 是 怎样 的 . 
令 e,(90) 二 ew， 则 te 二 ew“e,， 并 且 


rQe = Qrie = e“Qens (5) 
因为 Q 是 线性 的 ， 由 (37 和 (5) 推 出 
ex(Qe)A (k) 一 (rQe)A (k) = e™ (CQe) 人 (k) (6) 


从 而 上 关 n 时 (Qe)^(6 一 0 因为 工 : 函数 被 它 的 Fourier 系数 确定 ， 于 是 存在 常 


数 c, 使 得 
Qe, 二 ce (2 一 0, 士 1, 士 2,……). (7) 


至 此 我 们 仅 用 到 (4)， 因 为 对 于 所 有 z，QeE 下 ， 当 nm<0 时 c 一 0， 又 因为 
对 于 每 个 当 n 宇 0 时 c, 一 1 的 f€ Hi!，Qf 二 f. 于 是 Q( 若 它 在 每 一 点 存在 ) 是 二 
到 有 HH! 上 的 “自然 ”投影 ， 即 当 n<0 时 把 了 (x) 换 为 0， 以 Fourier 级 数 来 说 ， 


Q( Dase” )= Sa,e”. (8) 
为 了 得 出 矛盾 ， 考 虑 函数 


f.(0) = Dri em (0 过 rr 过 1). (9) 
这 是 著名 的 Poisson 核 . 级 数 (9) 的 直接 求 和 说 明 f, 宇 9。 所 以 对 于 所 及 ， 
一 工 f 一 了 工人 『 一 
| f.1, = 去 | | f.(0) | db = 去 | 六 (oag 一 1. (10) 


但 
(Qf YO = Dr"e™ — 5, (11) 
又 因为 | | 1 一 e* | -1d9 二 co，Fatou 引 理 意味 着 当 r 一 1 时 ， 上 | Qf, 上 1 一 co. 由 
(10)， 这 与 Q 的 连续 性 矛盾 . 

所 以 H! 在 区: 中 是 不 可 余 的 . 

同样 的 分 析 可 用 于 A 和 C， 这 里 C 是 单位 圆周 上 的 全 体 连续 函数 的 空间 ，A 
由 那些 Fn) 一 0CYn<<0) 的 fEC 构成 ， 如 果 A 在 C 中 可 余 ， 由 (8) 确 定 的 算 子 
Q 就 是 从 C 到 A 上 的 连续 投影 、Q 应 用 于 实 值 / EC 说明 存在 常数 M 二 oo 对 于 每 
个 fEA 满足 ， 

sup | fC0) | 委 M， sup | Re(Co) |. (12) 

要 明白 不 可 能 有 这 样 的 M 存在 ,可 考虑 闭 单位 圆 盘 到 又 高 又 瘦 的 椭圆 上 的 保 角 
映射 . 

所 以 A 在 C 中 是 不 可 余 的 . 

然而 ， 投 影 (8) 作 为 L*(1<b<co) 中 的 算 子 是 连续 的 ， 所 以 H? 是 L? 的 可 
余子 空间 ， 这 是 M，Riesz 的 一 个 定理 ([23]j， 定 理 17. 26). 

我 们 以 定理 5. 16(b) 的 类 比 结束 ， 它 将 用 于 定理 11. 31 的 证 明 中 . 
5.20 定理 假设 和 是 Banach 空间 ,A 和 B 是 X 的 闭 子 空 间 并 且 久 二 A 十 B. 
则 在 在 常数 + 二 oo 使 得 每 个 xEX 有 表达 式 + 二 a 十 hb， 其 中 4EA, bEB 并 且 
lall+ lolerl zl. 

这 与 定理 5.16(b) 不 同 ， 因 为 它 不 假定 A 站 B= {0). 

证 明 设 Y 是 全 体 序 对 (a， 5) 的 向 量 空间 ， 其 中 ，a€ A，6bE B， 用 分 量 式 
的 加 法 和 标量 乘法 ， 以 

Hal = TallA+ lol 
为 范 数 ， 因 为 A 和 B 是 完备 的 ，Y 是 Banach 空间 .由 
Ala,b) = a++6 

定义 的 映射 : A: Y-~> 和 是 连续 的 ， 因 为 ae 十 上 | 委 1 (a, 外 并 且 把 Y 映射 互 
X 上 ， 由 开 映 射 定理 ， 存 在 + 二 oo 使 得 每 个 zxE XX 是 某 个 (a，5) 对 应 的 ACa，5) 
并 且 (a, 0) | 和 rz1， 五 


Poisson 核 之 和 
设 可 和 人 是 C 中 的 开 单 位 圆 盘 和 圆周 ，L! 二 L'(T) 像 定理 5. 19 中 一 样 ， 具 
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有 范 数 
17i = fee") | do. 


对 于 每 个 zEU， 对 应 有 Poisson 核 P,€1L'《T): 
1 一 | = | 


| e™ 


P,(e”) 一 


二 之 | 有 
容易 验证 ， | P. | 一 1， VzEU. 

称 集合 ECU 在 了 上 是 非 切 稠密 的 ， 若 Ye"E T，e>>0， 存 在 zE EE 使 得 

| z 一 e |< min(e,2(1 一 | zx |)). 

存在 着 在 U 中 没有 极限 点 的 这 样 的 集合 ， 为 构造 它 ， 可 以 令 0<n < 之 …， 
limr, 二 1， 在 7,T 上 等 间隔 地 放置 m, 个 点 ， 并 且 m,> 放 一 

相当 意外 的 是 每 个 /EL'CT) 可 以 表示 为 由 Poisson 核 的 倍数 构成 的 收敛 级 
数 的 和 ， 这 是 F，F，Bonsall 作为 闭 值 域 定理 的 应 用 证 明 的 ， 这 里 是 更 详细 的 
叙述 :， 
5.21 定理 车 {z ，z， 直 ，.…}CU 在 工 上 是 非 切 租 密 的 ， 则 YE DT) 和 


之 0, 对 应 有 标量 cy 使 得 >， | cs | 三 1 7/ 十 e 并 且 


f= > coP。. 
1 
这 原来 是 下 面 抽象 结果 的 特殊 情况 . 
5.22 定理 设 {x,) 是 Banach 空间 六 中 的 序列 ，| xz, 上 硅 ]，Yn 之 l， 若 96>0 
使 得 
sup | (zz | 守 6|z* © , Vx’ 和 EX， 


车 s>0， 则 VYrzEX 可 以 表示 成 形式 
z= Yor, 
天 一】 
并 且 8>，|c | 委 | zl 十 e. 
1 


证 明 定义 T: Li>X， Te ycX,, 这 里 c= (eva ELVx' € 
: 
X” 则 有 
(1 一 《ToZ” )》 一 2c < 过 Xx" >， 
从 而 若 | cl ,<1， 
[Bo <ar >|<1r 1 


当 取 遍 所 有 如 此 的 c<， 则 左边 的 上 确 界 由 假设 


sup |< zx’ >|2 6 xz" 1. 


于 是 定理 4.13 断定 工 映 | cl ,二 地 的 所 有 。 到 包含 X 的 开 单位 球 的 集合 上 . 


这 就 证 明了 定理 5. 22. 让 我 们 将 它 用 到 X 一 LT)， 心 一 P 上 ， 这 里 {x,} 
是 下 上 的 非 切 稠密 集 ， 每 个 sgE 7 (T)==L'(T)* 具有 调和 延 拓 


G(z) = 去 | PCe ysg(e")dg =< Pg>. 
由 于 {zx} 在 上 非 切 稠密 ， 关 于 有 界 调和 函数 非 切 极限 的 Fatou 定理 意味 着 


sup [<P,,g>|= sup | G(z,) | 一 gl.. 
所 以 定理 与 5. 21 是 定理 5. 22 当 6=1 时 的 结论 . | 
另外 两 个 不 动 点 定理 


选择 公理 的 一 个 熟知 的 结论 是 ， 不 存在 实数 轴 RR 上 的 测度 ， 它 在 紧 集 上 有 
限 、 不 恒 为 0、 平 移 不 变 并 且 在 R 的 所 有 子 集 的 oc 代数 上 有 定义 .通常 的 不 可 测 
集 存 在 性 的 证 明 表 明了 这 一 点 ， 但 是 ， 若 测度 定义 中 的 可 数 可 加 性 减弱 为 有 限 可 
加 ， 即 要 求 互 不 相交 集合 五 的 有 限 并 
AL(B UU ED) = p(BED) + + yu(E,), 
则 具 在 上 面 提 到 的 所 有 其 他 性 质 的 “有 限 可 加 ”测度 就 存在 ， 此 外 ， 还 可 以 有 0 委 
nu(E)<1, YECR. 
定理 5. 25 将 证 明 这 一 点 ， 其 中 以 住 一 Abel 群 G 代替 RR 并 作为 “不 变 ” 形 式 
的 Hahn-Banach 定理 的 应 用 . 后 者 意 想不到 地 由 基本 的 不 动 点 定理 5. 23 得 到 ， 
它 是 属于 Marhov 和 Kakutani 的 . 
5.23 定理 若 开 是 拓扑 向 量 空 间 X 中 的 非 空 紧 凸 集 ， 乡 是 玉 到 天 中 的 连续 仿 
射 映 射 的 可 交接 族 ， 则 存在 一 点 pEK 使 得 Tp 一 p，YV TESZ. 
证 明 对 于 TE 令 了 =T，T"T1 二 To。 下， nn 二 1，2，3，…, 它们 的 
平均 
T= 11+T+T H+ TI) (1) 


仍 是 到 K 中 的 仿 射 映射 ， 这 导致 结论 : 它们 中 的 任何 两 个 映射 (不 同 的 工 不 
同 的 冯 彼 此 可 交换 . 

设 氏 是 由 映射 (1) 生 成 的 半 群 ， 于 是 多 是 有 限 多 个 平均 (1) 的 全 体 复 合 的 集 
合 . 若 f， gE 并 且 h 一 fg 一 g。f， 则 hE99. 因为 f(g (KCf(RK)， 
g(f(K))Cg(K)， 我 们 看 到 

f(K) 门 g(KR) DORK). (2) 

从 而 归纳 法 表明 {fC(K):; f€EP ) 具 有 有 限 交 性 质 ， 因 为 每 个 fA(K) 是 紧 的 ， 故 存 
在 pEK, p€Ef(K), VfEF. 

现在 固定 TE3, 设 V 是 0 在 羡 中 的 邻 域 .， V7 之 1，PET,(K)， 因 为 T.€ 
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和 .这 意味 着 x, EK 使 得 


p= Cyt Trs + 二 Tz) (3) 
如 此 以 来 
p— Tp = T(r — Tr) € TKK), (4) 
并 且 对 于 充分 大 的 n，K 一 KCnV， 因 为 K 一 K 是 紧 的 从 而 是 有 界 的 ， 于 是 p 一 
TpEV，V 是 0 的 任 一 邻 域 .这 迫使 p 一 Tp=0. 国 
5.24 不 变 Hahn-Banach 定理 设 了 是 线性 赋 范 空间 X 的 子 空间 ，fE€Y* ,TC 
级 (XX) 并 且 


(a)T(YYCY 并 且 YVS, TET, ST=TS,， 
(byf°* T=f, YTETL. 
则 导 FEX'* 使 得 在 Y 上 F=f， 上 FI 二 | 上 fi 并 有 YTET, F。T=F. 
简略 地 说 , 本 不 变 的 f 具有 全 不 交 的 Hahn-Banach 延 拓 ， 
证 明 假设 ‖ fl 二 1, 不 失 一 般 性 定义 
K={AEX':|Al <1, 在 Y 上 A= 几 . (1) 
显然 KK 是 凸 的 ，Hahh-Banach 定理 说 明 K 关 名， 因为 K 是 弱 闭 的 ，Banach- 
Alaoglu 定理 说 明 K 是 久 * 的 w' 紧 子 集 ， VTET， 映射 
人 一 人 。 开 (2) 
是 K 到 中 的 仿 射 映射 ， 正如 马上 就 要 看 到 的 ， 它 是 w' 连续 的 .定理 5.23 说 
明 有 某 个 FEK 满足 F。T=F, YTETL. 
为 完成 证 明 ， 我 们 指出 (2) 是 X* 到 X* 中 的 w' 连续 映射 ，YV TE 名 (X)， 固 


定 A1 EX"，, 令 
V= {LEX’;|Izr,— (ATz, |<e, li<n) C3) 
是 Al 工 的 由 zi， 四 zeEGX 和 se>o 确 定 的 典型 的 w* 邻 域 ， 则 
W= {AEX’':|AC(Tzr)— A(Tzr,) |<e, 1l1<i<n) (4) 
是 Ai 的 w' 邻 域 ,并 且 若 AEW， 显 然 ATEV. | 


5.25 定理 设 G 是 Abel 群 (以 十 为 群 运算 ) 并 且 jy 是 G 的 所 有 子 集 的 族 (G 的 
“ 圭 集 ”)， 则 存在 函数 yy: AN->[L0，1] 使 得 

(pu(E UE,)=nu(E)+u(E), 若 ENE,=. 

(bu(E+a)=p(E), VY EE A, a€G, 

(Ou(G)=1. 

证 明 车 G 有 限 ， 这 是 平凡 的 。 故 假定 G 是 无 穷 的 并 且 设 1~”(G) 是 G 上 有 
界 复 函 数 全 体 的 Banach 空间 ， 以 上 确 界 为 范 数 . 

设 Y 是 1”(G) 中 在 中 有 极限 的 元 素 f 的 空间 ， 记 此 极限 为 Af. 这 意味 着 若 
JEY，e>0. 则 存在 有 限 集 BE(G) 使 得 | Af 一 f(z) | <e，YxzEE 注意 人 AE 
Y* 并 且 丰 Al=1. 


设 工 是 平移 算 子 > 的 集 ，aEG， 定 义 
(Tf) (x) = f(r a). (1) 
因为 G 是 Abel 的 , 工 的 任何 两 元 可 交换 ， 每 个 zt 是 1 (G) 的 线性 等 距 并 且 显 然 
re(Y)CY， 在 YY 上 Ar 一人 . 
于 是 定理 5. 24 的 假设 对 于 X 王 请 (C) 满 足 ， 我 们 得 出 存在 A 的 延 拓 工 为 上 (GO) 
上 范 数 为 1 的 线性 泛 隐 ， 使 得 
Lf=Af, VfEY (2) 
并 且 
Lrf =Lf, VfEL (OGO). (3) 
车 现在 定义 CE) 二 Lxs (xs 是 ECG 的 特征 函数 )， 则 (a) 成 立 . 因为 yz 十 
XE, — XE UE,? 若 EE, 一 多 并 且 虐 是 线性 的 . (b) 成 立 ， 因 为 


XEra (TL) 一 XE(X— a) 一 roXE(Z)， (4) 
剩 下 证 明 0 委 p(CE) 委 1，VECG， 这 是 由 下 面 引 理 做 到 的 ， 因 为 A( 从 而 工 ) 
保存 常数 : 若 f(r) 二 c，VYXEG， 则 fEY 并 且 Af==c. | | 


5.26 引 理 设 久 是 有 界 函 数 的 线性 赋 范 空间 ， 以 上 确 界 为 范 数 . 是 关上 的 
线性 泛 函 ， 使 得 
iiiLN = 1L0)=1. 
如 果 fEX，0 声 f 志 1， 则 0 委 工 /和 1. 
证 明 邻 Lf=a 十 BH， 对 于 每 个 实数 1， 


LL(f 一 吝 二 计 ) 一 a 一 吝 +i(B 直 2. 
因为 | /一 雪 地， 由 此 推出 
(< 一 去 ) + B+ < | 一 去 + 二 <I+r, 


所 以 对 于 任何 实数 1:，a’ 一 a 十 户 十 2B 寺 0， 这 使 得 8 一 0， 从 而 a? 二 a，0 所 a 所 1, 
鲍 

5.27 例子 可 交换 性 不 能 从 以 上 三 个 定理 中 漏 掉 ， 为 此 ， 假 设 G 是 由 两 个 元 生 
成 的 自由 群 。 除 去 单位 元 ，G 是 四 个 不 相交 和 集 的 并 ， 邑 工 ， 卫 ， 班 ，WV 分别 由 
以 ac，a-1，p， 扩 :开头 的 元 素 归 并 而 成 . 若 w 是 G 的 寡 集 上 的 有 限 可 加 测度 ， 
0<u<1 并 且 pCaE)=p(E)=p(bE)，YEEG， 则 我 们 看 到 x(IUHUN)= 
nCI),xCIUIU 正 ) 二 uy( 硬 ). 其 中 头 一 个 说 明 x( 轩 )= 二 x(W)==0， 第 二 个 说 明 
pn( 工 ) 二 p( 卫 ) 一 0， 因 为 单 点 集 测度 必 为 0， 故 y 三 0， 定理 2. 52 对 于 这 个 群 不 
成 立 . 

我 们 以 Schauder-Tychonoff 不 动 点 定理 结束 这 一 章 . 这 是 关于 R" 中 闭 球 的 
不 动 点 性 质 的 Brouwer 定理 的 无 穷 维 形式 ， 它 不 是 线性 的 ， 因 此 除了 Minkowski 
泛 函 ， 它 不 能 理解 为 任何 前 面 内 容 的 应 用 . 
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S.28 定理 著 开 是 局 部 凸 空间 中 的 非 空 紧 西 集 ， 丰 : K->K 连续 ， 则 对 于 某 个 
PEK, f(p)=p. 
证 明 假设 了 在 六 中 没有 不 动 点 ， 则 它 的 图 像 
G= {(z,f(xz)) E XXX:rERK) (1) 
与 XXX 的 对 角 线 A 不 相交 并 且 是 紧 的 . 于 是 存在 0 在 X 中 的 凸 均衡 邻 域 了 使 
得 G+(VXVPm4A= 隐 特别 地 
f(r EriV (rE€ER). (2) 
设 4 是 V 的 Minkowski 泛 函 ， 定理 1.36 说 明 j 在 XX 上 连续 并 且 u(X) 过 1 
当 且 仅 当 xzEV， 定义 


a(Cz) = Inaxft0, 1 一 ApCz)}) (xr € X). (3) 
取 ri1，*…，XxsEK 使 得 x, 十 V(1 二 i 二 n) 复 瘟 太 ， 令 a,(X) 一 a(x 一 Xx,) 并 有 旦 定义 
Qa; CX) ， 
B(T) — 4 Fa) (EK,l<i<n), 《4) 
注意 VxEK, 分 母 是 正 的 . 
设 是 二 co{fzX1，…，ZX,)}， 则 据 数 g， 
g(x) = PB)zx, (rx€ RK), (5) 


1 


是 从 天 到 有 限 维 紧 单 形 HCK 的 连续 映射 .同样 地 g。f 也 是 .Brouwer 不 动 点 
定理 断言 3 x" € HH 使 得 
SECGz 7)) 一 并 (6) 
因为 在 xz, 十 V 之 外 B;(z) 二 0， 我 们 看 到 


Xx—g(r) = OR) (rEK) (7) 
1 


是 向 量 x 一 x, EV 的 晤 组合。 于 是 对 于 每 个 x-EK， zx 一 g(x)EV. 特别 地 ， 对 于 
Zz 二 f(z" ) 这 是 真 的 .我 们 得 出 
flr") Eg(fl(z'))+V=z’ +V, (8) 

与 (2) 矛 盾 . 图 
习题 

1. 在 单位 圆周 上 以 

dm = cosgdg， djyz = sin0d0 

定义 测度 yi ，jz ， 找 出 测度 jy 二 Cy;，pz) 的 值 域 . 

2. 构造 C0，1] 上 具有 下 面 性 质 的 陆 数 f/，g: 若 

di = f(x)dzx, duz = g(x)dz, p= (psp2), 

则 的 值 域 是 顶点 在 (1，0)，(0，1)，( 一 1，0)，、(0， 一 了 的 正方 形 . 


3. 假定 定理 5. 9 的 条 件 满 足 ，$ECCS), $8>>0, gE€EC(K) 并 且 | g | <$ | x. 
证 明 存 在 f/f€Y 了 使 得 f | x 一 g 并 且 在 S 上 | f| 二 p.， 提示 : 应 用 定理 5.9 于 所 有 
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函数 f/$ 的 空间 ， 其 中 FEY. 
4. P 的 每 个 端点 的 支撑 是 一 个 单 点 ， 补 充 这 个 证 明 的 细节 . (用 于 定理 5. 10 
证 明 的 末尾 . ) 
5. 证 明 在 5.12 中 提 到 的 定理 1.10 到 1.12 的 类 比 . (不 假定 G 是 可 交 
换 的 . ) 
6. 假设 G 为 拓扑 群 ， 日 是 G 的 包含 单位 元 e 的 最 大 连通 子 集 . 证 明 互 是 C 
的 正规 子 群 ， 即 满足 x !' 日 x 一 HC(YxEG) 的 子 群 . 提示 : 若 和 A 和 B 是 G 的 连通 
子 集 ， 则 AB 和 A ! 也 是 . 
7. 证 明 拓扑 群 的 每 个 开 子 群 是 闭 的 . 〈 其 逆 显 然 是 不 真 的 ) 
8. 假设 m 是 紧 群 G 的 Haar 测 度 , 了 是 G 中 的 非 空 开 集 证明 mV)0. 
9. 令 6,(0) 二 ew 设 L? 建立 在 单位 圆周 的 Haar 测度 上 ，A 是 工 * 的 包含 6， 
(n 二 0，1，2,，…) 的 最 小 闭 子 空间 ，B 是 L? 的 包含 e_, 十 ne, (n= 二]，2，3，…") 
的 最 小 闭 子 空间 . 证 明 
(a)ANMNB= {0). 
(b) 若 六 =A 十 B， 则 X 在 工 : 中 稠密 ,但 X 关 L?. 
(ec) 尽管 了 X= 二 A®B，X 中 的 以 A 为 值 域 B 为 零 空 间 的 投影 不 是 连续 的 . ( 当 
然 ，X 的 拓扑 是 从 L 诱导 的 . 比较 定理 5. 16) 
10. 假设 XX 是 Banach 空间 ，PE BC(X)，QE BC(X) 并 且 P 和 Q 是 投影 . 
(a) 证 明 PP 的 伴随 P* 是 X* 中 的 投影 . 
(b) 证 明 若 PQ 一 QP 并 且 PQ， 则 上 P 一 Q 之 1. 
11. 假设 已 和 Q 是 向 量 空间 X 中 的 投影 . 
(a) 证 明 P 十 Q 是 投影 ， 当 且 仅 当 PQ=QP=0. 在 此 情况 下 ， 
N(P+Q)= NCP) NN(GO), 
RCP+Q)=RCP) 十 RCIQ)， 
R(P)NMNR(Q) = {0}). 
(b) 若 PQ 一 QP， 证 明 PQ 是 投影 并 且 
N(PQ) = N(P)+ N(Q), 
R(PQ)=R(P) NRQ). 


(c) 对 于 和 矩阵 
1 0 1 一 1 
( 0 和 人 辣 
如 何 验 证 (b). 
12. 证 明 例 5. 19 中 使 用 的 平移 算 子 r, 满足 5. 17 节 中 叙述 的 连续 性 质 ， 明 确 
地 说 ,证 明 当 rs 并 且 在 工 : 中 g->f 时 ， 


| rg 一 zl 一 0 
13. 应 用 下 面 例子 说 明 G 的 紧 性 不 能 从 定理 5. 18 的 条 件 中 略 去 ， 取 X= 上 1， 
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在 实 直线 R 上 ， 关 于 Lebesgue 测度 ，JEY 当 且 仅 当 | / 一 0， 以 通常 的 拓扑 G 


一 R;， G 是 在 L'! 上 的 平移 : (r,j)(z)= 大 二 zz)， 共 同 连续 性 是 满足 的 (见习 题 
12)， 对 于 每 个 s，z,Y 二 了 并且 Y 了 在 X 中 可 余 ， 但 不 存在 XX 到 Y 上 (连续 或 不 连 
续 ) 的 与 每 个 r 可 交换 的 投影 . 
14. 假设 S 和 了 是 拓扑 向 量 空间 中 的 连续 线性 算 子 ， 并 且 
T= TST. 
证 明 荆 有 闭 值 域 .(S= 了 的 情况 见 定理 5. 16) 
15. 假设 A 是 CCS) 的 闭 子 空间 ， 其 中 S 是 紧 Hausdorff 空间 ; py 是 A+ 的 单 
位 球 的 端点 ;又 设 f€E CCS) 是 实 函 数 ， 使 得 对 于 每 个 g€ A， 
| srar 一 0. 
证 明 f 在 的 支撑 上 是 常数 (比较 定理 5.7) 用 例子 说 明 ， 若 “ 实 的 ”一 词 从 条 件 
中 略 去 ， 结 论 不 成 立 . 
16. 设 久 是 向 量 空 间 ,， ECX, 工 ; co(E) 一 XX 是 仿 射 的 并 且 TCE)CE. 证 明 
T(co(E))CcolE). (这 一 点 已 悄然 用 于 定理 5. 11 的 证 明 .) 
17. 若 X,Y 是 向 量 空间 并 且 下，X->Y 是 仿 射 的 ， 证 明 T 一 TC(0) 是 线性 的 . 
18. 假设 开 是 Fréchet 空间 XX 中 的 紧 集 ，f: X->K 连续， 证明 f 有 不 动 护 . 
同样 地 对 于 Q 是 中 凸 开 集 ，Q 了 KK，f: 0 一 K 连续 情况 证 明之 . 
19. 证 明 在 1 二 [0，1j 上 连续 ， 满 足 方程 


f(x) = | sincz + FC) dt, yzer 


的 函数 f 的 存在 性 . 提示: 记 右 边 为 (Tf 有) (zx)， 证 明和 集 {Tf: FEC(CD)} 是 一 致 有 
界 等 度 连 续 的 ， 因 此 其 闭 包 在 CCD 中 是 紧 的 .应 用 Schander 不 动 点 定理 . (经 过 
习题 18). 
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第 6 章 测试 画 数 与 广义 函数 


引 论 


6.1 广义 函数 理论 使 微分 学 摆脱 了 由 于 不 可 微 函数 的 存在 带 来 的 某 些 困难 ， 这 
是 通过 把 它 扩 充 到 比 可 微 函 数 大 得 多 的 一 类 对 象 ( 叫 做 分 布 或 广义 函数 ?实现 的 ， 
它 使 得 微 积分 的 原来 形式 得 以 保持 .. 

这 里 是 使 这 种 扩充 变 得 有 用 所 应 具备 的 某 些 特征 ， 我 们 的 背景 是 R" 中 的 开 集 : 

(Ca) 每 一 个 连续 函数 应 该 是 一 个 广义 函数 . 

(b) 每 一 个 广义 函数 应 该 具有 偏 导 数 ， 而 且 偏 导数 也 是 广义 函数 ， 对 于 可 微 
函数 ， 导 数 的 新 概念 应 该 与 原来 的 一 致 .〈 因 而 广义 函数 应 该 是 无 穷 可 微 的 . ) 

(c) 运 算 的 通常 规则 应 该 成 立 . 

(d) 应 该 提供 某 些 收敛 定理 ， 使 之 足以 处 理 通 常 的 极限 过 程 . 

为 了 引出 定义 ， 让 我 们 暂时 只 考虑 n 二 1 的 情形 ， 除 有 相反 的 说 明 ， 下 面积 
分 将 是 关于 Lebesgue 测度 的 ， 并 且 它 们 延展 于 整个 空间 R 上. 

称 复 函数 f 是 局 部 可 积 的 , ,如果 f 是 可 测 的 ， 并且 对 于 每 个 紧 集 KCR,， 


| | /1< .这 里 的 思想 是 把 了 重新 解释 为 是 对 于 每 个 适当 选取 的 “测试 函数 


所 确定 的 数字 | 太 ， 而 不 是 对 于 每 个 ZE R 所 确定 的 数字 /(z). 《这 种 观点 特别 


适用 于 物理 学 中 产生 的 函数 ， 因 为 所 测 得 的 量 几乎 都 是 平均 值 ， 事实 上 ,广义 函 
数 被 物理 学 家 运用 远 在 它 的 数学 理论 被 构造 出 来 之 前 . ) 当 然 一 个 适当 选取 的 测试 
史 数 类 必须 详 加 说 明 . 

设 9= 9(CR) 是 由 支撑 为 紧 集 的 w%E C”(R) 组 成 的 向 量 空 间 . 故 对 于 每 个 局 部 


可 积 函 数 和 每 个 YE 9， 积 分 | 克 存在 ， 此 外 9 足够 大 ， 能 保证 /可 以 由 积分 


[Ca.e.) 确定 ，( 为 此 ， 注 意 的 一 致 团 包 包含 一 切 具有 紧 支 返 的 连续 函数 . ) 
如 果 连续 可 微 ， 则 
| =— [#8 ($ € 2). (1) 
如 果 JE C”(R) ， 则 
| res 一 (一 Di| Re ($ € Dk = 1,2,3,.). (2) 
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$ 的 支撑 的 紧 性 已 用 于 这 些 分 部 积分 中 . 

注意 不 管 f 是 否 可 微 ，(1) 和 (2) 的 右边 的 积分 都 是 有 意义 的 ， 并 上 且 它 们 定义 
了 9 上 一 个 线性 泛 函 . 

因此 ， 对 于 每 个 局 部 可 积 的 4， 我 们 可 以 规定 一 个 “& 阶 导数 ": Ae 是 9 上 


把 $ 映 射 到 (一 1)*| 太史 的 线性 泛 西 .注意 /自身 对 应 于 泛 函 -| 太 


广义 函数 是 9 上 关于 某 种 拓扑 连续 的 线性 泛 函 ( 见 定义 6.7). 上 面 的 讨论 使 
我 们 把 每 个 广义 函数 A 以 公式 
A'(#) =—A($) ($€ 9). 
与 它 的 导数 A' 联 系 起 来 . 
这 个 定义 ( 当 扩 充 到 个 变数 时 ) 具 有 前 面 列 举 的 应 具备 的 所 有 性 质 ， 这 种 理 
论 的 最 重要 的 特征 之 一 是 它 能 够 应 用 Fourier 变换 技巧 于 偏 微 分 方程 的 许多 问题 ， 
而 在 那里 经 典 方法 是 不 能 奏效 的 . 


测试 函数 空间 
6.2 空间 9(Q) 考虑 非 空 开 集 QCR"， 对 于 每 个 紧 集 KCQ，Fréchet 空间 9x 
已 经 在 1. 46 节 中 叙述 过 .当天 痪 历 Q 的 一 切 紧 子 集 时 ，9x 的 并 集 就 是 测试 


函数 空间 QCQ)， 显 然 ，9(0) 是 向 量 空间 ， 其 中 的 加 法 和 数 蒋 就 像 对 复 函 数 通 
常 定义 的 那样 ， 确 切 地 说 ，$E€ 2(0) 当 且 仅 当 8EC”(Q) 并 且 $ 的 支撑 是 的 


紧 子 集 , 
让 我 们 对 于 每 一 个 $€ 9(Q) 引 进 范 数 
1 gw = max{(| Degz) |: x EQN, |al<N)}, (1) 
N= 二 0，1，2，…; 关于 记号 De 和 1|al 见 1.46 节 . 


这 些 范 数 在 每 个 固定 的 grC9(Q) 上 的 限制 导出 的 拓扑 与 在 1.46 节 中 由 半 
范 数 Pv 在 Bx 上 产生 的 拓扑 是 相同 的 . 为 此 ， 注 意 到 每 一 个 K 相应 于 一 个 整数 
N。， 使 得 对 于 一 切 N 宇 N。，KCKn. 对 于 这 些 N， 如 果 $E 9x， 则 上 pw 二 Pw 
(基因 为 

gln $ivm 并 且 Py(#) < Pu (#), (2) 
如 果 我 们 让 N 从 N。 开始 而 不 是 从 1 开始 ， 这 两 个 半 范 数 序列 导出 的 拓扑 都 不 会 
变化 ， 因 此 ，9x 的 这 两 种 拓扑 一 致 ， 局 部 基 由 下 列 集合 构成 


vv = ($E Ok: 1g1v 一 去 (CN = 1,2,3.…). (3) 


同样 的 范 数 (1) 可 以 用 来 定义 9(Q) 上 的 一 个 局 部 凸 可 度量 化 拓扑 ; 见 定理 
1. 37 节 和 1. 38 节 的 (b)， 但 是 这 个 拓扑 具有 不 完备 的 缺点 ， 例 如 ， 取 "一 1，0 
二 尺 ， 设 $E 9(R) 其 支撑 在 [0，1] 中 ， 并 且 在 (0，1) 中 $2>0， 定 义 


J (7) 一 办 一 1) 十 于 由 工 一 2) 十 … 十 二 8( 工 一 z). 
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则 {ym) 关 于 上 面 提 到 的 拓扑 9CR) 是 Cauchy 序列 ， 但 limw。 没有 紧 支 撑 ， 从 而 
limy 不 在 9CR) 中 ， 

现在 我 们 定义 2(Q) 上 另 一 个 局 部 同 拓 扑 r， 其 中 的 Cauchy 序列 是 收敛 的 . 
我 们 将 会 看 到 r 不 可 度量 的 事实 只 有 一 点 小 小 的 不 便 . 
6.3 定义 设 Q 是 R" 中 的 非 空 开 集 . 

(a) 对 于 每 个 紧 集 KCQ，rx 表示 3x 的 Fréctet 空间 拓扑 ， 如 1. 46 节 及 6.2 
节 中 所 述 . 

(b)8 是 一 切 凸 均衡 集 WC93(0) 的 集 族 使 得 对 于 每 个 紧 集 KCQ, Bx 由 W 
Erk-. 

(ec)z 是 一 切 形 如 $ 十 W 的 集合 之 并 的 族 ， 其 中 %E 9(0), 并 且 WER. 

在 整个 这 一 章 中 ，K 总 是 表示 Q 的 紧 子 集 . 

下 面 两 个 定理 建立 了 zx 的 基本 性 质 ， 它 们 与 在 6. 2 节 中 讨论 的 相当 不 同 ， 例 
如 ， 若 {zx,) 是 Q 中 的 序列 ， 没 有 极限 点 在 Q 中 并 且 {co)} 是 正 数 序列 ， 则 集合 

{$ €E DQ) :| Gz) |< cn 一 1)2,3) € ph, 

即 0 在 2C9) 中 的 一 个 + 邻 域 ， 这 一 事实 ( 见 定 理 6. 5) 使 + 有 界 集 (从 而 r-Cauchy 
序列 ) 被 收缩 于 共同 的 紧 集 KCQ 上 ， 从 而 rz-Canchy 序列 收敛 ， 
6.4 定理 

(a)t 是 B(Q) 中 的 拓扑 ，B 是 t+ 的 局 部 基 . 

(b)r 使 得 9(Q) 成 为 局 部 凸 拓扑 向 量 空 间 . 

证 明 假设 Vi，VeEr，9%EVmv:， 为 了 证 明 (a)， 显 然 只 要 证 明 对 于 某 个 
WEB 


$+ WCVfV,. (1) 
rz 的 定义 说 明 存 在 $,.E 2940) 和 W,E8 使 得 
$EBTW,CV, G= 1,2). (2) 


选择 玉 使 得 Bk 包含 加 ， 如 和 $， 因 为 Bx 门 W, 是 Bx 中 的 开 集 ， 对 基 个 人 >>0 我 
们 有 


$—$ € (1—6)W,, (3) 
因此 、W, 的 三 性 蕴涵 
$—$+oW, Cl—6)W:+oW, = W,, (4) 
于 是 
$aW, C+W, CV (= 1,2). (5) 


从 而 取 殉 二 (GW) 门 (6:Ws)，(]1) 式 成 立 ， 这 证 明了 (a). 
下 面 假设 加 和 和 是 9(C9) 中 不 相同 的 元 素 ， 令 
W= {$€ 290): gl < 页 一 大 | 于)， 《6) 
其 中 1 8 。 如 6. 2 节 (1) 中 一 样 ， 则 多 EB 并 且 各 不 在 加 十 WW 中， 由 此 推出 单 点 
集 { 册 )} 是 相对 于 r 的 闭 集 . 


114 第 二 部 分 广义 防 数 与 Fourier 变换 


153 


加 法 是 r- 连 续 的 ， 因 为 每 个 WEB 的 凸 性 意味 着 对 于 任何 yp € 93(0)，y 
€ 9(0), 


(十 喜 W) 十 (各 十 亏 W) = (gi 十 曙 ) 十 W. (7) 
为 了 讨论 数 乘 ， 取 标量 a。 和 如 E90Q)， 则 
a$ — ao tbo 一 a(g 一 加 ) 十 (ec 一 ao) 办 . (8) 


如 果 WEB， 存 在 6>0 使 得 6p€ 记 W， 取 c 使 得 2c( | mo | 十 8) 一 1， 因 为 W 是 


凸 的 和 均衡 的 ， 推 出 
ag 一 ao 由 EW (9) 

只 要 | a 一 ao | 过 6 并 且 $ 一 各 EcW. 证 毕 . 国 

注意 ， 从 现在 起 ，2(Q) 将 表示 刚才 叙述 的 拓扑 向 量 空间 (9CQ)，r)， 所 有 
关于 9(9) 的 拓扑 概念 将 指 这 种 拓扑 = 
6.5 定理 

(a)9(0Q) 的 凸 均衡 子 集 V 是 开 的 当 且 仅 当 VEA. 

(b) 任 意 9kgC9(Q) 的 拓扑 rr 与 Bk 从 9(0) 诱 导 的 子 空间 拓扑 一 致 . 

(c) 如 果 巨 是 9(O) 的 有 界 子 集 ， 则 对 于 某 个 区 CQ 有 ECQk 并 且 硝 在 Mn 一 
coc， 使 得 每 个 $8EE 满足 不 等 式 

I$lnMy (N= 0,1,2,.). 

(d)9(Q) 具 有 Heine-Borel 性 质 . 

(e) 如 果 { 册 } 是 9(Q) 中 的 Cauchy 序列 ， 则 对 于 某 个 紧 集 KCQ，{#$)C Ox， 
并 且 

lim | 各 一 网上 一 0 (N=0,1,2,). 

({) 如 果 在 BCQ) 的 拓扑 中 ， 办 悦 0， 则 存在 包含 每 个 办 的 支撑 的 紧 集 天 CO 
并 且 对 于 每 个 多 重 指标 a， 当 i>co 时 ，D'$, 一 0 一 致 成 立 . 

(g) 在 9(Q) 中 ， 每 个 Cauchy 序列 收敛 

注 由 于 (b)， 用 (c)，(e) 和 (人 f) 表 述 的 必要 条 件 也 是 充分 的 ， 例 如 ， 如 果 EE 
Cx 并 且 对 于 每 个 ggE 正 ，1g81|x 委 Me<cc， 则 五 是 29x 的 有 界 子 集 ( 见 1. 46 
节 )， 现 在 (b) 意 味 着 互 也 是 9(CQ) 中 的 有 界 集 . 

证 明 首先 假设 YEr、 取 %g%E9xkf 人 V， 由 定理 6.4， 对 某 个 WEB, $8 十 WC 
V. 从 而 

$+ (Dkr NN W)C Dx NV. 
因为 9xk 门 W 在 Bk 中 是 开 的 ， 我 们 证 明了 如 果 VEr 且 下 CQ， 
Dr NN VE rk. (1) 

命题 (a) 是 (1) 的 直接 结果 ， 因 为 显然 BCr.、(b) 的 一 半 已 由 (1) 证 明 . 对 于 另 
一 半 ， 假定 EE cx， 我 们 必须 证 明 对 于 某 个 VEr，E= 二 Bx 门 V.， zx 的 定义 意味 着 
对 于 每 个 $EE 相应 地 有 NN 和 >0 使 得 
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(yyE Dx: Ny—$lv<6CE. (2) 
令 Ws 二 {gE 290) : Vylw<6). 则 WsEB， 并 且 
Dx ff B+We) = $+ (Dr MN Ws) CE. (3) 


如 果 V 是 这 些 集 合 $ 十 Ws 的 并 ， 其 中 每 个 $8EE， 则 V 具有 所 要 求 的 性 质 . 

对 于 (c) ， 考 虑 集合 EC9CQ)， 它 不 在 任何 Bx 中 ， 则 存在 函数 #5, EEE 和 在 
Q 中 没有 极限 点 的 互 不 相同 点 列 zvEQ， 使 得 加 (CCzo) 天 0(0ma 一 1，2，3，…)， 设 
W 是 满足 下 列 条 件 的 一 切 $€ 9(Q) 的 集合 ， 

| $Cra) [mr | m= 1,2,3,.). (4) 
因为 每 个 K 仅 含有 有 限 多 个 <w， 容 易 看 出 ，2r 站 WE rn. 于是，W EB， 因 为 
$ 儿 mW，W 的 任何 倍数 都 不 包含 亡 ， 这 证 明 玉 不 是 有 界 的 . 

由 此 推出 ，9C0) 的 每 个 有 界 子 集 玉 含 在 某 个 Bk 中 .根据 (b)， 则 巨 是 x 

的 有 界 子 集 ， 因 此 ( 见 1. 46 节 ) 
sup{ $y:$EE}< (N=0,1,2,.). (5) 
这 证 明了 (c). 

命题 Cd) 由 (c) 推 出 ， 因 为 Bx 具有 Heine-Borel 性 质 . 

因为 Cauchy 序列 是 有 界 的 (1. 29 节 )，(c) 意 味 着 9(0) 中 每 个 Cauchy 序列 
{ 册 在 某 个 Bx 中 .根据 (b)， 则 {加 } 也 是 相对 于 rx 的 Cauchy 序列 ， 这 证 明了 
(e). 

命题 ({) 不 过 是 (e) 的 另 一 种 说 法 . 

最 后 ，(g) 由 (b)，(e) 和 9x 的 完备 性 得 到 (注意 9k 是 Frechet 空间 . ) ” 国 
6.6 定理 假设 A 是 9(Q) 到 局 部 凸 空间 了 中 的 线性 映射 ， 则 下 列 四 个 性 质 互 
相 冀 涵 ; 

(a)A 连续 . 

(b)A 有 界 . 

(Cc) 在 QCQ) 中 如 果 办 一 0， 则 在 Y 中 A$: 一 0. 

(d)A 在 每 个 9kC9(Q) 上 的 限制 是 连续 的 . 

证 明 ”蕴涵 关系 (a) 一 (b) 包 含 在 定理 1. 32 中 . 

假定 A 有 界 并 且 在 90) 中 加 一 0， 根 杨 定 理 6. 5， 在 某 个 Bk 中 #8, 一 0， 并 且 
人 在 Bx 上 的 限制 是 有 界 的 ， 把 定理 1. 32 应 用 于 A : Bx 一 Y 表明 在 Y 中 A# 和 一 0， 
因此 (b) 列 涵 (c). 

假定 (ce) 成 立 ，{$ 和 和}CC9x 并 且 在 Bk 中 光一 0. 根据 定理 6.5(b)， 在 9C0) 中 
一 0， 从 而 (c) 意 味 着 在 了 中 当 i>oo 时 ，A#. 一 0， 因 为 Bk 是 可 度量 化 的 ， 可 推 
出 (d). 

为 了 证 明 (d) 曹 涵 (a)， 设 口 是 站 中 0 的 凸 均衡 邻 域 ， 令 V=A CU)， 则 了 
是 凸 的 和 均衡 的 ， 根 据 定理 6.5(a)，V 是 92(9) 中 的 开 集 当 且 仅 当 对 于 每 个 9kC 
9(9)，92x 站 是 Bk 中 的 开 集 .这 证 明了 (a) 和 (d) 的 等 价 性 . 加 
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推论 ”每 个 微分 算 子 D: 是 9(Q) 到 2(0) 中 的 连续 映射 . 

证 明 因为 | 万" | NE < | 乡 L N+ lial » N= 二 0，1，2，,，…， 所 以 D* 在 每 个 Dk 
上 是 连续 的 . |] 
6.7 定义 92(0) 上 上 的 连续 线性 泛 琐 (关于 定义 6. 3 中 所 说 的 拓扑 z) 叫 做 人 中 的 
一 个 广义 函数 . 

Q 中 所 有 广义 函数 组 成 的 空间 用 2 (Q) 表 示 . 

注意 把 定理 6.6 应 用 于 9CQ) 上 的 线性 泛 函 ， 它 导出 下 面 关 于 广义 函数 的 有 
用 的 特征 . 
6.8 定理 如 果 和 人 是 9(Q) 上 的 线性 泛 函 ， 下 面 两 个 条 件 是 等 价 的 

(a)AE9' ON). 

(b) 对 于 每 个 紧 集 KCOQ 相应 地 有 非 负 整数 N 和 常数 C<<co， 使 得 对 于 每 个 
$E Qk 不 等 式 

| Ag|l 委 C18%l 

成 立 . 
证 明 与 6. 2 节 中 关于 用 半 范 数 上 | 给 出 Bx 的 拓扑 的 叙述 结合 起 来 ， 这 
正好 是 定理 6.6 中 (Ca) 和 (d) 的 等 价 性 . | 

注意 ; 如 果 A 是 这 样 的 ， 即 存在 一 个 N 对 于 一 切 K 适用 (但 不 必 是 同一 个 
C)， 则 这 些 N 中 的 最 小 者 叫做 A 的 阶 .， 如果 不 存在 对 一 切 天 都 适用 的 N， 则 称 
A 具有 无 穷 阶 . 
6.9 注 每 个 rEQ 确定 9(0) 上 的 一 个 线性 泛 孙 6.， 

6.($) = pz). 

定理 6.8 表明 56, 是 一 个 0 阶 广义 函数 . 

如 果 z=0 是 R" 的 原点 ， 泛 函 58 二 6, 通常 叫做 R" 上 的 Dirac 测度 . 

对 于 KCQ， 因 为 当 z 遍 历 开 的 余 集 时 ，9x 是 这 些 3: 的 零 空 间 之 交 ， 由 此 
得 出 每 个 9k 是 9(0) 的 闭 子 空间 (这 也 可 以 从 定理 1. 27 和 定理 6.5(b) 推 出 ， 因 
为 9x 是 完备 的 . ) 显 然 每 个 9k 相对 于 9(Q) 有 空 的 内 部 ， 因 为 存在 集合 KK,CCQ 的 
可 数 族 ， 使 得 9(Q)= U9u ，9(9) 关 于 它 自 身 是 第 一 纲 集 . 因为 Cauchy 序列 在 
92(Q) 中 收敛 (定理 6.5)，Baire 定理 蕴涵 92(9) 是 不 可 度量 化 的 . 


广义 函数 的 运算 
6.10 记号 像 前 面 一 样 ，9 代表 R" 中 的 非 空 开 集 .如果 一 (wm ，…，o)， 
PB 二 (Bt ，…，B,) 是 多 重 指标 ( 见 1. 46 节 ) 则 
|a [| 一 ai 十 … 十 as， (1) 
= DY n .9 
D’=D: Dr" » 其 中 D, Br, (2) 


Pea 指 的 是 对 于 1 委 : 委 0， 8 和 ， (3) 
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a+8= (mt a tp,). (4) 

如 果 xzER*，yE R"， 则 
Xs*y= Xiyi 二 十 XYn， (5) 
Iz|= (x rx) = (zx? 十 昼 十 zx)12. C6) 


在 (1) 和 (6) 中 的 绝对 值 符号 具有 不 同 的 意义 ， 这 一 事实 不 应 该 引起 任何 
混 消 . 
如 果 xE€ R"，a 是 多 重 指标 ， 单 项 式 z 定义 为 
1 = Ti (7) 
6. 11 作为 广义 沙 数 的 函数 和 测度 ”假设 f 是 9Q 中 的 局 部 可 积 复 函 数 ， 这 意味 
着 它 是 Lebesque 可 测 的 ， 并 且 对 于 每 个 紧 集 KCQ, [x | jz) | dr<o0; dz 
表示 Lebesgue 测度 . 定义 


Aj($) = | $n fz) dr [ge 9(0)] (1) 
因为 
[A 1S (| 0) $l, ge ge), (2) 


定理 6. 8 表明 A,E 9 (0). 

在 习惯 上 把 广义 了 项 数 Ar 与 函数 f 等 同 起 来 ， 并 且说 这 样 的 广义 函数 “是 ” 
函数 . 

类 似 地 ， 如 果 jy 是 Q 上 的 复 Borel 测度 ， 或 者 如 果 / 是 Q 上 的 正 测 度 并 且 对 
于 每 个 紧 集 KCQ 有 uC(K) 二 十 coo， 方程 


A,($) 一 | .ax [$ € 90)] (3) 


定义 Q 中 的 广义 函数 A,， 通 常 把 人 , 与 1 等 同 起 来 . 
6.12 广义 函数 的 微分 ”如果 a 是 多 重 指标 并 且 AES9 (9)( 在 6.1 节 中 引出 的 ) 
公式 


(DeA)( 办 = (一 ID)ACD) [8E 9(0)] (1) 
定义 9(Q) 上 一 个 线性 泛 函 DA， 若 对 一 切 $€ 9x， 
| A$ | Clgiy (2) 
则 
| (CDA) ICHD$ Ny ECH$) va. (3) 


因此 ， 定 理 6. 8 说 明 PDAE (0). 
注意 对 于 每 个 广义 函数 A 和 所 有 多 重 指标 a。，B 公式 
DD?A = DA = DD A (4) 
成 立 ， 这 完全 是 因为 算 子 D 和 D8 在 C”(Q) 上 是 交换 的 : 
(D:DsA)C$)= (— 1) (DA) DS) 
= (— 1)"IA ACDeD’S) 
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一 (一 1) 0ACDr AM) 
一 (Dr?A)(Cg)， 
6.13 ”函数 的 广义 函数 导数 ”根据 定义 ，Q 中 的 局 部 可 积 函 数 f 的 a 阶 广 义 函 数 
导数 是 广义 函数 D" Aj. 
如 果 Df 在 经 典 意 义 下 也 存在 并 且 是 局 部 可 积 的 ， 则 D*f 也 是 6. 1 节 意 义 
下 的 广义 函数 ， 一 个 明显 的 前 后 连贯 的 问题 是 方程 


DA; = Amy (1) 
在 这 些 条 件 下 是 否 总 成 立 . 
更 确切 地 说 ， 问 题 是 

(一 Do | fC CD$) C2) dr 一 | pp rg) de (2) 


是 否 对 每 一 个 YE 9(9) 成 立 . 
如 果 /具有 直到 N 阶 的 所 有 连续 偏 导 数 ， 当 | a。 | 之 N 时 ， 分 部 积分 给 出 
(2) 是 没有 困难 的 . 
一 般 说 来 ，(1) 可 能 不 真 ， 下 面 例子 就 x 一 1 的 情形 并 明了 这 一 点 . 
6.14 例 假设 是 R 中 的 线段 ， 太 是 0 中 的 有 界 变 差 左 连续 函数 ， 如 果 了 一 
岂 ， 执 知 [DPCz) 几 乎 处 处 存在 并 且 DFE L'， 我 们 断定 
DA = A, (1) 
其 中 凡是 由 
uasb)) = 6) — fla). (2) 
定义 的 Q 中 的 测度 
于 是 ，DAj 一 Any 当 且 仅 当 了 是 绝对 连续 的 . 
为 了 证 明 (1)， 我 们 必须 说 明 对 于 每 个 $€ 2C0)， 
(A,)($) = (DA) C$) =— Ay CD$). 


也 就 是 
| gdp -| (z) fx) dr. (3) 
但 (3) 是 Fubini 定理 的 简单 结论 ， 因 为 (3) 的 每 一 边 等 于 六 (x) 在 集合 
{(z1y) :XENYE QI) (4) 


上 关于 dz 和 dy 的 乘积 测度 的 积分 . 在 这 一 计算 中 用 到 了 Y 在 Q 中 有 紧 支 撑 这 一 
事实 . 
6.15 用 函数 做 乘法 假设 AE929 (0)，fEC”(0). 方程 
(fA)($) = AC(f$) [L$ € 9)CO)j (1) 
的 右边 是 有 意义 的 ， 因 为 当 #E9C0) 时 ，f$E 9(Q0)， 因 此 ，(1) 定 义 2(0) 上 一 
个 线性 泛 函 fFA， 事 实 上 ， 我 们 将 看 到 fA 是 Q 中 的 广义 函数 ， 
注意 必须 谨慎 地 应 用 这 个 记号 ， 如 果 fE 9(Q)， 则 Af 是 一 个 数 ， 而 fA 是 
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一 个 广义 函数 . 
JAE9 (Q) 的 证 明 依 赖 于 Leibniz 公式 
D'(fg) = Zs Df Dg). (2) 


这 个 公式 对 于 C”(Q) 中 一 切 f，& 以 及 一 切 多 重 指标 a 成立， 它 可 由 一 个 熟悉 的 
公式 
(uw) = uv wu,. (3) 
迭代 而 得 ，c 是 正 整数 ， 它 的 准确 值 容易 计算 出 来 ， 但 这 和 我 们 现在 的 需要 不 
相干 . 
对 于 每 个 紧 集 KCQ， 对 应 有 C 和 NN 使 得 对 于 一 切 $€E QBx，| A$ | 夺 C| $n 
由 (2)， 存 在 常数 C ， 它 依赖 于 f/，K 和 N， 使 得 对 于 $€E Bx，| 上 $n 所 C $n. 
从 而 
| CAF) ICC $y C$ € 9x). (4) 
由 定理 6.8,，fAE9 (0). 
现在 我 们 要 说 明 用 A 代替 g 时 Leibiniz 公式 成 立 ， 从 而 
Dr(fA) = SCs CD ?fF) (DA). (5) 
Bea 


证 明 纯 粹 是 形式 和 运算 .与 每 个 € R" 相 联 系 ， 定 义 函 数 h, 为 
万 (Z)》 一 exp(u * x). 
则 Dh, 二 wrh。。 如 果 在 (2) 中 用 hh 和, 代替 广 和 8 ， 得 到 等 式 
(x 二 v)" 一 = Se (u,v € R") (6) 
特别 地 ， wr Ty vty 
一 Copuc Dcp (— IF" pr 
bee rep 


一 > (一 1)0 TV >) 〈 一 1)18 cupcpr。 


re&a repea 
从 而 
(一 1)1«! 若 rr 二 a,， 
_ iM, = | (7) 
Do 其 他 
应 用 (2) 于 Ds($D" 5f)， 再 用 (7)， 得 到 等 式 
DY DcaDe$D™f) = (—1)" DY. (8) 


Ps 
现在 的 关键 是 (8) 给 出 (5)， 因 为 若 8%E 3(Q)， 则 
D(CfA)CDD= (一 DCFA)CD) = (—1)" ACfD'S) 
= D1) cs ACDI HDS)) 
Pa 


= ca DeA) GD™EY) 
Ba 
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一 -2 aL CD 2f) CD?A)ICS). 


6.16 广义 函数 序列 因为 2 (O) 是 2(0) 上 一 切 连续 线性 泛 贾 的 空间 ， 在 3. 14 
节 中 所 作 的 一 般 考 虑 给 9 (CQ) 提供 一 个 拓扑 一 一 由 2908) 导出 的 w 拓扑 一 一 它 
使 9 (0Q) 成 为 一 个 局 部 凸 空间 .如 果 {A,} 是 Q 中 的 广义 函数 序列 ， 则 在 全 (9) 中 
人 入, 一 从 (1) 
与 这 个 w’ 拓扑 有 关 ， 确 切 地 说 是 指 

limA# = 人 [LE 23(0)]. (2) 
特别 地 ， 如 果 {f,} 是 Q 中 的 局 部 可 积 函 数 序列 ,，“ 在 2 (0) 中 f,~>A" 或 

“{ 广 } 在 广义 函数 意义 下 收敛 于 A” 指 的 是 对 于 每 个 $€ 92(0) 


lim| gz) fT dr = A$. (3) 


下 面 关 于 序列 逐 项 微分 的 定理 简单 得 令 人 惊奇 . 
6.17 定理 假设 A,E3(0), i 一 1，2，3，… 并 且 对 于 每 个 $E OC(0) 


Ag = limAsy (1) 
存在 (作为 一 个 复数 )， 则 AEQD'(Q)， 并 且 对 于 每 个 多 重 指标 a， 在 9 (0) 中 ， 
DA,— DA. (2) 


证 明 设 KK 是 0 的 任 一 紧 子 集 ， 因 为 对 于 每 个 $8E 2x，(1) 成 立 并 且 9x 是 
Fréchet 空间 ，Banach-steinhaus 定理 2. 8 意味 着 ABx 上 的 限制 是 连续 的 . 由 定 
理 6.6 推出 A 在 390) 上 是 连续 的 ; 换 句 话说 ，AE9'(0Q)， 因 此 (1) 蕴 涵 

(Dr A) CB) = (一 LACDg) 
= (一 1)™" limA,(D’$) = lim( D"A,)#). 二 
6.18 定理 如 果 在 (人) 中 A, 一 人 并且 在 C”(Q) 中 一 g， 则 在 (0) 中 g,A 
—gAh. 

注意 ; “在 Cr (0Q) 中 g, 一 g” 涉 及 到 1.46 节 中 叙述 的 C”(0) 的 Fréchet 空间 
拓扑 . 

证 明 固定 %E9(Q). 在 C*(0)x9(9) 上 以 

Blg,A) = (CgEA)(Cg) = A(gy). 
定义 双 线 性 泛 函 B， 则 B 是 分 别 连续 的 ， 定 理 2. 17 意味 着 当 ;一 co 时 
B(g,,AM,) —> Blg,A). 
从 而 
(giA)($) > (gA) CY). 国 


局 部 化 


6.19 局 部 相等 ”假设 A, E000)(i==1，2) 并 且 w 是 Q 中 的 开 子 集 ， 则 
Ai 二 A。 (在 ww 中 ) (1) 
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指 的 是 对 于 每 个 %E D(C(w)，Ai1$8 二 A, 

例如 ， 若 了 是 一 个 局 部 可 积 亢 数 ，/ 是 一 个 测度 ， 则 在 w 中 A, =0 当 且 仅 当 对 于 
几乎 每 个 xzEw， 上 xz 一 0; 在 w 中 A 一 0 当 且 仅 当 对 于 每 个 Borel 集 ECw, nu(E)=0, 

这 个 定义 使 得 有 可 能 局 部 地 讨论 广义 函数 ， 另 一 方面 也 使 整体 地 描述 广义 函 
数 成 为 可 能 ， 假 若 它 的 局 部 性 质 已 经 知道 的 话 . 这 些 是 在 定理 6.21 中 前述 的 . 
其 证 明 用 到 我 们 就 要 构造 的 单位 分 解 . 

6.20 定理 车 全 是 R" 中 的 开 集 族 ， 它 们 的 并 是 Q， 则 在 在 序列 {yy}C3(0)， 
由宇 0， 使 得 

(a) 每 个 y 的 支撑 是 工 的 某 个 元 ， 

(b》 对 于 每 个 zE QD Wp(7) =1， 

(Cc) 每 个 紧 集 KCQ， 对 应 整数 m 和 开 集 WK 使 得 对 于 一 切 XEW 

页 (z) 十 和 十 各 (Cz) 二 1. (1) 

这 样 的 族 {y} 叫 做 Q 中 的 从 属于 0Q 的 开 覆 盖 下 的 局 部 有 限 单位 分 解 . 注意 
由 (b) 和 (c) 推 出 Q 中 每 一 点 有 一 个 邻 域 它 只 与 有 限 多 个 y, 的 支撑 相交 .这 就 是 
我 们 称 {y,} 为 局 部 有 限 的 理由 . 

证 明 设 S 是 0 的 可 数 稠密 子 集 ，{B,，B;，B;,…) 是 一 个 序列 ， 它 包含 
每 个 中 心 p, 在 S 中 半径 7+, 为 有 理 数 的 闭 球 B,， 并 且 B, 在 工 的 某 个 元 中 . 设 VV, 
是 中 心 为 p, 半径 为 r,/2 的 开 球 ， 容 易 看 出 0 二 UV,. 1.46 节 中 叙述 的 构造 方法 
表明 ， 存 在 函数 因 E90) 使 得 罗 宇 0, 在 V, 中 #8, 二 1, 在 B, 外 $$ 二 0. 定义 几 二 
办 并 且 归 纳 地 ， 


pt1 一 (1 一 页 ) Oo $b) gi (i 之 1). (2) 
显然 , 在 B, 外 yy 二 0 这 给 出 (a)， 关 系 式 
瑞 十 下 十 四 二 1 一 (1 一 各 )…(1 一 名) (3) 


当 i 二 1 时 是 平凡 的 ， 如 果 对 于 某 个 i,，(3) 成 立 ，(2) 和 (3) 相 加 得 出 用 i 十 1 代替 i 
的 (3) 式 ， 从 而 对 于 每 个 i，(3) 成 立 ， 因 为 在 V, 中 史 王 1， 故 推出 

凡 (7) 十 十 p(Xx) 二 1 若 X EV UU Ve (4) 
这 给 出 (b)， 此 外 ， 若 KK 是 紧 集 ， 则 对 于 某 个 m，KCViU…UV, 便 得 (c).， 国 
6.21 定理 假设 荆 是 开 集 QCR, 的 开 斤 盖 ， 并 且 对 于 每 个 wET， 对 应 有 广义 
函数 A,E 9 (w) 使 得 只 要 w 门 wf 了 关 $， 在 w 站 wf 中 


Aaw' = Aw. (1) 
人 A= A,. (2) 


证 明 ” 像 在 定理 6. 20 中 那样 ， 设 iy,} 是 从 属于 本 的 局 部 有 限 单位 分 解 ， 把 
每 个 i 与 一 个 集合 w, ET 相 联 使 得 w 包含 y, 的 支撑 ， 
如 果 $E 9(Q)， 则 9 一 呈 %y， 在 这 个 和 中 仅 有 有 限 多 项 不 为 0， 因 为 8 有 紧 
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支撑 .定义 
A$ = A, (yg$). (3) 
1 二 1 


显然 A 是 9(0) 上 的 线性 泛 了 水 . 
为 了 说 明 A 是 连续 的 ， 假 设 在 9(0) 中 $0， 存在 紧 集 KCQ， 它 包含 每 个 
的 支撑 . 如 果 像 在 定理 6. 20(c) 中 那样 选取 ww， 则 


Ag = DA pg) (一 1,2,3，…). (4) 
t=] 


因为 当 7 一 ce 时 ， 在 23(o) 中 ，Vb 风 一 0， 由 (4) 推 出 A8p, 一 0， 根据 定理 6.6，AE 
9(0). 
为 了 证 明 (2)， 取 $E 92(w)， 则 


pp E Dw 站 oh) (= 1,2,3,.) (5) 
故 (1) 蕴 涵 A。 (J.$) 二 A。Cy$)， 从 而 
Ag = DA Gp) = A DI DP) = Aug， (6) 
这 证 明了 (2). 
这 给 出 了 A 的 存在 性 ， 惟一 性 是 平凡 的 ， 因 为 (2)( 用 w, 代替 w) 意 味 着 A 必 
定 满 足 (3). 图 
广义 函数 的 支撑 


6,22 定义 假设 AE9 (C0)， 如 果 w 是 9 的 开 子 集 ， 并 且 对 于 每 个 $€ 9(w)， 
A$ 二 0， 我 们 说 和 A 在 w 中 为 0 设 W 是 所 有 开 集 wCCQ 的 并 , 在 w 中 和 为 0. W 
(相对 于 Q) 的 余 集 是 A 的 支撑 . 
6.23 定理 如 果 风 如 上 所 述 ， 则 人 在 砚 中 为 0. 

证 明 WW 是 A 在 其 中 为 0 的 一 切 开 集 w 的 并 . 设 醋 是 这 些 w 的 族 ， 并 且 
{ 罗 } 是 像 定 理 6. 20 所 述 的 WW 中 从 属于 醋 的 局 部 有 限 单位 分 解 。 如果 $E€ 29CW)， 
则 $= 二 >7%g .这 个 和 中 仅 有 有 限 项 异 于 0。 从 而 

A = >7ACpg) 一 0 

因为 每 个 y; 的 支撑 在 某 个 wET 中 . 国 

下 面 定理 最 引 人 注 目的 部 分 是 (d) ， 练 习 20 补充 了 它 . 
6.24 定理 假设 和 AEQ(Q) 并 且 S, 是 人 的 支撑 . 

(a) 如 果 某 一 个 8E OCQ) 的 支撑 不 与 S, 相交 ， 则 Ag 一 0. 

(b) 如 果 Ss, 是 空 集 ， 则 A 二 0. 

(c) 如 果 JEC”(Q) 并 且 在 某 个 包含 S, 的 开 集 V 中 4 一 1， 则 yA= 人 AA. 

(d) 如 果 S, 是 0 的 紧 子 集 ， 则 人 有 有 限 阶 ; 事实 上 ， 存 在 常数 cco 和 非 负 
整数 NN， 使 得 对 于 每 个 $E€E 3(0) 
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| A$ | C$ y. 
而 且 ，A 惟一 地 延 拓 为 C*(Q) 上 的 连续 线性 泛 函 . 

证 明 (a) 和 (b) 是 显然 的 .车 y 像 在 (c) 中 那样 ， 并 且 如 果 $E9(0)， 则 $ 一 
好 的 支撑 不 与 S。 相交 .于 是 由 (a),，A$ 一 A(y$) 一 (yA) (#8). 

如 果 5S, 是 紧 集 ， 由 定理 6. 20 推出 ， 存 在 VE2(CQ) 满 足 (c)， 固 定 这 样 的 y; 
记 它 的 支撑 为 K， 根据 定理 6.8， 存 在 c 入 使 得 对 于 一 切 $€EQx， | A$ | 委 c 
$1 nw，Leibniz 公式 表明 ， 存 在 一 常数 c。， 使 得 对 于 每 个 $E DCQ)，| 几 | x 委 
cz 上 $e nN， 从 而 对 于 每 个 %E 2(0)， 

| A$ 1=| Ay$) [Sallyply ac ls$l ny. 
因为 对 于 所 有 $E 9(Q)，Ag 一 人 (4) ， 公 式 
Af = A(yf) [Lf € co9)] (1) 
定义 了 人 的 一 个 延 拓 .这 个 延 拓 是 连续 的 ， 因 为 若 在 C~(Q) 中 f. 一 0， 则 f, 的 
每 个 导数 在 9 的 紧 子 集 上 一 致 地 趋 于 0; 因此 Leibniz 公式 说 明 在 9(0) 中 yf, 一 
0; 因为 AE92 Co)， 由 此 推出 Af. 一 0. 

如 果 fEC”*(0) 并 且 K。 是 0 的 任意 紧 子 集 ， 则 存在 %E 9(0) 使 得 在 K。 上 $ 
二 f， 由 此 推出 2(Q) 在 C” (9) 中 稠密 ， 从而， 每 个 AES9 (0) 至 多 有 一 个 到 C™ 
CQ) 上 的 延 拓 . || 

注意 ; 在 (a) 中 很 定 了 $ 在 某 个 包含 Ss 的 开 集中 为 0， 而 不 仅 是 $ 在 S^ 上 为 


由 于 (b) ， 下 面 最 简单 的 情况 即 S。 由 单个 点 组 成 的 情况 .这 些 广义 函数 将 被 
完全 地 描述 出 来 . 
6.25 定理 假设 AE9(Q),，pEQ，(p} 是 人 A 的 支撑 并 且 人 的 阶 为 N， 则 存在 
常数 c。， 使 得 
A= 2c.D'3,, (1) 


lalsN 


其 中 6。 是 由 
6 (区 = $Cp). (2) 
定义 的 赋值 泛 函 . 
反之 ， 每 个 形式 为 (1) 的 广义 函数 有 妨 作 为 它 的 支撑 (除非 对 一 切 gc，c 一 0). 
证 明 ”显然 对 于 每 个 多 重 指标 a。，D"6, 的 支撑 是 {p}。 这 就 证 明了 逆 命 题 ， 
为 了 证 明定 理 的 非 平凡 的 一 半 ， 假定 p 一 0CR" 的 原点 ) 并 考虑 对 于 所 有 的 
la| 三 NN 满足 
(Deg)(0) 一 0 (3) 
的 %E 29(Q)， 我 们 首先 要 证 明 的 是 (3) 区 涵 Ag 一 0. 
如 果 >0， 存 在 中 心 在 0 的 紧 球 KCgQ 使 得 车 | a | 一 N， 则 在 中 
| .Dog [< (4) 
我 们 断言 
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| Deg(Cz) Em "|rzIV® (EK,lal&N). (5) 
当 |a| 一 NN 时 ,这 就 是 (4)， 假 设 1<i<N， 假定 (5) 对 于 一 切 a，|a|=i 
已 被 证 明 ， 又 假设 | 8 | =: 一 1，D4y 的 梯度 向 量 是 
grad Ds$ = (D1 De$ ,.… ,D, D8$). (6) 
我 们 的 归纳 假设 意味 着 
| (grad Di ) (x) | 所. nn 1zlx (rE€ RK), (7) 
因为 (D 史 )(0) 二 0， 平 均值 定理 表明 用 6 代替 a 时 ，(5) 式 成 立 ， 于 是 证 明了 (5). 
选取 辅助 函数 yE 9CR")， 它 在 0 的 某 一 邻 域 中 是 1， 并 且 其 支撑 在 R" 的 单 
位 球 B 中 . 定义 


px) =y(E) (>0re€R'). (8) 
如 果 > 足够 小 ， 几 的 支撑 在 *BCK 中 . 根据 Leibiniz 公式 
Dr (yA) Cz) = Dc DT Wp) FI DGB) Cr) ra. (9) 
现在 由 (5) 推 出 一 
ys ln yciyly (10) 


只 要 rr 足够 小 ; 这 里 C 依 赖 于 n 入. 
因为 A 是 NN 阶 的 ， 存 在 常数 Ci 使 得 对 于 一 切 y€E Bx，| Ay | 委 Ci uv. 
因为 在 A 的 支撑 的 一 个 邻 域 中 y= 二 1， 由 (10) 和 定理 6. 24(c) 推 出 
| Ag |=| AGO8) I Cl gs ly yc yl yn. 
因为 jy 是 任意 的 ， 我们 证 明了 只 要 (C3) 成立 Ag 一 0. 
换 名 话说 ，A 在 泛 函 Dr6o( | a | 志和 N) 的 零 空 间 的 交集 上 为 0， 因 为 
(D60) C$) = (— 1)'6, CD"$) = (一 1)" (Dr$) 0). 
由 引 理 3, 9 得 到 表达 式 (1). 加 


作为 导数 的 广义 函数 


在 本 章 的 引 论 中 已 经 指出 ， 广 义 函数 理论 的 目的 之 一 在 于 扩大 函数 概念 使 得 
偏 微分 可 以 不 受 限制 地 进行 .广义 函数 确实 满足 这 一 要 求 ， 反 过 来 一 一 正如 我 们 
将 要 看 到 的 一 一 每 一 个 广义 函数 (至 少 局 部 地 ) 是 某 个 连续 函数 f 和 某 个 多 重 指标 
a 的 D"*f， 如 果 每 个 连续 函数 具有 一 切 阶 偏 导数 ， 则 广义 函数 的 任何 真子 类 (对 于 
上 述 目 的 ) 都 是 不 能 胜任 的 ， 在 这 种 意义 下 ， 函 数 概念 的 广义 函数 扩充 是 (实现 上 
述 目 的 的 ) 最 经 济 方式 . 

6. 26 定理 假设 AE9(Q)， 民 是 QQ 的 紧 子 集 ， 则 存在 四 中 的 连续 函数 和 多 重 
指标 a 使 得 对 于 每 个 %E 2r ， 
Ag 一 CD | fH DG dz. (1) 


证 明 不 失 一 般 性 ， 假 定 KCQ， 其 中 Q 是 R" 中 的 单位 立方 体 ， 它 由 一 切 


第 6 章 测试 函数 与 广义 函 改 125 


并 一 《21， "0, Tn), 0O<7z, 委 1， 1 一 1，2，…， n 组 成 . 平均 值 定理 说 明 


ly |< max | (Dr)| (YE Vo) (2) 
1 二 1]， 2， *"» nn. 令 了 = 一 DD,…DD,. 对 于 yEQ， 设 Q(y) 表 示 Q 中 满足 ,二 vy 
(1 声 i 志 n) 的 子 集 ， 则 

YCy) = | TW ndr (YE ge). (3) 


如 果 N 是 非 负 整 数 并 且 把 (2) 应 用 于 少 的 逐次 导数 ， 则 对 于 每 个 VE 2 ，(3) 导 出 
不 等 式 


lyly < max | CTYy)(z) |。 | (CTX Cz) | dz， C4) 
因为 AE93 (9)， 存 在 六 和 C 使 得 
| Asl<cCclgllw C$ € 92r). C5) 
从 而 C4) 说 明 
Asl< | TCD 1 dr (gE€ gr). (6) 


由 (3)， 是 Yo 上 是 一 一 的 ， 从 而 在 Dk 上 亦 是 . 因此 ， TAI: Dk > Dk 是 
一 一 的 .从 而 通过 令 


Al Tig 一 A ($ € Dr )， (7) 
在 T*+! 的 值 域 Y 上 可 以 定义 泛 冰 A; ， 而 (6) 说 明 
| Aiy [< c| yn) |dz (yeEeY). (8) 


因此 Hahn-Banach 定理 把 A; 延 拓 为 L'1(K) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 换 句 话 说 ， 存 在 
太 上 的 有 界 Borel 哺 数 g， 使 得 


人 一 AMT $= | gCTHD Dd (f€ nr). (9) 
在 天 外 定义 g(Cz) 一 0， 并 且 令 
fw = eardr, Cy € R'). (10) 
则 连续， 并 且 次 分 部 积分 说 明 (9) 给 出 
A$ = CD" FDTD de Cf € ox). (11) 
除了 符号 可 以 改变 之 外 ， 这 便 是 (1)， 其 中 
a = (CN 十 2 N 十 2)， 国 


当 A 有 紧 支 撑 时 ， 刚 才 证 明 的 局 部 结果 可 以 转变 为 整体 的 结果 . 
6.27 定理 假设 尺 是 紧 的 ,VV 和 0 在 R" 中 是 开 的 并 且 KCVCQ， 又 假设 人 
E9(Q)， 民 是 人 的 支撑 并 且 人 是 于 阶 的 ， 则 存在 有 限 多 个 在 四 中 连续 的 函数 
(每 一 多 重 指标 满足 BN+2, i 一 1, 2,，…"， n) 其 支撑 在 V 中 ， 使 得 


A= DDsf,. (1) 
有 
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当然 ， 这 些 导 数 应 该 理解 为 广义 函数 意义 下 的 ，(1) 指 的 是 
A$= DD fn Dd [ge 90)]. (2) 
有 只 
证 明 ”选取 开 集 W,， 它 具 有 紧 财 包 W， 使 得 KCW 并 且 WCV. 用 殉 代 圭 


KK ， 应 用 定理 6. 26. 令 a 一 (N+ 十 2，*…，N 十 2)， 定理 6. 26 的 证 明 表 明 存 在 在 Q 
中 连续 的 函数 f， 使 得 


Ag = (— DD | fn Dg) Cz) dz [$ € 29W)]. (3) 


我 们 可 以 用 在 玉 上 为 1， 其 支撑 在 V 中 的 连续 函数 乘 上 ， 而 不 妨碍 (3). 
固定 VE 3(Q) ， 其 支撑 在 W 中 ， 使 得 在 某 个 包含 下 的 开 集 上 yy 二 1， 则 对 于 
每 个 $E 9(0)，(3) 蕴 涵 


A$ = ACyg) 一 (一 Do| 7 Dr (yg$) 


= Dr" | fewp" yp 
0 pe 
这 便 是 (2) ， 其 中 
户 一 (一 Dacepr。Drip (BSa). 时 

下 一 个 定理 描述 了 广义 函数 的 整体 结构 . 
6.28 定理 假设 和 AEQ(Q)， 则 在 在 Q 中 的 连续 函数 g, ， 使 得 对 于 每 个 多 重 指 
标 a, 

(a) 每 个 紧 集 KCQ 仅 与 有 限 多 个 g。 的 支撑 相交 ， 

(b) A= DD°g,. 


如 果 人 是 有 限 价 的 ， 则 可 以 选取 函数 gs 仅 有 有 限 多 个 异 于 0. 
证 明 存在 紧 立 方 体 Q .和 开 集 V, (=1，2，3，…) 使 得 QCVCQ，Q 是 
Q, 的 并 ， 并 且 没 有 Q 的 紧 子 集 与 无 穷 多 个 V, 相交 、 存 在 #E QCV,) 使 得 在 Q, 上 
$, 二 1， 像 在 定理 6. 20 中 那样 用 此 序列 {$,}) 构 造 一 个 单位 分 解 {J}; 每 一 个 办 有 
支撑 在 V, 中. 
定理 6. 27 应 用 于 每 个 yA， 它 表明 存在 有 限 多 个 在 V, 中 连续 的 函数 广 。 
使 得 
phA= DD°f,.. (1) 
定义 
ge 二 SF。 (2) 


这 些 和 是 局 部 有 限 的 ， 其 意义 是 每 个 紧 集 人 CgQ 仅 与 有 限 多 个 f.,, 的 支撑 相 
交 ， 由 此 推出 每 个 g, 在 0 中 连续 并 且 (a) 成 立 . 

因为 对 于 每 个 %E 9(Q)，y 一 了 yb ， 我 们 有 A 一 yA， 因 此 (1) 和 (2) 给 出 
Cb). 
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由 定理 6. 27 得 出 最 后 的 结论 . LJ 
卷 积 

从 两 个 函数 的 卷 积 开 始 ， 我 们 将 定义 一 个 广义 函数 与 一 个 测试 函数 的 卷 积 ， 
然后 (在 某 种 条 件 下 ) 是 两 个 广义 函数 的 卷 积 .这 些 对 于 Fourier 变换 在 微分 方程 
中 的 应 用 是 重要 的 . 卷 积 的 一 个 特征 性 质 是 它们 与 平移 和 微分 可 交换 (定理 
6. 30，6. 33，6. 37)， 微分 可 看 作 是 与 Dirac 测度 的 导数 的 卷 积 (定理 6. 37). 

在 符号 方面 作 点 改动 将 会 方便 些 ， 用 字母 wu，v 既 表 示 广 义 函 数 也 表示 函数 . 
6. 29 定义 在 本 音 的 剩余 部 分 用 9 和 2 代替 9CR") 和 9(R")， 如 果 * 是 民 " 中 
的 函数 ， rER", Tr 和 z 是 如 下 定义 的 函数 ， 


(ru)(y) = uy— ruy) = uy (y€ R"). (1) 
(ru)(Cy) = uy— x) = u(r y). (2) 

如 果 和 w 是 R" 中 的 复 函 数 ， 它 们 的 卷 积 wx wv 定 义 为 
(u x* v) (zx) = | ,uur — dy, 《3) 


倘若 这 个 积分 对 所 有 (或 至 少 几 乎 所 有 ) zeER" 在 Lebesgue 意义 下 存在 ， 由 于 
(2)， 


Cox Wz) = | .uCy)(ra)C?)dy (4) 


这 使 得 自然 地 定义 
(zxg(z) = 一 zxrg) (ecE9E9zER)， (5) 
因为 若是 局 部 可 积 函数 ，(5) 与 (4) 一 致 ， 注 意 ux*$ 是 一 个 孙 数 . 


| “7 一 | «(Tv) 


对 函数 u 和 w 成 立 ， 它 使 得 自然 地 定义 w€ 9 的 平移 zww 为 
(ru) C$) = ur sg) (FE 9,TE R"). (6) 
则 对 每 一 个 zxE R"，tzu€9' ;我们 把 验证 适当 的 连续 性 要 求 作为 一 个 练习 . 
6.30 定理 假定 E99 ,$yE9， 则 
(a) 对 所 有 XER”, tux)=(ru) * $=—=ux (rp); 
(b)ux$EC” 并 且 对 于 每 个 多 重 指标 和 ， 
D(Cux$)= Du) x* $=ux (Dg). 
(Cux ($=Cux xy. 
证 明 对 任意 的 y€ R"， 
(r (zxg)(y) = Cuxd ly— 7r) = u(r, ss), 
(zu) x PY) = cu) rp) = ulr, ip), 
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(ux (TB Cy) = ur rh) ) = ulr, $$), 
这 给 出 (a); 其 中 用 到 
rr 一 rr (cp) = 


以 后 像 上 面 那 种 纯粹 正规 的 演算 有 时 将 略 去 ， 


如 果 w 应 用 于 等 式 

t(D$)Y) = (1) Dr (rg) (1) 

的 两 边 ， 得 到 (b) 的 一 部 分 ， 即 
171 (ux (D$)) Cr) = (CDru) x $) C7). 

为 了 证 明 (b) 的 某 余部 分 ， 设 。 是 R" 的 单位 向 量 并 且 令 

二 rmt) (r> 0). (2) 
则 (a) 给 出 

Dux) 一 ux (np). (3) 


当 r 一 0 时, 在 9 中 mw 一 D4$， 其 中 D。 表示 关于 方向 e 的 方向 导数 ， 因 而 在 9 
中 ， 对 于 每 个 XE R” 
tr (pp) ) > ri CD.g)". 


故 
limCu x (pg)) Cz) — Cux (D#$)) Cz). (4) 
由 (3) 和 (4)， 我 们 有 
D.Cux$) = ux (Dg), (5) 
并 且 迁 代 (5) 给 出 (b). 
为 了 证 明 (c)， 我 们 从 等 式 
(gx)Y 人 = | br) ds (6) 
开始 ， 设 Ki 和 KK。 是 多 和 用 的 支撑 . 令 K=Ki+K,. 
则 
s—> (sr 
是 R" 到 9x 中 的 连续 映射 ， 它 在 Ki 之 外 为 0。 因 此 (6) 可 以 写 为 2k- 值 积分 ， 即 
($x "= | (Cs5)rgds， (7) 


现在 定理 3. 27 说 明 
(ux (px))0)= u(x gp) ) 


= | 2 Du) ds 一 | .~ s) (ux $) (5s)ds, 


(ux ($x*y))(0) 一 (ux $) x (0). (8) 
为 了 得 到 用 xz 代 蔡 0 的 (8) 式 ， 用 zt .y 代替 yp， 再 应 用 (8) 并 且 借 助 于 (a)， 
[172| ”就 证 明了 (ce). 


第 6 章 测试 函数 与 广义 函数 129 


6.31 定义 ”R" 上 的 近似 单元 将 代表 下 列 形式 的 隧 数 序列 且 ， 
h,(r) = yh(xr) (j= 1,2,3,."), 


其 中 hE Q(R")，h 宕 0， 且 | .acz)dz 二 1. 


6.32 定理 假设 {hh} 是 R" 上 的 近似 单位 ，$E9F，uE 人 FH， 则 

(a) 在 中 ，lim$ x 有 ,一 办 

(b) 在 9 中 ， imax 局 一 此 

注意 (b) 意 味 着 每 一 广义 函数 是 无 穷 可 徽 函 数 序列 在 9 拓扑 中 的 极限 . 

证 明 如果 f 是 R”" 上 的 任 一 连续 函数 ， 验 证 /x 疡 一 /在 紧 集 上 一 致 成 立 是 
一 个 平凡 的 练习 .把 它 应 用 于 以 Deg 代替 f 的 情况 ,我 们 看 到 Dr ($ xh) 一 D'$ 
一 致 成 立 ， 此 外 ， 所 有 加 xh, 的 支撑 位 于 某 个 紧 集 中 ， 央 为 儿 的 支撑 收缩 到 {0}， 
这 给 出 (a). 

往 下 ，(a) 和 定理 6. 30(c) 给 出 (b) ， 因 为 

(和 一 (zxg)(0) = limCu x (h, * $))C0) 


= lim(Cuxh,) *$)(0) = lim(Cu x h,) (9). 
6.33 定理 
(a) 如 果 uE9 并 且 
L$=ux$ ($€ 9), (1) 
则 工 是 9 到 C” 中 的 连续 线性 映射 ， 它 满足 
rL =, (rE€R’). (2) 


(b) 反 之 ， 如 果 工 是 外 到 CCR") 中 的 连续 线性 映射 并且 工 满 足 (2)， 则 存 
在 惟一 的 u€E9 使 得 (1) 成 立 ， 

注意 : (b) 意 味 着 工 的 值 域 实际 上 在 C” 中 . 

证 明 (a) 因 为 ceux$) 二 wx (rt$)，(1) 蕴 涵 (2)， 为 了 证 明 工 是 连续 的 ， 
我 们 必须 说 明 工 对 于 每 个 2x 的 限制 是 到 C” 中 的 连续 映射 . 因为 它们 是 Fréchet 
室 间 ， 闭 图 像 定理 可 以 应 用 .假设 在 9x 中 轴 一 $， 并 且 在 C 中 wx 上 一 记 我 们 
必须 证 明 f= 二 ux $. 

固定 zER"， 则 在 9 中 rp 一 rp， 故 

f (x)= lim(u * $)(7z) = limulr.$,) 
= u(t$) = (ux fCz). 

(所 定义 wl 办 二 (LP)(0)、 因 为 6>% 是 9 上 的 连续 算 子 ， 并 且 在 0 的 赋值 是 

C 上 的 连续 线性 泛 应 ，u 在 9 上 连续 .因此 ，uE€ 9 .因为 上 满足 (2)， 
(L$) C1)= Cr L$) (0) = (Ler-$) C0) 
= u((c ug)v) = u(r$) = (ur) x). 

4 的 惟一 性 是 显然 的 ， 因 为 车 x€ 9 ， 并 且 对 于 每 个 $E 9，w x*$ 一 0， 则 对 

于 每 个 $E9 
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ul$) = (uxd)(0) 一 0; 
从 而 w==0. | | 
6.34 定义 ”现在 假定 xE9 并 且 w 具有 紧 支 撑 . 根据 定理 6.24,， xu 可 惟一 地 延 
所 为 C” 上 的 连续 线性 江 函 ， 因 此， 可 以 用 与 前 面相 同 的 公式 定义 xu 和 任意 $C 
C” 的 卷 积 ， 即 
(zxg)(z) = utp$) (rx € R"). 

6.35 定理 假设 XE9 具有 紧 支撑 并 且 $EC”， 则 

(a) 若 XER", tux$) (ru) x $—ux (rg) 

(b)xzxgEC” 并且 

Dlux*xg) = (Du)x$ = wx (Dg). 

此 外 ， 如 果 VE3， 则 

(Cc)xxwES3， 并 且 

(dux ($x yg)=(uxd) x y= (ux yp) x 

证 明 (a) 和 (Cb) 的 证 明 与 定理 6. 30 相似 ， 没 有 必要 再 重复 .为 了 证 有 明 (c)， 
设 K 和 五 分 别 是 x 和 y 的 支撑 . ry 的 支撑 是 xz 一 及 ,因此 

(ux (zx) = ulryg)=0 

除非 与 x 一 日 相交 ， 即 除非 zE 天 十 万 因此 ，w x y 的 支撑 位 于 紧 集 天 十 
五 中 . 

为 了 证 明 (d), 设 W 是 包含 KK 的 有 界 开 集 ， 选 取 加 E93, 使 得 各 ==$ 在 WW 十 
态 中 ， 则 在 WW 中 ($xJ) "二 (8 和 o xy)"， 所 以 


(ux (px)))0) = (ux (po * 0). C1) 
如 果 一 s€E， 则 二 tpo 在 W 中 ; 从 而 wx$ 二 wx 加 在 一 中 ， 这 给 出 

CCux 8) x C0) = CCux ty) C0). (2) 
因为 w* 乡 的 支撑 位 于 天 十 五 中 ， 

(Gex 内 x 风 (0) = Cx C0). (3) 


根据 定理 6. 30，(1) 到 (3) 的 右边 是 相等 的 ， 所 以 左边 也 相等 .这 证 明了 (d) 
中 的 三 个 卷 积 在 原点 是 相等 的 .。 像 在 定理 6. 30 证 明 的 末尾 那样 ， 一 般 的 情况 由 
平移 得 出 . 图 
6.36 定义 如 果 x，vES939， 并 且 这 两 个 广义 函数 至 少 有 一 个 具有 紧 支 撑 ， 
定义 
JI 一 xx(oxg (gE 2). (1) 
注意 这 个 定义 是 合理 的 .因为 如 果 有 紧 支 撑 , 则 vx $E9 并 且 L$gEC”; 
如 果 有 紧 支 撑 ， 则 也 有 LE C”， 因 为 vx $E€EC”， 而 且 对 一 切 XE R", zt 二 
Lt; 这些 结 论 由 定理 6. 30 和 6. 35 得 出 . 
事实 上 ， 泛 函 乡 >(L8)(0) 是 一 个 广义 函数 ， 为 此 ， 假 设 在 9 中 史 一 0. 由 定 
理 6.33(a)， 在 C 中 wx 吕 一 0; 此 外 ， 如 果 儿 有 紧 支 撑 ， 则 在 9 中 vx 8 一 0， 不 
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管 刀 种 情形 ， 都 可 得 出 (ZL 多 )(0) 一 0. 
现在 定理 6. 33(b) 的 证 明 表 明 ， 这 个 用 wx v 表示 的 广义 函数 ， 由 公式 


L$ = (uxv) x ($E 2) (2) 
与 上 相 联 .换血 话 说 ，u x* v€E 9 被 
(uxv)x$=uxr(vx$) ($E YD) 《3) 


刻 划 . 
6.37 定理 假设 u,v,，wE9.. 
(a) 如 果 12， 中 至 少 有 一 个 具有 紧 支 撑 ， 则 Ux* Vv 二 Vx. 
(b) 如 果 S, 和 S, 是 ww 和 的 支撑 ， 且 至 少 其 中 之 一 是 紧 的 ， 则 
SuvC Su S,. 
(c) 如 果 S,，S,。，Sw 中 至 少 两 个 是 紧 的 ， 则 
(Ux UV) XW = Ux (UX). 
(d) 如 果 8 是 Dirac 测度 ，a 是 多 重 指标 ， 则 
Du 一 〈DeS) x 2. 
特别 地 ，z 一 8x 2 
(e) 如 果 集合 S.，S, 中 至 少 有 一 个 是 紧 的 ， 则 对 每 个 多 重 指标 a， 
Dr (ux wv) = (Du) x v= ux (Dv). 
注意 ,结合 律 (c) 密 切 依赖 于 所 述 的 假设 ， 见 习题 24， 
证 明 (〈a) 取 4E9，%wE929， 因 为 函数 的 卷 积 是 交换 的 ， 定 理 6. 30(c) 列 涵 
(ux vw) x ($xp) = wx vx (pxy)) 
一 ux (CVx$) yg) 一 ux (px (vx ). 
如 果 S, 是 紧 的 ， 再 一 次 应 用 定理 6. 30(c); 如 果 S. 是 紧 的 ， 应 用 定理 6. 35(d); 
无 论 哪 种 情况 


(uxv) x (px) = (uxy) x (vx. C1) 
因为 $x yg 二 yx*$， 同 样 的 计算 给 出 
(vxu) x px) = vx px (uxy). (2) 


(1) 和 (2) 两 式 的 右 端 都 是 函数 的 卷 积 (一 个 在 9 中， 一 个 在 C 中 ); 从 而 它 
们 相等 .因此 ， 
(ux B= (Coxu) yg (3) 
两 次 应 用 定理 6. 33 证 明 末 尾 的 惟一 性 的 讨论 给 出 wx* v 二 vx 
Cb) 若 $8€ 9， 简 单 的 计算 给 出 
(ux vg) = ulCvx®)"). (4) 
不 失 一 般 性 ， 根 据 (a) 我 们 可 以 假定 5, 是 紧 的 。 定理 6. 35Cc) 的 证 明 表 明 ，v*$ 
的 支撑 在 S, 一 Ss 中， 由 (4)，(wx v)($) 二 0 除非 5S, 与 5S1 一 5。 相交 ， 即 除非 Ss 
与 $, 十 S$, 相交 . 
(c) 由 (b) 我 们 断定 
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(wxvu)xw 和 ux (vx rw) 
二 者 都 有 定义 ， 如 果 集 合 5S,，S,，S。 中 至 多 有 一 个 不 是 紧 的 ， 若 8%E 9， 从 定义 
6. 36 直接 推出 


(Ux (vw)) $= ux (vxw) dd) = ux (vx (wx 8)). (5) 
如 果 S, 是 紧 的 ， 则 
((uxv) Xxw) bo (uxv) x (wt) 一 ux (vx (wx)) (6) 


因为 由 定理 6.35(c)，wx $E 2。， 当 S, 是 紧 的 ， 比 较 (5) 和 (6) 给 出 (c). 
如 果 S.。 不 是 紧 的 ， 则 S, 是 紧 的 ， 刚 才 的 情形 和 交换 律 (a) 合 起 来 给 出 
Ux (VX WX (WV = (wu 
= WX (VXU) = Wu v) = (ux vv) w. 
Cd) 如 果 8E23， 则 9xg 一 #， 因 为 
(9xg)(z) 一 SCro) 一 (rz 史 )(0) 
= $(— zx) 一 8z)。 
从 而 上 面 (c) 和 定理 6. 30(b) 给 出 
(Du)x$= ux Dp = ux D(x = ux (DO). 
最 后 ， 由 (Cd)，(c) 和 (a) 得 出 (e): 
D(Cuxwv) = (DBO) x (uxv) = ((DB)xu) xD 一 (Dau) xD 
以 及 
((De8) xu) xvu= (uxDd) v= ux CD) v) = wr Dw. 型 


习题 


1. 假设 f 是 R" 中 具有 紧 支 撑 的 复 连续 函数 .对 于 某 个 VE 9 和 某 个 多 项 式 
序列 {p,} 证 明 yp, 习 f 在 R" 上 一 致 成 立 . 

2. 说 明 对 于 曾 在 6. 2 节 中 否定 的 2CQ) 的 可 度量 化 拓扑 ， 关 于 任何 Q 不 是 完 
备 的 . 

3. 如 果 下 是 R" 的 任意 闭 子 集 ， 证 明 存 在 f€C”(R*)， 使 得 对 于 每 个 zEE， 
f(x)= 二 0，、 而 对 于 每 个 其 他 的 TIER”，f(zx)>0, 

4. 假设 AE9 (0) 并 且 对 于 任何 $€E940)，$ 宇 0， 则 Ag 关 0. 证 明 人 是 中 
的 正 测度 ( 它 在 紧 集 上 是 有 限 的 ). 

5, 证 明 在 Leibniz 公式 里 的 数 cg 是 


as 


‘a = 1 pre By 
6. (a) 假 设 C, 一 exp[ 一 (1) 1 ， 1 一 0，1，2，…， 对 于 每 个 8E CCR) 级 数 


SC, CD"$) 0) 


m=0 


收敛 吗 ? 
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(b) 设 Q 是 R" 中 开 集 ， 假设 A,E2 C0) 并且 所 有 A, 的 支撑 在 某 一 固定 的 紧 
集 KCQ 中 .证明 序列 {A,} 在 9 (9) 中 不 收敛 除 非 A, 的 阶 是 有 界 的 .提示 : 利 
用 Banach-Steinhaus 定理 . 

(ec) 是 否 可 以 把 (b) 中 关于 支撑 的 假定 取消 ? 

7. 设 0 二 (0，co)， 定 义 

Ag 一 yD")( 襄 ) [$ € 9(0)1. 
证 明 A 是 9 中 的 无 穷 阶 广义 函数 . 证 明 A 不 能 延 拓 为 R 中 的 广义 肾 数 ， 即 不 存 
在 AoEG(R)， 使 得 在 (0，<e) 中 A 二 人 A. 
8. 刻 划 支撑 为 有 限 集 的 所 有 广义 函数 . 
9. (a) 证 明 集合 EC9(Q) 是 有 界 的 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 AE9 (0) 
sup{| Ag |1:gE 三 ) 到 co. 

(b) 假 设 {$} 是 92(Q) 中 的 序列 ， 使 得 对 于 每 一 个 A€ 2 (90) 数列 {A} 是 有 界 
的 . 证 明 {$) 的 某 个 子 序列 在 2(9) 的 拓扑 中 收敛 ， 

Cc) 假设 {A,) 是 9CQ) 中 序列 ， 使 得 对 于 每 个 6E 9CQ)，{Aj$} 有 界 .。 证 明 
{A,} 的 某 个 子 序列 在 92 (0Q) 中 收 合并 且 在 9C0) 的 每 个 有 界 子 集 上 收敛 性 是 一 至 
的 ， 提 示 : Banach-Steinhaus 定理 ，A, 的 9x 的 限制 是 等 度 连续 的 .应 用 Ascoli 
定理 . 

10. 假设 {fi} 是 QCR" 中 的 开 集 ) 中 的 局 部 可 积 函 数 序列 并 且 对 于 每 个 紧 集 开 
Cn 


im| | f(x) | dz = 0. 


证 明 对 于 每 一 个 多 重 指标 a。， 当 i>oo 时 ,在 2 (0)D'f,*0. 
11. 假设 9 是 R" 中 开 集 ，{f} 是 9 的 调和 函数 序列 ， 并 且 在 广义 函数 意义 
下 收敛 于 某 个 AE9 (2)， 确 切 地 说 ， 这 个 假设 是 


Ag 一 lim| 六 cz)8Cz)dz [# € 9(9)] 


证 明 {f/.) 在 0 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 ， 并且 A 是 调和 函数 ， 提 示 :， 如 果 了 调 
和 ，f(z) 是 中 心 在 的 小 圆周 上 的 平均 值 . 

12. 回忆 8CDirac 测度 ) 是 对 于 每 个 %E 9CR)，6($) = 二 6(0) 的 广义 函数 .对 于 
它 ，fEC”(R) 则 f6'=0 对 吗 ? 对 于 f8 问答 同样 的 问题 ， 由 此 得 出 函数 f€ C0” 
(R) 在 广义 函数 AE9'(R) 的 支撑 上 可 能 为 0， 虽然 /A 关 0. 

13. 如 果 $E9C0) 并 且 AE9(0)， 是 否 $A 二 0，A$= 二 0 中 一 个 能 推出 另 
一 个 ? 

14. 假设 KK 是 R" 中 的 闲 单 位 球 ，AE 9'(R") 的 支撑 在 KK 中 ， 并且 FE C” 
(R") 在 KK 上 为 0 证明 fA 二 0， 找 出 另外 的 集合 KK 使 得 这 一 点 成 立 ，( 与 习题 12 
比较 ) 
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15. 假设 KCvVCQ，K 是 紧 集 ,V 和 QQ 是 R 中 开 集 ，AE9 (C0) 的 支撑 在 
K 中 并 且 {8.} 忆 9(0) 对 于 每 个 多 重 指 标 a 满足 
lim[L sup | (Deg,)(z) |] = 0. 
证 明 limA($)==0. | 
16. 如 果 在 假设 (a) 中 用 天 代替 V， 则 刚才 的 命题 不 真 . 用 下 列 例子 说 明 这 
一 点 . 其 中 Q=R， 选取 c >>cs>>…>>0， 使 得 yc 过 co; 定义 


A$ = DD) $c) — $0)) ($ € 9(R)); 


并 且 考 虑 肾 数 E93(R) 使 得 加 (zx) 二 0 如 果 x 声 c,41， 多 (z) 一 本 ， 如 果 c 委 z 魏 和. 


此 外 证 明 A 是 一 阶 广义 函数 . 

然而 ， 对 于 某 个 天 ， 习 题 15 中 的 假设 (a) 的 V 可 用 KK 代替 . 证 明 当 KK 是 R"* 
中 闭 单位 球 时 这 也 是 对 的 . 找 出 另外 的 使 之 成 立 的 集合 KK. 

17. 如 果 AE 9 CR) 是 N 阶 的 ,证明 对 于 某 个 连续 函数 f/，A 二 DN*?*f， 如 果 
A 一 6，f 可 能 是 什么 ? 

18. 用 定理 6. 27 中 给 出 的 形式 尽 可 能 明确 地 表示 SE 2 (R?). 

19. 假设 AE9 C0)，$E 9(Q) 并 且 对 于 人 的 支撑 中 的 每 个 x 和 每 个 多 重 指 
标 a，CD"$) (x) 二 0， 证 明 Ag 一 0， 提示 : 用 定理 6. 25 中 使 用 的 方法 ， 首 先 对 于 
具有 紧 支撑 的 广义 函数 证 明之 . 

20. 证 明 C”*(Q) 上 的 每 个 连续 线性 泛 函 具有 形式 f 一 和 Af， 其 中 人 是 具有 紧 
支撑 (在 Q 中 ) 的 广义 函数 ， 这 是 定理 6. 24(Ca) 的 道 . 

21. 假设 C~(T) 是 C 中 单位 圆周 个 上 一 切 元 穷 可 微 复 函数 的 空间 ，C™(T) 
可 以 看 作 是 C” (R) 的 以 2x 为 周期 的 全 体 函 数组 成 的 子 空间 . 假设 


f(z) = Sar 
在 C 中 的 开 单 位 圆 盘 U 内 收敛 . 证明 f 的 下 列 三 个 性 质 每 一 个 蕴涵 其 他 两 个 : 
(a) 存 在 62<co 和 y<co 使 得 
| a，。 [| 妇 y。z2 (n= 1,2,3,.…). 
(b) 存 在 p 达 co 和 YY 过 co 使 得 


| fz) [ye Iz|)? (z€ED). 
(c) 对 于 每 个 %E C” (7T)， lim J .f(yYe”)$(e*)d9 存在 (作为 复数 ). 
La 


UU Tu 
I 


22. 对 于 wE9CR)， 说 明 当 zx 一 0 时 在 2 CR) 中 一 Du. (因此 的 导 


数 也 可 看 作 商 的 极限 . ) 
23. 假设 {f.) 是 R" 中 局 部 可 积 函 数 序列 ， 使 得 对 于 每 个 %E 2(R") 和 每 个 
ER"， 
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lim(f. x $) Cz) 

存在 .证 明 对 于 每 个 多 重 指 标 a，{D(f,*)) 在 紧 集 上 一 致 收 敛 . 
24. 设 电 是 RR 上 的 Heaviside 函数 ， 定 义 为 

1 如 果 > 0， 

HD | 如 果 之 之 0， 


并 且 设 6 是 Dirac 测度 . 
(a) 如 果 gE 9(R)， 证 明 (HEx 内 (z) 一 | gds 


(b) 证 明 8 x H=6. 
(ce) 证 明 1 x 8 一 0. (此 外 1 表示 在 每 一 点 为 1 的 局 部 可 积 函 数 ， 将 它 看 作 广 
义 函 数 . ) 
(d) 由 此 推出 结合 律 不 真 : 
lx (6 x H)=1x*6=1, 
但 是 
(1x8)x*xH=0x*xH=0. 
25, 这 里 是 类 似 于 定理 6. 33 的 卷 积 的 男 一 个 特征 .假设 工 是 9 到 C” 的 连续 
线性 映射 ， 并 且 与 每 个 Dr 可 交换 ， 即 
(a) LD'$—D:L$ ($E9). 
则 存在 w€E 9 使 得 
L$ = wx 
提示 : 固定 $E9, 令 
hlx) = (rsLrs$) (0) = (Lrs$)lx) (rz € R"), 
设 D. 是 定理 6. 30 的 证 明 中 所 用 的 方向 导数 ， 证 明 
(Dh) xz) = (DLrs$) (x) — (Lr.D$) Cx), 
当 (a) 成 立时 ， 上 式 为 0， 因 此 h(x) 二 Ah(0)， 这 蕴涵 tL 二 Lt,. 
L 的 值 域 在 C” 中 的 这 个 假设 能 减弱 吗 ? 
26. 如 果 对 于 每 个 S>0，FELI(( 一 ce， 一) U(3，co))， 定 义 它 的 主 值 积 
分 为 
PYy| fz)dr = lim(| +| )f (az, 
如 果 其 中 极限 存在 ， 对 于 YE BCR), 令 
4 一 | $6)log | z | dz. 
证 明 
A$= PV| ”gz) 旦 ， 
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M$=— PV| fod. 


27. 找 出 至 少 满足 下 列 条 件 之 一 的 所 有 广义 函数 uE€ 9 (R")，: 
(a) 对 于 每 个 xE R"*,， ru 二 u; 
(b) 对 于 每 个 a，| c | = 二 1，Drwu 二 0. 


第 7 章 Fourier 变换 


基本 性 质 


7.1 记号 (a)R" 上 的 规范 Lebesgue 测度 是 由 
dm, (Xx) = (2r) ”2 dz 
定义 的 测度 m,。 因子 (2x)-“ 简 化 了 反 演 定理 7.7 和 Plancherel 定理 7.9 的 表达 
形式 ， 通 常 的 Lebesgue 空间 L? 或 L*(R") 将 借助 于 m, 来 赋 范 : 
fi, = (由 | Fodm | (1 p< co). 
同时 把 R" 上 的 两 个 函数 的 卷 积 改 为 
(fx g)(z) = Jf Cz— gC) dm (y) 
是 方便 的 ， 只 要 积分 存在 . 
(b) 对 于 每 个 :€ R"， 特 征 & 是 由 
@ (zx) 一 ez 一 expfiGazl 十 十 br) (rx € R’) 
定义 的 函数 . 每 个 e 满足 泛 范 方程 
er(z 十 y) = (x)e(y). 
所 以 e 是 加 法 群 R" 到 由 绝对 值 为 1 的 复数 构成 的 乘法 群 上 的 同 态 . 
(c) 函 数 fELICR") 的 Fourier 变换 是 由 


FW = | esdm。 GeR) 
定义 的 函数 7，“Fourier 变换 ”一 词 还 常常 用 来 表示 把 f 变 为 的 映射 .注意 
1) = (fx e.) C0). 
(d) 如 果 a 是 多 重 指标 ， 则 


D.= DeP = 人 (这 (到 洲 

用 D, 代替 D* 在 形式 上 可 有 某 些 简化 .注意 
De = te, 
这 里 ， 像 前 面 一 样 二 1"…i“。 如果 P 忆 是 n 变量 复 系数 多 项 式 ， 比 如 


P(e) = Dot = Dek eb”, 


则 以 
P(D) = VaD,, PC-D)= 2 DeD, 
定义 微分 算 子 P(D) 和 P( 一 D)， 由 此 推出 
PCD)e = PlDe, (CE R"). 
(e) 平 移 算 子 rc. 像 以 前 一 样 定义 为 
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(tf) = Foy 一 z) (ry € R'). 
7.2 定理 假设 F，gELICR")，zER"， 则 
(a) rf) =e_ .fs 
(b) (ef)* =r,f; 
(co) (fxg)’*=feg. 
(Cd) 若 全 0 并 且 有 (zr) 一 f(x/A)， 则 有 (2) 一 A" 了 Az). 
证 明 从 定义 推出 
PND= |cP es=| Ace 


一 | “er)e, = es(t)y0) 
和 
(ef)' ( = |efe, 一 |fee» = (rf) (2). 


应 用 Fubini 定理 得 到 (c); 在 了 的 定义 中 应 用 变量 的 线性 代 换 得 到 《d). 国 
7.3 速 降 沙 数 ” 这 个 名 称 有 时 是 指 那些 f€ C~ (R") ， 它 使 得 
sup sup(l+| zx | (Df) zx) |< co， (1) 


lalSN zeER 
N=0，1，2，…，( 记 住 | z | 一 》)x:). 换 名 话说， 要 求 对 于 每 个 多 项 式 P 
和 每 个 多 重 指标 a，P。 D,f 是 R* 上 的 有 界 函 数 ， 由 于 将 PC(x) 换 为 (1 十 
| x 1 ?)NP(z) 这 是 真 的 ， 由 此 推出 每 个 P.D,.f 属于 LCR"). 

这 些 函 数 构成 一 个 向 量 空 间 ， 记 为 9， 正 像 定理 1. 37 描述 的 那样 ， 其 中 的 
可 数 范 数 族 (1) 确 定 了 一 个 局 部 凸 拓扑 . 

显然 9(R")C9. 
7.4 定理 

(a)% 是 Fréchet 空间 . 

(b) 若 忆 是 多 项 式 ，gER， a 是 多 重 指标 ， 则 三 个 映射 

f>Pf,f > gf,f > D.f 

中 的 每 一 个 都 是 儿 到 % 中 的 连续 线性 映射 ， 

(c) 若 f/fE，P 是 多 项 式 ， 则 

(PCD)f) = Pf 并且 (Pf) = P(— D). 

(d)Fourier 变换 是 % 到 % 中 的 连续 线性 映射 . 

(在 定理 7.7 中 (d) 将 被 强化 ) 

证 明 假设 (上 } 是 双 中 的 Canchy 序列 .对 于 每 对 多 重 指标 a 和 8， 当 ;一 co 
时 ， 函 数 zsD" 六 (z)( 在 尺 " 上 一 致 地 ) 收 敛 于 一 个 有 界 沙 数 ge， 由 此 推出 

gu(Z) 一 TD"go(Cz)， 

所 以 在 色 中 广 ~go， 于 是 4 完备 . 
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(b) 若 fEg%， 显 然 D,fE9F 并 且 Leibniz 公式 意味 着 Pf 和 gf 也 在 色 中 . 
这 三 个 映射 的 连续 性 现在 是 闭 图 像 定 理 的 简单 推论 . 
(c) 若 fFE%， 由 (b)，PCD)fE5% 并 且 
(PCD)f) xe,= fxP(D)e, = fxP(t)e, = PALf* el]. 
这 些 函 数 在 R" 的 原点 的 值 给 出 了 (c) 的 第 一 部 分 ， 即 
(PCD) A (2) = PO)FC). 
若 t=(t 二 (十 ef， ，t)，e 关 0， 则 


77D -| fn leedm), 


ie XT1€ 


因为 zfEL: ， 控 制 收敛 定理 可 以 应 用 ， 并 且 得 到 
1 3。，: rt 
一 一 | .earcos dm ( 工 ) . 


这 是 (c) 的 第 二 部 分 当 P(z)= 二 的 情况 ;一 般 情 况 由 选 代 得 到 ， 

(dd) 假设 fE，g(x) 二 (一 1)1*1xf(zx). 则 gE€9%; 现在 (c) 意 味 着 g=D,f 
并 且 PD, 了 7 一 P.g 二 (PC(D)g)*， 它 是 有 界 函 数 ， 因 为 PCD)gE1L'(R"). 这 证 
明了 了 Ez 车 在 名 中 f/f 一 f， 则 在 (CR") 中 ff， 从 而 对 于 所 有 1E€R"， 
了 (2)>f(1)， 现 在 从 闭 图 像 定理 推出 f-> 了 六 是 9 到 %% 中 的 连续 映射 . 

7.5 定理 车 fELICRD)， 则 了 ECoCR") 并 且 站 大 | -< 委 1 En， 
这 里 CCR") 是 在 无 穷 远 点 为 0 的 Re" 上 所 有 复 连续 函数 构成 的 Banach 空间 ， 


赋予 上 确 界 范 数 . 
证 明 因为 | e(Cz) | =1， 显 然 
[FO fF, Cf EL ,rE R'). (1) 
因为 9CR")C9，9 在 L!1(R") 中 稠密 .对 于 每 个 fELI CR") 对 应 有 函数 f,€%， 
使 得 上 f 一 了 1>0， 因 为 六 ECCo(R") 并 且 (1) 意 味 着 在 R*" 上 一 致 地 有 六 一 
了 ， 证 明 完 上 毕 . 是 
下 面 引 理 将 用 于 反 演 定理 的 证 明 . 它 依赖 于 我 们 为 m。 选取 的 特殊 的 规范 化 
形式 . 
7.6 引 理 若 在 R* 上 定义 
(x) 一 exp 人 一 于 1， (1) 
则 和 ER， 各 = 加 并且 
#,(0) = | $adm,. (2) 
证 明 显然 加 E 多 ， 因 为 加 满足 微分 方程 
y 十 xy 一 0， (3) 


简短 的 计算 或 者 借助 于 定理 7.4Cc) 说 明 加 也 满足 (3)， 所 以 加/$ 是 常数 ， 因 为 
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上 (0) 一 | dm = Go exp 人 一 于 衫 jd 一 1， 
我 们 得 出 加 = 和 然后， 


BCT) = Tx), (XE R'") (4) 
于 是 


$b) = (EE€ RR"). (5) 
由 此 推出 对 于 所 有 n， 加 二 如， 因为 由 定义 (0) = | 加 dm 并 且 $= 二 加， 我 们 得 


到 (2). 
7.7 反 演 定理 
(a) 若 gE€E%， 则 


g(z) = | ,hedm, (zx€ R"). (1) 
(b)Fourier 变 接 是 多 到 只 上 的 连续 ， 线 性 ， 一 一 了 映射， 以 4 为 周期 ， 其 逆 
也 是 连续 的 . 
(c) 若 fELI(R")，fELIi(CR") 并 且 
f(z) = | Fedm, (ze R"), (2) 


则 对 于 几乎 每 个 zER"，f(z) 二 fo(z). 
证 明 车 f 和 g 在 L'(R") 中 ， 把 Fubini 定理 用 于 重 积分 
[ff C8) sd Cz) dm Cy) 
可 以 得 到 恒等式 
| Fgam, 二 | fg dm,. (3) 
为 证 (a),， 取 g，#$EB，f(x) 一 $(z/4)， 这 里 4 汪 0 由 定理 7.2(d)，(3) 
变 为 
[gx dm tt) = | # (ZE adm»), 
或 者 
££ S| s/s 
| ez 人 (: jedmco 一 | .3 )g dma Cy). (4) 


当 )->co 时 ， 必 定 有 g( 亏 ) 一 g(0)， gyAA)-~>g0) ， 故 控制 收敛 定理 可 以 用 于 (4) 


中 的 两 个 积分 .结果 是 
gC0)| bam, = $0)| bdm, (ge %). (5) 
如 果 我 们 限定 4 是 引 理 7.6 中 的 函数 各，(5) 给 出 反 演 公式 (1) 在 z=0 的 情况 ， 
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一 般 情况 可 以 由 此 推出 ， 因 为 由 定理 7.2(a) 得 出 
g(X) = (rg )(0) = | Ce) dm, = | erdm,. 
(a) 得 证 . 
为 证 (b) 我 们 引进 临时 的 记号 Bl(g) 二 g， 反 演 公 式 (1) 说 明 玫 在 % 上 是 一 一 
的 ， 因 为 g==0 显然 意味 着 g 二 0。 它 还 说 明 
Fg 一 区 (6) 


这 里 ， 我 们 回忆 ，Z(z) 二 g( 一 z)， 所 以 @'g 二 g， 由 此 推出 @ 把 多 映射 到 多 上 . 
5g 的 连续 性 已 在 定理 7. 4 中 证 明 ， 为 了 证 明 @-! 的 连续 性 ， 现 在 可 以 借助 于 开 映 
射 定理 或 者 @-: 一 加 这 个 事实 . 

为 了 证 明 (c) ， 我 们 转 到 恒等式 (3)， 其 中 g€ % 把 反 演 公式 (1) 插 进 (3) 中 来 
并 且 应 用 Fubini 定理 ， 得 到 


| asdm 一 | /dm (g € 8), (7) 
由 (b)， 函 数 &g 适用 于 整个 多， 因为 9CR")C%，(7) 意 味 着 对 于 每 个 $E 2CR ) 
| — Psdm, = 0， (8) 
从 而 (由 第 6 章 习题 1 中 叙述 的 一 致 逼近) 对 于 每 个 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 $ 成 
立 ， 由 此 推出 太一 /一 0 a.e. 国 
7.8 定理 车 fE%，gE%， 则 
(a)f*xg€E% 且 
(b) (fg)*=fxg. 
证 明 ”由 定理 7?.2(c),，(f x g)^ 二 jg， 或 者 用 定理 7.7(b) 证 明 中 用 过 的 
记号 ， 


Df xg) = Bf. Be. (1) 
用 了 和 8 代替 和 g，(1) 变 为 
Fr Bf Dg/fe= fe) = fg). (2) 


现在 把 @-! 用 于 (2) 的 两 端 得 到 (b)， 注 意 fgE 史 ; 所 以 Cb) 意味 着 了 x JE%， 因 
为 Fourier 变换 把 % 映 到 多 上 ， 这 给 出 (a). 
7.9 Plancherel 定理 ”存在 L(R") 到 L?(R") 上 的 线性 等 距 亚 ， 它 由 
和 一 六 (VfE%) 

惟一 确定 . 

注意 到 等 式 于/ 二 了 可 从 多 扩展 到 Li 站 L*， 因为 多 像 在 L! 中 一 样 也 在 L? 
中 稠密 ， 这 一 点 是 前 后 一 致 的 : 亚 的 定义 域 是 L*， 在 7.1 节 对 于 所 有 FE 二: 定 
义 了 了 ,而 更 /一 六 对 于 两 个 定义 都 是 可 用 的 ， 于 是 于 把 Fourier 变换 从 斑 人 天 
延 拓 到 上 L:， 这 个 延 拓 更 仍然 称 为 Fourier 变换 (有 时 称 为 Fourier-Plancherel 变 
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换 ) ， 并 且 对 于 任 一 fELCR")， 记 号 了 将 继续 用 来 代替 立方 
证 明 车 和 8g 在 和 中 ， 反 演 定 理 得 出 


| fdm, = | ,gdm Cz)| ,Fle dm lo). 


= | FW am | Bre dm Cz). 
最 后 的 内 层 积分 是 g(1) 的 复 共 轿 . 于 是 我 们 得 到 Parseval 公式 
| fam, 一 | fadm, (f,g € 4). (1) 


若 g 二 f/f，(1) 特 殊 化 为 
1 As = |fl1, (Cf € %). (2) 
注意 % 在 L?(R") 中 稠密 ,同样 的 理由 % 在 L'(R") 中 稠密 ， 于 是 (2) 说 明 f 
一 了 是 L:(R") 的 稠密 子 空间 9 到 9% 上 的 等 距 ( 关 于 工 : 度量 ). (由 反 演 定理 映射 
是 到 上 的 . ) 由 基本 的 度量 空间 的 讨论 推出 产 ~ 六 有 惟一 的 连续 延 拓 更 : 二 (R”) 一 
L2(R") 并 且 这 个 更 是 到 工 :(R")7 上 的 线性 等 距 ， 这 方面 的 某 些 详细 情况 在 习题 13 
中 给 出 . 图 
应 该 注意 对 于 L? CR") 中 任意 的 和 g，Parseval 公式 (1) 仍 是 真 的 . 
Fourier 变换 是 L? -等 距 ， 这 是 整个 这 一 学 科 最 重要 的 特征 之 一 . 
平缓 广义 函数 
在 作出 定义 之 前 ， 我 们 先 建立 %% 与 9(CR") 的 如 下 关系 . 
7.10 定理 
(a)9(R") 在 % 中 稠密 . 
(b)9(R") 到 % 中 的 恒 等 映射 是 连续 的 . 
当然 ， 这 些 命 是 与 6. 3 节 ，7. 3 节 中 定义 的 CR") 和 和 的 通常 拓扑 有 关 的 . 
证 明 (a) 选 取 fE 吧 ，VyE9CR")， 使 在 R" 的 单位 球 上 ，% 一 1， 令 
PCz) = fTYrr) (rE R',r> 0). (1) 
则 f,.E9(R")， 若 是 多 项 式 , a 是 多 重 指标 ， 则 
P(r)D:(f— f.) (7x) 
= P(z) 2 a CD EF) Tr DT — yg]rz) 


我 们 对 于 y 的 选择 说 明 当 的 | 二 1/r 时 ， 对 于 每 个 多 重 指标 8，Ds[1 一 y(1 一 zx)] 
二 0， 因 为 fE 名 ， 对 于 所 有 Ba 我 人 有 P 了 ， DfECo(R")， 由 此 推出 当 r->0 
时 上 面 的 和 在 R* 上 一 致 地 趋 于 0。 于 是 在 色 中 广 一 A，(a) 得 证 ， 

(b) 若 KK 是 R" 中 的 紧 集 ，9k 上 由 名 诱导 的 拓扑 显然 与 它 ( 在 1. 46 节 中 定 
义 ) 的 通常 拓扑 相同 ， 因 为 每 个 (1 十 | xz 1“)* 在 K 上 是 有 界 的 。 从 而 2x 到 多 中 
的 恒 等 映 射 是 连续 的 (实际 上 是 同 胚 的 )， 现 在 (b) 从 定理 6. 6 推出 ， 于 
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7.11 定义 若 i: 29(R") 一 4 是 恒 等 映 射 ,，L 是 上 的 连续 线性 涝 隔 ， 并且 
ur = Loi, (1) 
则 i 的 连续 性 (定理 7.10) 说 明 wi E93 CR"); 9(R") 在 8 中 的 稠密 性 说 明 两 个 不 
同 的 工 不 可 能 给 出 同一 个 w， 于 是 (1) 描 述 一 方面 是 % 的 共 罗 空 间 处 ， 另 一 方面 
是 广义 函数 的 某 个 空间 二 者 之 间 的 向 量 空间 同 构 ， 以 这 种 方式 出 现 的 广义 函数 称 
为 是 平 缕 的 . 
平缓 广义 函数 恰好 是 有 到 多 的 连续 延 拓 的 u€E9(R"). 
由 于 上 面 的 注释 ， 通 常 自然 地 把 xz 与 等 同 起 来 . 于 是 R*"” 上 的 平缓 广义 函 
数 恰 好 是 9 ,的 元 ， 
下 面 例 子 将 解释 “平缓 ”一 词 的 意思 : 它 标志 着 在 无 穷 远 点 的 增长 限制 . (又 
见习 题 3. ) 
7.12 例 (a) 具 有 紧 支 撑 的 每 个 广义 函 数 是 平缓 的 .假设 K 是 某 个 wxE9 (CR") 
的 紧 支撑 ， 固 定 VE 9CR") 使 在 包含 K 的 某 个 开 集 中 y==1 并 且 定 义 
ul(f) =uygf) (f € 9). (1) 
若 在 8 中 f, 习 0， 则 所 有 Df, 在 R” 上 一 致 地 趋 于 0， 从 而 所 有 Dr(yf.) 在 R" 上 
一 致 地 趋 于 0， 故 在 9CR") 中 yf. 一 0， 由 此 推出 zx 在 史上 连续 .因为 对 于 YE 
CR"),U(#) 二 wu($)，z 是 的 延 拓 . 
(b) 假 设 pj 是 R" 上 的 正 Borel 测度 ， 使 得 对 于 某 个 正 整 数 尼 ， 


[Qarizl dd < (2) 
则 pi 是 平 缕 广 义 函数 ， 更 确切 好， 这 个 断言 是 说 公式 
Af = | yun (3) 


定义 了 多 上 的 连续 线性 泛 了 水 . 
为 此 ， 假 设 在 多 中 f, 一 0， 则 
s, 一 sup(1 十 | xz |2)* | f(x) |—>0. (4) 


rER” 


因为 | AA | 至 多 是 (2) 中 积分 的 e, 倍 ， 故 A/ 0， 这 证 明了 A 的 连续 性 . 
(Cc) 假设 1 和 p 二 co，N>>0,，g 是 R"* 上 的 可 测 函数 ， 使 得 
| latizl Ng) ldm(z) =C<%, (5) 
则 g 是 平缓 广义 函数 . 
像 (b) 中 一 样 ， 定义 
Af = | fg dm,. (6) 
首先 假定 之 1， 设 q 为 共 轿 指数 . 则 Halder 不 等 式 给 出 
| Af | 志 cl(|, | (+ zx | NFCr) | dm Cx) ” 


R 
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CB sup | (1 十 | 并 | "f(x) |， 《7) 
rER" 
其 中 M 取得 如 此 大 ， 使 得 
.a 十 | z | mdm(r) = Bo%, 


不 等 式 (7) 证 明了 A 在 % 上 连续 .bp 二 1 的 情况 更 简单 . 

(d) 从 (Cc) 推出 每 个 gEL?(CR")(1 志 p 志 0) 是 平缓 广义 阴 数 .每 个 多 项 式 也 是 
平缓 广义 函数 ， 更 一 般 地 ， 每 个 绝对 值 被 某 个 多 项 式 控 制 的 可 测 函 数 是 平缓 广义 
函数 . 

7.13 定理 车 a 是 多 重 指 标 ， 忆 是 多 项 式 ，gE% 并且 & 是 平缓 广义 了 通 数 ， 则 
Dr"u，Pu 以 及 gu 也 是 平缓 的 . 
证 明 这 直接 从 定理 7.4(b) 及 定义 
CDru)(f) = (一 1)elxCDeF)， 
(Pu)(f) = ulPf), 
(gu) (f) = ul(gf), 


推出 . 时 
T.14 定义 对 于 wuEY,， 定 义 

i($) =u$) EF). (1) 
因为 $$ 是 8 到 中 的 连续 线性 映射 (定理 7.4(d))， 又 因为 在 多 上 连续 ， 
由 此 推出 E91. 


于 是 我 们 已 经 把 每 个 平缓 广义 函数 x 与 它 的 Fourier 变换 联系 起 来 ， 后 者 
仍 是 平缓 广义 函数 .我 们 的 下 一 个 定理 将 说 明 速 降 函 数 的 Fourier 变换 的 常规 性 
质 在 很 大 程度 上 被 平缓 广义 函数 保持 了 . 

但 首先 有 一 个 前 后 一 致 的 问题 应 该 解决 . 如果 fE LICR")， 了 也 可 以 看 成 一 
个 平缓 广义 函数 ， 例 如 是 u;/， 故 Fourier 变换 的 两 个 定义 ， 即 7. 1 节 (c) 和 定义 
7. 14 都 是 可 用 的 .问题 在 于 它们 是 否 一 致 ， 即 是 否 (xr) 六 对 应 于 函数 六 回答 是 
肯定 的 ， 因 为 对 于 每 个 $€ 多 ， 


Cu C$) = wc) = | = | = (uf) 0g). 


第 三 个 等 式 是 7.7 节 恒 等 式 (3) ， 其 余 为 定义 . 
因为 L:(R")C% ， 对 于 Fourier-Plancherel 变换 也 出 现 同样 的 问题 . 应 用 同 


样 的 证 明 ， 回 答 还 是 肯定 的 ， 因 为 恒等式 | 7 = | 开 对 于 fEL*(R") 和 #E 多 仍 
保持 . 
7.15 定理 (a)Fourier 变换 是 7' 到 9Y' 上 的 连续 ， 线性， 一 一 映射 ， 以 4 为 周 


期 ， 其 逆 也 连续 , 
Cb) 车 uE5，， 了 为 多 项 式 ， 则 
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(PCD)W'= Pua, (Pw = Pl(— D)u. 
注意 这 些 与 定理 7.7(b) 以 及 定理 7. 4(c) 是 类 似 的 . 其 中 (a) 涉 及 到 的 拓扑 是 
由 9p 诱导 的 9 上 的 w” -拓扑 .还 要 注意 微分 算 子 PCD) 和 P( 一 忆 ) 是 用 DD, 而 不 
是 Dr 来 定义 的 . 见 7. 1 节 (d). 
证 明 设 W 是 0 在, 中 的 邻 域 ， 则 存在 孙 数 和 加，…E% 使 得 


{u€E 3 | ug) < 11 委 1 过 A)C 了 太 . (1) 
定义 
V= {EF | ug) 1,1 ih). (2) 
则 V 是 0 在 儿 ' 中 的 邻 域 ,又 由 
Aad) = ul$) ($E PuE YS’), (3) 


我 们 看 到 对 于 任何 xE€V，iEW， 这 证 明了 @ 的 连续 性 ， 这 里 我 们 记 B=u， 因 
为 @ 在 g, 上 以 4 为 周期 (3) 说 明 8 在 pg 上 以 4 为 周期 ， 即 对 于 每 个 A 
Biu 一 wu。， 所 以 @ 是 一 一 的 ， 到 上 的 ， 并 且 由 8 1! 一， 是 连续 的 ， 
通过 计算 
(PODYWS ($)= (PC(D)W)($) = u(P(— D)) 
= uph)") = (ph) = (pa) ($) 


(PC— D)wW (P= a(P(D)F) = uCP(D)P)') 


= u(P$) = (Pi)($) = (Pi) (#). 
其 中 # 是 p。 中 的 任 一 函数 ， 从 定理 7. 4(c) 和 定理 7. 13 推出 命题 (b). 本 
7.16 例 在 7.12(d) 节 中 我 们 看 到 多 项 式 是 平缓 广义 函数 .容易 算出 它们 的 
Fourier 变换 .我 们 从 作为 R* 上 广义 函数 的 多 项 式 1 开始 ， 由 公式 


10) = {1gdm, = | am (1) 
1 作用 在 测试 函数 此 上， 所 以 
和 ep) = 108) = | jdm = $0) = 8($), (2) 
这 里 8 是 R" 上 的 Dirac 测度 ， 类 似 地 ， 
$5($) — 6($) = $(0) 一 | = 1($). (3) 
于 是 (2) 和 (3) 给 出 
1 = 8 和 6 二 1. (4) 


若 已 现在 是 R* 上 任意 的 多 项 式 ， 我 们 把 定理 7.15(b) 用 于 v 一 9 和 w 二 1 的 
情况 ，(4) 中 的 结果 说 明 

(PCD)6)*=P 和 P = P(— D)s. (5) 

(4) 中 (同样 地 ，(5) 中 ) 的 两 个 公式 还 可 以 通过 反 演 公式 互相 得 出 ， 可 以 用 下 
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面 方 式 把 它 作 为 平缓 广义 孙 数 叙述 出 来 : 
车 uE9%， 则 (iD^ 二 w， 这 里 4 由 
ul$) =u($) ($ EF) (6) 
定义 .证 明 是 平凡 的 ， 因 为 (8#)^ 一 $， 由 定理 7. 7(a): 
CDN (和 = 8) = PN) = ul$) = 0). 


注意 6=6. 

如 果 我 们 把 (5) 与 定理 6. 25 联系 起 来 ， 我 们 发 现 一 个 广义 函数 是 多 项 式 的 
Fourier 变换 当 且 仅 当 其 支撑 是 原点 (或 空 集 ). 

下 面 引 理 将 用 于 定理 7. 19 的 证 明 . 把 2 换 为 3(R")， 它 的 类 比 十 分 简单 而 
且 已 经 在 定理 6. 30 的 证 明 中 未 加 说 明 予 以 应 用 . 
7.17 引 理 若 w 二 (1，0,… ,0)ER*,，$E9% 并 且 


h(x) = HEt ew (z € R",e > 0), (1) 
则 当 e 一 0 时， 以 2 的 拓扑 $$. 一 0$/9zx1. 
证 明 通过 说 明 克 一 3$/3z, 的 Fourier 变换 在 % 中 趋 于 0 可 以 得 到 结论 ， 也 
就 是 说 明 在 % 中 ， 


J$—>0 (e—0), (2) 
这 里 
fy) 一 PY 一 一 塌 ， (y € R",e > 0) (3) 
如 果 P 是 多 项 式 ，a 是 多 重 指标 ， 则 
P. Dg$) = DhesP. (DW$) » (Dy.). (4) 
Bea 
简单 的 计算 说 明 
sy 车 181= 0， 

| Deg.(y) | 43el| yy | 若 18|=1， (5) 


一 ! 
ela 


若 |181> 1. 

从 而 当 e-~>0 时 ，(d4) 的 左 端 在 R* 上 一 致 地 趋 于 0. 2 的 拓扑 的 定义 (7. 3 节 ) 说 明 
〈2) 成 立 . 

7.18 定义 若 u€E9 并 且 $8E98， 则 


v 
(Ux)Cx) = utp) Cx €E R’). 


注意 定义 是 合理 的 ， 因 为 对 于 每 个 ZER"，zr.$E%. 
7.19 定理 假设 $ER，w 是 平缓 广义 函数 ， 则 
(a)ux$EC”CR") 并 且 对 于 每 个 多 重 指 标 a， 
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Dux$) = (Du) x*$ = ux (Dg), 
(b)ux 岁 具有 多 项 式 增长 ， 所 以 是 平缓 广义 函数 ， 
(oO) (ux "= 
(d) 对 于 每 个 JE ，Cux$) x p=ux ($xy), 
(Ox $= Cpu) ^， 
证 明 (a) 中 第 二 个 等 式 正 像 定 理 6. 30 一 样 ， 因 为 卷 积 与 平移 显然 仍 可 交 
换 ， 这 还 说 明 


(uD = (Fe ). (1) 


若 a=(1，0，…，0)， 引 理 7. 17 现在 给 出 Dr (ux) 二 zx (D'%)， 这 一 特殊 情况 
的 迭代 给 出 (a). 
对 于 fE9， 设 pn (有) 表示 7.3 节 的 范 数 (1) 不 等 式 

1 二 irz+y| :和 20+ zl) yl) (zx,y € R") (2) 
说 明 

purf) 2+ rl pn (ff) (rER',fE 4%). (3) 
因为 w 是 9 上 的 连续 线性 泛 函 并 且 范 数 pn 确定 了 的 拓扑 ， 故 存在 N 和 C<< 
oo 使 得 

| xz lSCpn(f) (f € $4); (4) 

见 第 1 章 习 题 8， 由 (3) 和 (4)， 


| Gund) Cz) |=| ucrg) [<2*Cpn (C1 + zx |)”, (5) 
Cb) 得 证 . 
于 是 wx$ 的 Fouvier 变换 在 中， 如 果 gE 9(CR")， 具 有 支撑 ， 则 


Gux dN (B= Cx) = | (ux CL) GC— x) dm (7) 


= | .ay Dr Jdm, (zx) = 中 yc 一 Zz) rs$ dm Cx) 


| 


= uC$xp)") 一 二 (8 办) = yD) 
从 而 
ux) (9) = (be) 9). (6) 

在 刚才 的 计算 中 ， 当 交通 过 积分 符号 时 ， 定 理 3. 27 应 用 于 % 值 积 分 ， 至 
此 ， 对 于 JE 9(CR")，(6) 得 证 ， 因 为 92(R") 在 % 中 稠密 ， 由 定理 7.7(b)9CR") 
中 元 的 Fourier 变换 仍 在 双 中 稠密 .所 以 (6) 对 于 每 个 VE 多 成 立 ， 故 (ux 和 ^ 和 和 
吉 相等 ， 这 证 明了 (c). 

在 (6) 前 面 的 计算 中 ， 现 在 看 出 两 个 最 末 项 对 于 任何 y€ % 是 相等 的 ， 所 以 


uxt) CD) = ul yx ), (7) 
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同样 有 
(Cux$) p60) = Cux ($xy)) C0). (8) 
铬 在 (8) 中 以 cy 替换 yy， 我 们 得 到 (d). 


最 后 ， 由 上 面 (c) 和 7.16 节 (6)， (x PN = pu pu)Y; 这 给 出 (e)， 因 为 
(fu) = (pu ), | 


Paley-Wiener 定理 


Paley 和 Wiener 的 一 个 经 典 定理 刻 划 了 这 样 的 ( 单 复 变 量 ) 指 数 型 整 郴 数 ， 它 
在 实 轴 上 的 限制 在 工 : 中 ， 恰 好 是 具有 紧 支 撑 的 二 函数 的 Fourier 变换 . 例如， 
见 [23] 定 理 19. 3， 我 们 将 给 出 它 ( 在 多 变量 情况 ) 的 两 个 类 比 ， 一 个 是 对 于 具有 
紧 支 撑 的 C™ 函数 的 ， 另 一 个 是 对 于 具有 紧 支 撑 的 广义 函数 的 . 

7.20 定义 若是 C" 中 的 开 集 ， 了 是 Q 中 的 连续 复 函 数 ， 则 和 了 称 为 是 在 0 中 

全 纯 的 ， 如 果 它 关于 每 个 变量 分 别 全 纯 . 这 意味 着 若 (al ，…，a,)EgQ 并 且 
BGA) = Fa ya lya 十 1 01 Go 

则 gi ，…，g。 中 每 个 函数 在 0E C 的 某 个 邻 域 中 是 全 纯 的 .在 整个 C" 中 全 纯 的 

函数 称 为 整 函 数 . 

C" 的 点 记 为 = 一 (z ，…，z)， 其 中 二 EC 如果 宝地 你 二 1， 工 二 (zl， 

二 yy )， 则 记 z 二 x 十 iy， 向 量 
X= Rez 和 yy = Imz 
分 别 是 = 的 实 部 和 虚 部 ; R" 将 当 作 是 全 体 xzE C"，Imz=0 的 集合 ， 对 于 任何 多 
重 指标 a 和 任何 :€ R"， 使 用 记号 
iz|= 《请 十 十 | zz 1) 
| Imz |== (十 十 y 
Zo Ze 
zZ*。t= Ziti 二 in 
es (1)= exp(iz *。 1). 
7.21 引 理 车 矿 是 C" 中 的 整 函数 ， 在 尺 " 上 为 0， 则 /一 0. 

证 明 ”我 们 把 x=1 的 情况 作为 已 知 的 . 设 P 是 了 的 下 面 性 质 : 如 果 =E 性 
至 少 有 上 个 坐标 是 实 的 ， 则 f(z) =0，P; 被 给 定 ; P。 是 要 证 的 . 假定 1<i<n 
并 且 P, 是 真 的 . 取 al1，…，a: 是 实 的 ， 则 7. 20 节 中 考虑 的 函数 g, 在 实 轴 上 为 
0， 从 而 对 于 所 有 AEC 为 0， 由 此 推出 P,-: 是 真 的 . 痢 

在 下 面 两 个 定理 中 

了 一 (ER :| zi| 委 下. 
7. 22 定理 
(a) 若 $8E QCR") 有 支 榜 在 rB 中 ， 并 且 
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fH) = | $e dm tt) (EC'). GD) 
则 厂 是 整 函 数 并 且 存 在 常数 yw<co 使 得 
| f(z) IE yn(l 十 | 之 | ) Neri Im (zz € CN 一 0，1:，…). (2) 


(b) 反 过 来 ， 如 果 整 孙 数 满足 条 件 (2)， 则 存在 $E 9CR")， 具 有 支撑 在 rB 
中 ,使 得 (1) 成 立 . 
证 明 (a) 若 1ErB， 则 
| ee 一 ef 二 eld 过 erlImzl , 
从 而 对 于 每 个 xEC"，(1) 中 的 被 积 函 数 在 LICR") 中 并 且 上 在 C" 上 都 有 定义 ， f 
的 连续 性 是 平凡 的 ， 对 于 每 个 变量 分 别 应 用 Morera 定理 说 明 f 是 整 的 . 由 分 部 
积分 得 到 


zf(z) = | (D.$) (1)e dm, (z). 


所 以 
| x || fCz) | ‖Dog || em ， (3) 
并 且 (2) 由 不 等 式 (3) 得 出 . 
(b) 假 设 /是 满足 (2) 的 整 函数 ， 和 定义 
gt) 一 | fe dmz) (t € R"). (4) 


首先 注意 ， 由 (2)， 对 于 每 个 NN，(1 十 | zx 1 )Nf(z) EL'(R").。 所 以 由 证 明定 理 
7.4(c) 时 的 讨论 ，#EC” CR"). 
然后 ， 我 们 断定 积分 
上 f+ ins zz sn)exp{it (E+ ig) + tz t+ + tazn)} dé (5) 
对 于 任何 实数 1， oo 和 复数 zx， "pn 与 了 无关. 为 此 ， 设 荆 是 (& 十 iy) 平 
面 中 的 矩形 路 径 ， 它 的 一 个 边 在 实 轴 上 ， 一 个 在 直线 /一 办 上 ， 两 个 直立 边 移 开 
到 无 穷 远 ， 由 Cauchy 定理 ， 被 积 函数 (5) 在 下 上 的 积分 为 0， 由 (2) ， 直 立 边 上 
的 积分 趋 于 0， 由 此 推出 (5) 对 于 7 一 0 和 对 于 ?一刀 是 一 样 的 ， 这 证 实 了 我 们 的 
断言 . 
对 于 其 他 坐标 可 以 同样 做 .所 以 我 们 从 (4) 得 到 ， 对 于 每 个 y€ R”， 
gt = | f+ iy) er dma(z). (6) 
给 定 :ER"，t 关 0， 取 y=Xt/ 11|， 其 中 4 之 0 则 4* y==4(t)，|y | 二 4， 
| flrtiy)er em [< yn(l + zr |) "en:, 
从 而 
[$00 [< ye |, +z DD "dm Cz), (7) 


这 里 N 取得 如 此 大 ， 使 最 后 的 积分 是 有 限 的 .现在 令 一 ce, 车 1 :| 之 r，(7) 
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说 明 $8(z) = 二 0。 于 是 $$ 的 支撑 在 rB 中 ， 

现在 对 于 实数 >，(1) 从 (4) 和 反 演 定理 推出 ， 因 为 (1) 的 两 边 都 是 整 函数 ， 
由 定理 7.21， 它 们 在 C" 上 相同 . 定理 证 毕 . | | 

下 面 的 注 记 引导 出 下 一 个 定理 . 

设 v 是 R* 中 具有 紧 支 撑 的 广义 函数 .由 六 (办 二 u($)， 定 义 了 平缓 广义 函数 
5。 然而 ， 对 于 fEL'CR") 作 出 的 定义 了 (z) 一 | Je :dz 使 我 们 想到 应 该 是 一 
个 函数 ， 即 

u(x) = ule) (x € R"), 

因为 e .EC”(R") 并 且 像 定理 6. 24(d) 指 出 的 一 样 ， 对 于 每 个 8%E C” CR”)，u($) 
有 意义 ， 此 外 ， 对 于 每 个 zEC"，e_.€C”(R")， 从 而 x(e-:) 看 来 像 整 函 数 ， 它 
在 R" 上 的 限制 是 去 . 

所 有 这 些 都 是 正确 的 ， 这 是 下 面 定理 内 容 的 一 部 分 ， 通 过 某 些 增长 条 件 ， 它 


还 刻 划 了 所 得 到 的 整 函 数 . 
7.23 定理 
(a) 若 wuE9CR") 有 支撑 在 rB 中 ,4 是 NN 阶 的 并 且 
f(z) = ule,s) (z €C'), (1) 
则 ff 是 整 函数 ，f 到 民 " 的 限制 是 的 Fourier 变换 并 且 存 在 常数 r< co 使 得 
| fz) | 用 7y(1++| zl)xerlm (xzE CC)， (2) 


(b) 反 过 来 ,车 f 是 C" 中 的 整 函数 ， 并 且 对 于 某 个 N 和 7 满足 (2)， 则 存在 
支撑 在 7rB 中 的 uE9CR")， 使 得 (1) 成 立 . 

注意 记号 丸 有 时 用 来 表示 由 (1) 给 出 的 到 C" 的 延 拓 ， 于 是 对 于 zxE C” 

ul(z) = ul(e_.). 

这 个 延 拓 有 时 称 为 x 的 Fourier-Laplace 变换 . 

证 明 〈a) 假 设 xE2y(CR") 有 支撑 在 rB 中 .选取 yE QCR") 使 得 在 (r 十 1)B 上 
J 二 1 则 w=yu 并 且 定 理 7. 19(e) 说 明 

到 一 (ae)^ 一 2 关内 (3) 
于 是 EC”(R")， 选 取 $E go 使 得 $ 一 少 则 
(ux)z)= (ux $x) — rg) = ursp)') 


= ze sg) = u(yge s) = ue ,), 
于 是 (3) 给 出 
(x) = ules) (x € R"). (4) 
我 们 的 下 一 个 目标 是 说 明 由 (1) 定 义 的 函数 f 是 整 的 . 取 a€C", bEC” 并 
且 令 
gO) = Fa 十 妈 ) = Ke) (EC). (5) 
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f 的 连续 性 不 成 问题 ， 若 在 C 中 w 一 z， 则 在 C”(R") 中 e_。->e_. 并 且 在 
C”(R") 上 连续 .从 而 为 了 证 明 f 是 整 的 只 须 说 明 由 (5) 定 义 的 每 个 也 数 g 是 整 的 . 

设 工 是 C 中 的 矩形 路 径 ， 因为 1 一 e-。w 是 从 C 到 C” (CR" 7 连续 的 ，C” (R") 
值 积 分 


下 一 | esd (6) 


有 定义 . 它 在 任何 :€ R" 的 赋值 是 C”(R") 上 的 连续 线性 泛 函 ， 从 而 与 积分 符号 
可 交换 .所 以 


Fi) =| ew (i) -| eaterD2dA 一 0. 
rT rT 
于 是 下 =0 并 且 (6) 给 出 
0 = uCF) =| u(e_ sw) dh =| gd. 
r r 


由 Morera 定理 ，g 是 整 的 . 
倘若 证 明了 (2) ，(a) 的 证 明 即 完成 、 取 在 实 轴 上 的 辅助 函数 hh，h 无 穷 可 微 ， 
使 得 当 ;二 1 时 jms) 一 1， 当 2 时，h(s) 一 0， 并 且 与 每 个 zxE C"(z 天 0) 相 联系 
取 函 数 
pt) = ei||lz|—r|z|) ER) (7) 
则 和 EQCR")， 因 为 的 支撑 在 xrB 中 并 且 当 |z| 二 1z|1 十 r 时 , h(|z| |z| 
一 r+ | z | ) 二 1， 比 较 (1) 和 (C7) 说 明 
flz) = ul$.). (8) 
因为 uw 是 NN 阶 的 ， 存在 x 二 oo 使 得 对 于 所 有 $€E 9(R") | wl) | 所 ro 上 $i， 
其 中 1 gw 像 6.2 节 (1) 中 一 样 ， 见 定理 6.24C(d)， 所 以 (8) 给 出 


| fCz) | yo | #$. iy. (9) 
在 和 办 的 支撑 上 ，| | 三 r 十 2/ | = | ， 于 是 
er | 一 ee (10) 


若 现 在 应 用 Leibniz 公式 于 乘积 (7) 并 且 应 用 (10)，(9? 就 推出 (2)，(e) 证 毕 ， 
(b) 因 为 现在 了 满足 (2)， 我 们 有 
| 7FGz) | 委 7YGI+TIzlD (zr€R") (11) 
从 而 了 在 R* 上 的 限制 在 9 中 并 且 是 某 个 平缓 广义 函数 x 的 Fourier 变换 . 


选取 函数 hE 9CR")， 其 支撑 在 B 中 ， 使 得 | h=1， 对 于 e>0 定义 有 (2)= 


e "h(t/e) 并 且 令 

f.(z) = for)hlz) (zx € C"), (12) 
其 中 所 代表 这 样 的 整 函数 ， 它 在 R 上 的 限制 是 h. 的 Fourier 变换 ,定理 7. 22 
(a) 应 用 于 h. 导出 六 满足 定理 7. 22(2) 的 结论 ， 其 中 的 > 要 换 为 r 十 e。 从 而 定理 


7. 22(b) 意 味 着 ， 对 于 某 个 支撑 在 (r 十 e)B 中 的 加 .ED9CR")，/. 一 和 . 
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考虑 某 个 VE 名， 使 得 少 的 支撑 与 ~B 不 相交 . 则 对 于 所 有 充分 小 的 二 0， 
04 二 0， 因为 JpE LICR") 并 且 在 RR 上 有 (xz) 二 h(aer) 一 1， 在 R* 上 有 界 ， 我 们 
得 到 
ul(f)= u(y) = | mam 一 lim| APwams 
= lim|gpdm = lim |g$.dm, = 0. 
所 以 有 支撑 在 rB 中 . 


现在 我 们 看 到 zu(e_,) 是 整 函 数 ， 因 为 对 于 zE€ R"( 根 据 w 的 选择 )(1) 成 
立 ， 引 理 7. 21 结束 了 (b) 的 证 明 . 


Sobolev 引 理 


如 果 @ 是 R" 的 开 真子 集 ， 对 于 定义 域 是 0 的 函数 或 者 0 中 的 广义 函数 并 没 
有 定义 Fourier 变换 .但 是 Fourier 变换 技巧 有 时 仍 可 用 来 解决 局 部 问题 .被 称 
为 Sobolev 引 理 的 定理 7. 25 是 这 方面 的 例子 . 
7.24 ”定义 ”在 开 集 QCR" 中 定义 的 复 可 测 函 数 了 称 为 是 在 Q 中 局 部 L? 的 ， 若 


对 于 每 个 紧 集 KCOQ， | | rzdm, 一 co. 
类 似 地 ， 广 义 函数 vE 9 (9) 是 局 部 L* 的 ， 如 果 存在 Q 中 的 局 部 L? 函数 g， 
使 得 对 于 每 个 BE 9(Q)，u(#) 一 | gpdm,. 称 函 数 具有 局 部 工 * 的 广义 函数 导 


数 D*y 是 指 广义 函数 D"f， 确 切 地 说 ， 存 在 局 部 L? 是 数 g 使 得 对 于 每 个 点 E9 
(0), 


| szdm。 = (— 1) | fD'$ dm,. 


预先 指出 ， 这 里 一 点 也 没有 涉及 在 经 典 意义 下 ， 用 商 的 极限 表述 的 D"f 的 存 
在 性 . 

另 一 方面 ， 对 于 每 个 非 负 整 数 p，C”(Q) 由 0 中 那些 复 函 数 f 组 成 : 对 于 
每 个 多 重 指标 <， | a | 之 pp，Drf 在 经 典 意义 下 存在 并 且 它 们 都 在 0 中 连续 . 

我 们 以 Dt 记 微 分 算 子 (3/3z,) . 
7. 25 定理 假设 n, p， /是 整数 ， ?0， 力 之 0 并 且 


"之 p 十 孔 - (1) 


若 f 是 开 集 QCR" 中 的 函数 ， 其 广义 函数 导数 Dif 是 在 0 中 局 部 工 : 的 ，]1 委 委 
n, Oker. 

则 存在 函数 f, EC”(Q) 使 得 对 于 几乎 每 个 了 EQ,， fo(z) 二 f(x). 

注意 ， 这 里 的 假设 没有 包括 混合 导数 ， 即 没有 D1 Df 之 类 的 项 ， 结 论 是 通 
过 重新 定义 零 测度 集 上 的 值 ，f 可 以 校正 为 C2 (9) 中 的 函数 . 
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还 要 注意 ， 作 为 推论 ， 若 了 的 所 有 广义 函数 导数 是 在 Q 中 局 部 L* 的 ， 则 六 
EC™” 0). 
证 明 由 假设 ， 存 在 Q 中 局 部 天 函数 ge ， 对 于 1 似 1 人 nx，0<k<r 满足 


| gap$dm, = (— | fDi'$dm, [8 € 2(0)]. (2) 
0 0 


设 w 是 开 集 ， 它 的 闭 包 天 是 Q 的 紧 子 集 ， 选取 YE2(9) 使 在 天 上 4%=1,， 在 亚 " 
上 定义 下 为 
F(z) 二 人 和 € 0， 
0 大 区 0. 
则 FE (LNLD)CR"). 
在 Q 中 ，Leibniz 公式 给 出 
1 rr 
D'F = 着 (jc J) CD:f) 一 > ()P J) gs (3) 


5 一 0 


在 的 支撑 的 余 集 Q。 中 ，DIF 二 0。 两 个 广义 函数 在 A 站 Q。 中 相同 ， 所 以 对 于 1 
之 i 达 n， 原 来 作为 R" 中 的 广义 函数 定义 的 D'F 实际 上 在 L?(R") 中 ， 因 为 函数 
(Dr'y)gs 在 LC(Q) 中 ，( 具 有 紧 支 撑 ， 从 而 DrF 也 在 工 CR") 中 .) 

现在 Plancherel 定理 应 用 于 下 和 DIF,，…，D:F ,说明 


| iF ldm, < (4) 
pe 
以 及 
| 32 | FCOy) lidm(y) < (Qign (5) 
pp 
成 立 ， 因 为 
(1 十 | yl) < (2n 十 2)"(1 十 y? 十 … 十 yy)， (6) 
其 中 | y|==( 十 … 十 y)，(4) 和 (C5) 意味 着 
| .aa 十 | y DD” | FGy) jdm(y) < oo. (7) 


若 了 表示 积分 (7)，o 是 R" 中 的 单位 球面 的 n 一 1 维 体 积 ，Schwarz 不 等 式 给 出 
人 aa +1 yD? 1 Py | dm (7)) < .a 十 | y | 2-2 dma (y) 


= Jo 4 DP mmidt < co， 
因为 2p 一 2r 十 mn 一 1 过 一 1， 于 是 我 们 证 明了 
[+ y 1 1 FO | dm,(y) < (8) 
定义 
Ft) = | Foe dm(y) (rER') (9) 
由 反 演 定理 7.7(c)， 在 Re 上 FF 二 Fa. e， 此外，(8) 意 味 着 对 于 任何 | a | 专 p， 
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yYFC) 在 L! 中 .从 而 重复 定理 7. 4(c) 的 证 明 导 出 结论 
F, € Cn (R’). (10) 

我 们 所 给 的 函数 f 在 w 中 与 下 相同， 所 以 在 w 中 /= 下 ae. 

车 w 是 另 一 个 像 w 一 样 的 集合 ， 上 面 的 证 明 给 出 函数 Fe Co (R")， 它 在 
w 中 与 fa.e， 相 同 ， 所 以 在 w' mo 中 下 .= 已 ， 从 而 所 要 的 函数 f, 在 9 中 可 以 
通过 f(x) 二 F(x)(xEw) 定 义 . 国 
习题 

1. 假设 A 是 R* 上 的 可 首 线 性 算 子 ，fELI'(R") 并 且 g(x)= 二 f(Ax). 用 了 表 
示 8. 这 推广 了 定理 7.2(d). 

2. 由 某 个 不 变 度量 诱导 的 速 降 函 数 空间 % 的 拓扑 能 否 使 Fourier 变换 成 为 
% 到 5% 上 的 等 距 ? 

3. 假设 在 实 直线 上 f(x) 二 ee，g (zx) 二 ecos(e*)， 说 明 g 是 平缓 广义 函数 但 
f 不 是 . 

4. 由 习题 3， 在 R* 中 存在 不 是 平缓 的 广义 函数 . 这 种 广义 函数 是 3(R") 上 
的 连续 线性 泛 函 但 不 具有 到 双 的 连续 线性 延 拓 .解释 为 什么 这 和 Hahn-Banach 
定理 不 矛盾 . 

5. (a) 在 9(R") 中 构造 序列 . 它 关于 双 的 拓扑 收 伍 于 0， 而 关于 9(CR") 的 拓 
扑 却 不 收敛 . 

(b) 构 造 多 项 式 序列 ， 它 关于 9 (R') 的 拓扑 收 化 而 关于 4 的 拓扑 却 不 
收敛 . 

6. 证 明定 理 7. 13 中 列举 的 算 子 是 %' 到 % 中 的 连续 肌 射 ， 

7. 若 u€E 2 证 明 对 于 每 个 rER", 

(zu)^ 二 e_o 以 并且 (esu)^ == zou. 

8. 假设 f/fE Li CR")，f 了 0， 4 为 复数 ， 并 且 了 二 4f.， 关 于 4 你 能 说 些 什么 ? 

9. 直接 证 明定 理 7. 8(a) (不 用 Fourier 变换 ). 

10. R" 上 的 复 Borel 测度 y 的 Fourier 变换 通常 定义 为 是 由 


pz) = | ed) (zr€R') 


给 出 的 函数 w。 当 在 ，p 也 是 平缓 广义 函数 并 且 它 的 Fourier 变换 已 在 7. 14 节 定 
义 . 说 明 这 两 个 定义 是 一 致 的 . 证 明 每 个 是 有 界 和 一 致 连续 的 . 
11. 假设 A: mw, 一 CCR") 是 连续 的 ， 线 性 的 并 且 对 于 每 个 ZE R",， rzA= Ar,. 
能 否 由 此 推出 存在 vE 多 使 得 对 于 每 个 5$E YF， 
Ag =uxy 
12. 若 {h,) 是 6. 31 中 定义 的 近似 单位 ， 并 且 xE 和 '， 能 否 推 出 在 8 的 ww"- 
拓扑 中 ， 当 j-*oo 时 wx hu. 
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13. 假设 X 和 Y 是 完备 度量 空间 ，A 在 X 中 稠密 ，A， A 一 Y 一 致 连续 . 

(a) 证 明 上 具有 惟一 的 连续 延 拓 下，X->Y， 

(b) 若 了 是 等 距 ， 证 明 这 对 于 下 同样 是 真 的 并 且 证 明 F(X) 在 Y 中 是 闭 的 (在 
Plancherel 定理 的 证 明 中 曾 用 到 这 一 点 ， 另 见 第 1 章 习 题 19. ) 

14. 假设 下 是 C" 中 的 整 函数 并 且 对 于 每 个 es 之 0 对 应 有 整数 N(e) 和 常数 r(e) 
二 oo 使 得 

| F(z) | 所 7Y(e) (| zi el (rE€EC') 

证 明 下 是 多 项 式 . 

15. 假设 下 是 C" 中 的 整 函 数 ，N 是 正 整数 ，7r 之 0 并 且 

| fCz) | 委 (1 二 zl)xerm (VzE€E COC), 
| f(x) | 委 1 (Vz ER"), 
证 明 
| fz) |<e™ (VzE€EC'). 
提示 : 固定 x 二 + 十 iy€EC"， 对 于 AEC，s>>0 定义 
g:(4) = (1 —isA) Nier f(r 十 Ay), 

并 且 应 用 最 大 模 定 理 于 上 半 平 面 中 的 大 半圆 形 区 域 ， 得 出 | g.(i) | 过 1. 令 ， 
—0. 

16. 在 定理 7. 23(b) 中 ， 没 有 断言 是 N 阶 的 .下面 例子 说 明 这 并 不 总 是 
真 的 . 

设 y 是 R: 上 的 Borel 概率 测度 ， 它 聚集 在 单位 球面 8 上 并 且 在 S 的 所 有 旋 
转 之 下 不 变 . (利用 球 坐 标 ) 计 算 


(zx) = 加 和 | (x € Rs)， 


令 xz 一 Dip， 则 
| zz) |=| rp(z) | 入 1 (rz € R’). 
从 习题 15 得 出 
| ze 。) (Ye™! (z€ CC), 

尽管 不 是 0 阶 广义 函数 ( 它 的 阶 是 1) 找 出 整 函数 wx(e-.)，zEC: 的 显 式 表达 式 . 

17. 假设 zx 是 R* 中 的 广义 函数 ， 具 有 紧 支 撑 多， 其 Fourier 变换 是 R" 上 
的 有 界 函 数 . 

(a) 假 定 n= 二 1 或 2， 证 明 对 于 每 个 在 K 上 为 0 的 yEC”(R"), yu 一 0. 

(b) 假 定 n=2 并 且 存 在 在 KK 上 为 0 的 二 元 实 多 项 P. 证 明 Pu 二 0 从 而 满 
足 偏 微 分 方程 P( 一 D)u= 二 0。 例 如 当 KK 为 单位 圆 时 ， 则 

十 Au 一 0， 

这 里 入 二 8: /9xi 十 9:/9xi 是 Laplace 算 子 . 

Cc) 借助 于 习题 16 和 多 项 式 1 一 zx 一 如 一 x 说 明 (b)， 从 而 (a) 当 把 ”一 2 换 
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为 n 二 3 时 不 成 立 . 
(d) 假 定 n=1，fELICR), 在 K 上 了 =0 并 且 了 满足 1/2 阶 Lipschitz 条 件 ， 
即 | 了 (2 一 了 (3s) | 委 C 1 1 一 s | 2， 证 明 


| frulzr)dzr = 0. 


提示 : 对 于 任何 nw， 设 He 是 所 有 在 KK 之 外 离开 的 距离 小 于 e 之 0 的 点 的 集 
合 . 设 {( 记 } 是 像 定 理 7. 23(b) 证 明 中 一 样 的 近似 单位 ， 应 用 Plancherel 定理 得 到 
lzxmels sx-e lh: |;, 
说 明 从 而 对 于 任何 在 上 为 0 的 $E€9(R")， 


jac#) | Hl liminf{e™ | | $ | dm, 


这 得 出 (a)， 稍 加 改变 得 出 (d); (b) 从 (a) 推 出 
18. 在 定理 7. 25 的 证 明 中 引进 函数 yy 是 否 必要 ? 通过 在 KK 上 令 FF(x) 一 
f(x)， 在 KK 之 外 F(x) 二 0 能 否 简 化 证 明 ? 
19. 说 明定 理 7. 25 的 假设 意味 着 对 于 每 个 多 重 指 标 a。，| a | 委 ~，D"/ 是 局 
部 L? 的 . 
20. 设 fEL2:(CR:) 为 连续 函数 ， 其 Fourier 变换 是 
Fy = (1 二 ylog(2 二 yl (Cy € R’), 
因为 | y | :7y) 在 ZL2(CR:) 中 ， 定 理 7. 25 蕴涵 f€ C0 (CR:)， 通 过 证 明 
fh + fA 0 -一 co (h > 0)， 


说 明 更 强 的 结论 AE Ce CR: ) 不 成 立 ， 这 表明 在 这 定理 7.25(1) 中 “之 ”不 能 换 为 
“之 ” 

21. 假设 4 是 R" 中 的 广义 函数 ， 它 的 一 阶 导数 Diu，…，D,w 是 ?CR") 中 
的 函数 ， 证 明 x 也 是 一 个 函数 并 且 x 是 局 部 L? 的 . 〈 说 明 “ 局 部 ?在 此 结论 中 不 能 
路 去 . ) 

提示 :， 事实 上 zx 是 一 个 区 : 函数 与 一 个 整 函 数 的 和 . 

当 n=1 时， 说 明 wx 实际 上 为 连续 函数 .说 明 当 一 2 时 这 个 较 强 结论 不 成 
立 ， 例如， 考虑 函数 

u(re”) = loglog(2 十 一 ) 


的 梯度 在 L2zCR2) 中 、 见 第 8 章 习题 11 在 较 弱 假设 下 的 同样 结果 、. 

22. 周期 广义 函数 ， 或 在 环 面 T*" 上 的 广义 函数 具有 Fourier 级 数 ， 它 的 理论 
较 之 Fourier 变换 稍为 简单 . 这 主要 归 诸 于 六 的 紧 性 : 六 上 的 每 个 广义 函数 具 
有 紧 支 撑 . 特别 地 ， 平 缓 广义 函数 便 无 特殊 之 处 . 

证 明 建立 在 下 面 基本 提纲 上 的 各 种 断言 : 

T 二 {(e"1 ,e+ ) :x 是 实 的 ). 
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$x1iy sa) = $le™t ,ee er) 
T" 上 的 函数 $$ 可 以 与 R*” 上 关于 每 个 变量 以 2x 为 周期 的 隆 数 等 同 ，2Z” 是 整数 局 
的 n 数组 二 (kl ，…，k,) 的 集合 (或 加 群 ;， 对 于 EZ ， 函 数 es 在 工 上 由 
etKerl ,en) 一 err = exp(iC(kiz 二 kr )} 
定义 ，o, 是 T* 上 的 Haar 测度 . 若 %E Li(Co)，g$ 的 Fourier 系数 是 


$Ck) 一 | .eao, (kE 2") 


DCT 是 T 上 使 得 geE C” CR" ) 的 全 体 函 数 g 的 空间 . 若 %E 9(T")， 则 对 于 N= 
0， 1 ， 2， ooe 
(DATR RY | $k) 1} < 00. 
kEx" 
这 些 范 数 确 定 了 2CT") 上 的 Fréchet 空间 拓扑 ， 它 和 由 范 数 
max sup | (Deg)(z) | (N= 0,1,2,.…) 
SN r€R" 


给 出 的 拓扑 一 致 . 

9'(T") 是 9(T) 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 的 空间 ， 其 元 素 是 T 上 的 广义 函 
数 ， 任 一 xE9 (入 ) 的 Fourier 系数 由 

uk) = ules) (RE 2") 

定义 . 

对 于 每 个 zxE2(T) 对 应 有 N 和 C 使 得 

| za) | CGIRADY (RE 72"). 

反 过 来 ， 如 果 g 是 2" 上 的 复 函 数 ， 对 于 某 个 C 和 人 满足 | gCk) | 委 CCI 十 
[有 | )N, 则 对 于 某 个 zxES CT")，g==u. 

于 是 在 一 方面 是 上 的 广义 函数 ， 另 一 方面 是 Z" 上 的 多 项 式 增长 函数 之 间 
存在 线性 一 一 对 应 . 

若 ECE,CE;C… 是 有 限 集 ， 它 们 的 并 是 Z" 并 且 若 E234T')， 当 jj 一 
时 ,， “部 分 和 ” 


Du (ke 


EE 

在 CT) 的 w"' -拓扑 中 收敛 于 . 

uE€9BCT') 和 wvE9 CT") 的 卷 积 w*v 更 简单 地 定义 为 是 具有 Fourier 系数 zx 
Ck)Ck) 的 元 素 、 定 理 6. 30 和 6. 37 的 类 比 是 真 的 ， 其 证 明 简 单 得 多 . 

23. 修改 定理 7. 25 的 证 明 ， 用 Fourier 级 数 代替 Fourier 变换 ， 用 适当 的 周 
期 函数 替换 F. 

24. 令 C=(2/x)1/2， 对 于 )=1，2，3，…， 在 实 直线 上 以 

c/t 车 1 < 二 7 


CD) = 
5 (0 其 他 
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定义 g,， 证 明 {g,}) 是 一 致 有 界 函 数 序列 ， 当 六 >co 时 点 态 收 伍 ， 若 AE L2(RI)， 
由 此 推出 以 L? -度量 /x g 收敛 于 某 个 函数 囊 PE 天， 这 是 了 的 Hilbert 变换 ， 
形式 地 


(Hf) (x) = 二 | 上 dr. 
nA 


-~ Ti 
(此 积分 在 主 值 意义 下 对 于 几乎 所 有 z 存在 ,但 这 并 不 容易 证 明 ; 如果 了 满足 例 
如 1 阶 的 Lipschitz 条 件 ， 证 明 是 平凡 的 . ) 证 明 对 于 每 个 FE LCR')， 
Iris = 1 fl:, HCHf) = 一 人 
于 是 互 是 周期 为 4 的 十- 等 距 . 
若 ff€EF，HHfE% 成 立 吗 ? 
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基本 解 


8.1 引言 我 们 将 考虑 常 系数 线性 偏 微分 方程 ， 这 是 一 些 形 如 
Pl(D)u= wv (1) 
的 方程 ， 其 中 PP 是 个 变量 的 ( 复 系数 ) 非 常数 多 项 式 ，P(D) 是 相应 的 微分 算 子 
( 见 7.1 节 ),，wv 是 给 定 的 函数 或 广义 函数 ， 而 函数 (或 广义 函数 )u 是 (1) 的 解 . 
广义 函数 EE 9 CR") 称 为 是 算 子 PC(D) 的 基本 解 ， 如 果 当 v= 二 6 是 Dirac 测度 
时 ， 它 满足 (1)， 即 


PCD) 已 一 人 (2) 
这 里 将 要 证 明 的 基本 结果 (定理 8.5， 属 于 Malgrange 和 Ehrenpreis) 就 是 这 种 基 
本 解 总 存在 . 
假若 下 满足 (2)， 史 具有 紧 支 撑 ， 令 
uu= Exw. (3) 
则 和 是 (1) 的 解 ， 因 为 根据 定理 6. 35 和 定理 6. 37， 
PCD)(Exvw) = (P(D)E)xv= xv= v. (4) 


因此 基本 解 的 存在 性 导致 了 方程 (1) 的 一 个 一 般 存 在 性 定理 ; 同时 注意 (1) 的 
每 个 解 与 下 x v 相差 一 个 齐 次 方程 PCD)u==0 的 解 . 此 外 (3) 给 出 关于 x 的 另外 一 
些 信 息 ， 例 如， 如 果 vE9(CR")， 则 wE€C” CR"). 

当然 也 可 能 对 某 些 具有 非 紧 支撑 的 vz， 卷 积 玉 x vw 存在 .这 就 产生 了 求 下 的 
问题 ， 使 瑟 在 无 穷 远 处 的 性 质 能 够 很 好 地 控制 .最 佳 可 能 结果 当然 是 求 出 一 个 具 
有 紧 支撑 的 瑟 ， 但 这 是 永远 做 不 到 的 . 否则， 上 志 就 是 一 个 整 函数 ， 并 且 (2) 蕴 涵 
P 祖 ==1， 但 是 一 个 整 函数 与 一 个 多 项 式 的 乘积 不 可 能 为 1， 除非 二 者 都 是 常数 ， 

然而 ， 有 时 利用 方程 PE 二 1 可 以 求 出 EE， 即 当 1/P 是 一 个 平缓 广义 函数 时 
在 这 种 情形 ，1/P 的 Fourier 变换 提供 了 一 个 基本 解 ， 它 是 一 个 平缓 广义 函数 . 
这 种 例子 请 看 习题 5 一 9. 

另 一 个 有 关 的 问题 是 当 w 具有 紧 支 撑 时 ，(1) 的 具有 紧 支 撑 解 的 存在 性 ， 它 
的 答案 (定理 8. 4 给 出 ) 很 清楚 地 表明 ， 在 这 一 类 问题 里 仅 研究 在 R' 上 的 已 是 不 
够 的 ， 而 P 在 复 空间 C* 中 的 性 质 是 非常 重要 的 . 

8.2 记号 和 是 环 面 ， 它 由 C" 中 的 点 
也 一 (et eye ) (1) 
组 成 ， 其 中 人 hb，… 的 是 实数 ; m 是 T 上 的 Haar 测度 ， 即 除 以 C2x)” 的 
Lebesgue 测度 . 
C" 中 的 NN 次 多 项 式 是 函数 
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P(z) = >,c(azm (z€EC') (2) 


lal&N 
其 中 4a 遍历 多 重 指标 并 且 c (a)€ C， 如 果 (2) 成 立 并 且 对 于 至 少 一 个 a，|a| 一 
N，cla) 关 0， 则 称 P 是 确切 NN 次 的 . 
8.3 引 理 如 果 忆 是 C" 中 确切 NN 次 多 项 式 ， 则 存在 一 常数 A 二 oo， 它 仅 依赖 
于 PP， 使 得 对 于 C" 中 每 个 整 函数 上， 每 个 zEC" 和 每 个 r 盖 0， 


| f(z) <ar*| | CfP) (z+ rw) | do, (Cw). (1) 
证 明 首先 假定 下 是 单 复 变 量 整 函数 并 且 
QW = c+ta) weC). (2) 


令 QD=cJTQ4a4)， 则 cE) 二 (FQ)(0)， 由 于 在 单位 贺 周 上 1Q@|=1Q|， 
推出 


| ceF(O) |<| | (FQ) (0) | db. (3) 


所 给 的 多 项 式 PP 可 以 写成 P=Po 十 Pi 十 … 十 Py， 其 中 每 个 P, 是 j 次 齐 次 多 
项 式 . 定义 A 为 


1 _ 
一 =|- | Py | do,. (4) 


这 个 积分 是 正 的 ， 因 为 P 是 确切 N 次 的 ，( 见 习题 1(b)). 如 果 zEC' 并 且 wE 
T*"， 定义 


FQ) = f(z+nw),QQ) = PCz 十 内 U) QECO) (5) 
Q 的 首 项 系数 是 xr*Pv(w). 从 而 (3) 意 味 着 
rm | PyCw) 1 Ca | 二 去 | | HP) (z+rerw) | db (6) 
如 果 关 于 o 积分 (6) ， 我 们 得 到 
1 F021< Ar* | al | PY zt resw) | do,(w). (7) 
在 变量 w>e*w 的 变换 下 ， 测 度 o 是 不 变 的 。 因 此 (7) 的 内 层 积分 不 依赖 于 
9， 这 给 出 (1). 
8.4 定理 假设 是 nn 变量 多 项 式 ，vE CR"),，v 具 有 紧 支 朱 ， 则 方程 
P(D)u= vw (1) 
有 有 具有 紧 支撑 的 解 当 且 仅 当 存 在 C" 中 定义 的 整 函 数 g 使 得 
Pg=v (2) 
当 这 个 条 件 满足 时 ，(1) 有 惟一 具有 紧 支 撑 的 解 ; 的 支撑 位 于 的 支撑 的 
古训 中 . 


证 明 如果 (1) 有 具有 紧 支撑 的 解 x， 定 理 7. 23(a) 说 明 当 g 王 u 时 (2) 成 立 ， 
反之 ， 假 设 (2) 对 于 某 个 整 函数 g 成 立 . 选取 ~>0 使 得 wv 的 支撑 在 rB={z 
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ER" ，| z| 委 ”中 根据 引 理 8.3，(2) 意 味 着 


| g(z) I<4|. | vz rw) | do(w) (z € C'). (3) 
由 定理 7. 23(a)， 存 在 N 和 7 使 得 
| vz 二 +w) | 委 yy 十 | zw |) exp{r | Im(z 二 vw) |}. (4) 
存在 常数 c 和 cs ， 对 于 所 有 zxEC" 和 所 有 wE€ T" 满足 
1 十 | z+w | 过 ci(l++|z|) (5) 
和 
| Im(z 十 w) | 志 cz 十 | Imz |. (6) 
由 这 些 不 等 式 得 出 
| gCz) | 和 妥 BCGLI 二 | zl)xexp(tr|Imz|， (z € CC"), (7) 


其 中 B 是 另 一 个 常数 (依赖 于 yY，A，N， cl，cs 和 vr). 由 (7) 和 定理 7.23C(b)， 对 
于 某 个 支撑 在 rB 中 的 广义 函数 ww，g 一 wx， 从 而 (2) 变 为 Pu 二 vw， 它 等 价 于 (1). 

4 的 惟一 性 是 显然 的 ， 因 为 至 多 有 一 个 整 函 数 满足 Pu=v. 

以 上 讨论 说 明 ，z 的 支撑 5。 位 于 每 一 个 中 心 在 原点 并 且 包含 v 的 支撑 S, 的 
闭 球 中 .因为 (1) 意 味 着 

PID)(ru) 一 rm (rE€ R'), (8) 

同样 的 命题 对 于 z 十 S, 和 xz 十 S, 亦 真 . 因此 S, 位 于 包含 S, 的 所 有 闭 球 ( 中 心 在 
R" 的 任何 地 方 ) 的 交集 中 ， 因 为 这 个 交集 是 5S, 的 凸 包 ， 证 毕 . 
8.5 定理 如 果 一 是 C" 中 的 确切 NN 次 多 项 式 并 且 r 汪 >0， 则 微分 算 子 PLD) 有 
基本 解 玉 ， 它 满足 对 于 每 个 JE 2(R")， 


| EC {< Ar*| dC), | gz 十 rz) | dm C0). (1) 
这 里 A 是 在 引 理 8. 3 中 出 现 的 常数 . 这 个 定理 的 要 点 是 基本 解 的 存在 性 而 不 
在 于 定理 证 明 中 产生 的 估计 式 (1). 
证 了 明 固定 ”>0， 定 义 
lo = | ac] 19 十 mw) | dm (2) 
为 了 准备 证 明 的 主要 部 分 ， 让 我 们 首先 证 明 如 果 在 2CR") 中 yy 一 0 则 
limlyl =0 (3) 
注意 如 果 LEGR"， wEC", 那么 $+w)= (ef) 2). 从 而 
yl = | | Ce_ wtp) | dm， (4) 


如 果 在 9CR") 中 ， 几 一 0， 所 有 内 的 支撑 在 某 个 紧 集 K 中 .函数 e,,(wET') 在 K 
上 一 致 有 界 ， 由 Leibniz 公式 推 得 
| DCe yg) COK ,a) max Dey, | ~. (5) 


对 于 每 个 a,，(5) 的 右边 趋 于 0， 从而， 给 定 e>>0， 存 在 j。 使 得 
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| CT 一 A)"(Ce ob) <e GOG>jo,wE TT), (C6) 
其 中 A= 二 六 十 … 十 Di 是 Laplace 算 子 ， 由 Plancherel 定理 ，(6) 与 
[ariel Gtr) Pdms(D <e (7) 


一 样 . 由 此 ， 根 据 Schwartz 不 等 式 和 (2) 推 出 ， 对 于 一 切 j 之 jo， jy 过 CG.. 
其 中 


C= | ,+t "dm < oo (8) 


这 证 明了 (3) 
现在 假定 %E 9(R") 并 且 
y= PCD)S. (9) 


则 多 =P$，#$ 和 多 是 整 函数 ， 从 而 决定 $， 特 别 地 ，$C0) 是 在 P(D) 的 值 域 上 定 
义 的 yy 的 线性 泛 函 ， 证 明 的 关键 在 于 说 明 这 个 泛 函 是 连续 的 ， 即 存在 一 个 广义 函 
数 xE9' CR") 满 足 

ul(P(D)$) = $(0) (EGG9CR"))， (10) 
因为 广义 函数 = 满足 

(PCD)E) C$) =E(P(— D)$) = ul((P(— DD = u(P(D)?) 

=$(0) = $(0) = 6(P),， 

故 PCD)E 二 6， 此 即 所 求 . 


引 理 8. 3 应 用 于 P#$ 一 py， 得 到 
| $02) I<ar*|. [orw) | dem Ge RR"), (11) 


根据 反 演 定理 ，#$(0) = | $dm,， 因 此 (11)，(2) 和 (9) 给 出 
| $60) | 委 Ar | PCD)8 (fg€ 29(R')). (12) 
设 Y 是 由 函数 PCD)$C(8E 9(R")) 组 成 的 9(CR") 的 子 空间 ， 由 (12)，Hahn- 
Banach 定理 3. 3 说 明 在 Y 上 由 PC(D)#>$(0) 确 定 的 线性 泛 函 延 拓 到 9(R") 上 的 
线性 泛 函 u 满足 (10) 也 满足 


lu lAr*|yl CE 2R")). (13) 
由 (3)，xzE9' (CR")， 证 毕 . 国 
椭圆 型 方程 
8.6 引言 如 果 是 某 个 开 集 QCR? 中 的 二 次 连续 可 微 函 数 并 且 满 足 Laplace 
方程 
2& 3992 
toy- (1) 


那么 众所周知 u 实际 上 在 C~(Q) 中 . 这 是 因为 9 中 每 个 实 调和 函数 (局 部 地 ) 是 
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一 个 全 纯 函 数 的 实 部 .任何 这 种 类 型 的 定理 一 一 其 中 断言 某 种 微分 方程 的 每 个 解 
具有 比 初始 条 件 更 强 的 光滑 性 质 一 一 都 叫做 正则 性 定理 . 

对 于 椭圆 型 偏 微分 方程 ， 我 们 将 给 出 一 个 相当 一 般 的 正则 性 定理 的 证 明 ， 等 
一 会 儿 我 们 将 定义 “椭圆 型 "这 个 术语 ， 首 先 我 们 看 到 ， 方 程 


gu 
23 了 一 人 (2) 


与 (1) 很 不 相同 ， 因 为 它 将 被 形 如 wx(Cz，y)= FCy) 的 每 个 函数 所 满足 ， 其 中 f 
是 任何 可 微 函 数 . 事实 上 ， 如 果 (2) 理 解 为 


芒 ( 了 下)=。 (3) 


则 了 可 以 是 完全 任意 的 函数 . 

8.7 定义 假设 0 是 R" 中 的 开 集 ，N 是 正 整数 ， 对 于 每 个 多 重 指标 o， | e | 
和 N， 放 EC"(9)， 并 且 当 |a | 一 N 时 至 少 有 一 个 f。 不 便 等 于 0， 它 们 决定 了 
一 个 线性 微分 算 子 


L= 2)f.D. (1) 
laf&N 
当 作 用 在 广义 函数 x€ 9 (Q) 上 时 ， 
Iu = 2)\f.Dau (2) 
lal&N 
工 的 阶 是 N. 算 子 
Dy f.D, (3) 
lei=N 
是 工 的 主 部 . 工 的 特征 多 项 式 是 
pz 人 一 >)HCzy CCzEQyER) (4) 
laj=N 
这 是 系数 在 C~(Q) 中 的 关于 变量 y= 《Cy1，…，ys) 的 入 次 齐 次 多 项 式 ， 


算 子 工 叫做 是 椭 圈 型 的 ， 如 果 对 于 每 个 zxEQ 和 每 个 yER"，P(z，2) 天 0， 
当然 除去 y=0 以 外 . 注意 椭圆 性 是 用 工 的 主 部 来 定义 的 ; (1) 中 出 现 的 较 低 阶 的 
项 不 起 作用 . 

例如 ，Laplace 算 子 


(5) 


的 特征 多 项 式 是 p(x，y) 二 一 (f 十 … 十 江 )， 因 而 人 是 椭 贺 型 的 . 
另 一 方面 ， 如 果 工 一 可 也 5 二， 则 pCz，) 一 一 ,上 不 是 精 贺 型 的 ， 
我 们 瞳 准 的 主要 结果 (定理 8. 12) 涉 及 到 平缓 广义 函数 的 某 些 特殊 空间 ， 现 
在 我 们 来 描述 它 . 


8.8 Soboley 空间 ”把 每 个 实数 * 通过 
du,(y) 一 (1 十 | y 1)’dm, (Cy) (1) 


216 
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与 R*Y 上 的 一 个 正 测度 yx, 联系 起 来 ， 如 果 fEL’ (x.)， 即 | | f ld <co， 则 上 


是 一 个 平缓 广义 函数 (7. 12 节 的 例 (C)); 从 而 了 是 平缓 广义 函数 x 的 Fourier 变 
换 ， 如 此 得 到 的 所 有 组 成 的 向 量 空间 将 用 五 " 表示 ; 赋予 范 数 


ll, = (| laa) (2) 


H' 显然 等 距 同 构 于 L(y). 

这 些 空间 万 ' 叫做 Sobolev 空间 . 维 数 将 总 是 固定 的 ， 并 且 在 记号 中 不 再 
提 到 它 . 

根据 Plancherel 定理 ，H" = 二 LL?. 

如 果 t 二 ;s， 显 然 HH:CH'， 从 而 所 有 空间 H: 的 并 X 是 一 个 向 量 空间 .线性 
算 子 A: X 一 和 叫做 上 阶 的 如 果 A 对 于 每 个 五 ' 的 限制 是 瓦 ' 到 互 一 中 的 连续 映 
射 ， 注意 上 不 必 是 整数 并 且 每 个 上 阶 算 子 也 是 : 阶 的 ,zt. 

下 面 是 将 要 用 到 的 关于 Sobolev 空间 的 性 质 . 

8.9 定理 
(a) 每 个 具有 紧 支 撑 的 广义 通 数 属于 某 个 昌 :. 
《(b) 如 果 一 co 二 1 过 co， 由 
vy) 一 (1 十 | yl uy) (y€ R’) 
给 出 的 映射 u->vu 是 是 ' 到 日 ‘上 的 线性 等 距 ， 因 此 它 是 阶 算 子 ， 其 逆 是 一 i 
阶 的 . 

(Cc) 如 果 5bEL”(R)， 由 v 一 bu 给 出 的 映射 x 一 v0 是 一 个 0 阶 算 子 . 

(d) 对 于 每 个 多 重 指标 a，D, 是 一 个 | a | 阶 算 子 . 

(e) 如 果 fE9， 则 wu 一 fu 是 0 阶 算 子 . 

证 明 ”如 果 wuE9CR") 有 紧 支撑 ， 定 理 7. 23(a) 说 明 对 于 某 个 常数 C 和 N， 

laly) II 和 CGT+TybD (CE R). (1) 
从 而 ， 如 果 ;二 一 N 一 n/2，uE€ H:， 这 证 明了 (a)， 而 (b) 和 (ec) 是 显然 的 .关系 式 
| (Da Cy) =| wz) [+ ly 1 | u(y) | 


意味 着 
| Dull Bul,, (2) 
因此 (d) 成 立 . 
(e) 的 证 明 依 赖 于 不 等 式 
(十 | zt 二 yy 1 所 250Q 二 | xz 上):(1 十 | y 12)1， (3) 


Zz，yER"， 一 co<s<co。 当 5s=1 时 (3) 是 显然 的 ， 由 此 ;二 一 1 的 情况 可 通过 用 
z 一 y 代替 z， 用 一 y 代替 y 得 到 .由 这 两 种 情况 ， 通 过 把 每 项 升 高 到 | * | 次 笑 
而 得 到 (3) 的 一 般 情况 ， 由 (3) 得 出 对 于 R" 上 每 个 可 测 函 数 ， 


[hz Dd) 2 tly "|, La ld. (4) 
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现在 假定 xE H'，f/€%,， > 15| 十. 因为 了 JE%， fl:<~%. 令 7= 
Hi-A《R")， 则 7y<o0， 定义 下 = |&| * | 了 | 由 定理 7.19， 


| Cfu) |=iuxf llul* |f|=F. (5) 
根据 Schwartz 不 等 式 ， 对 于 每 个 XE R"， 
CN A zz) (6) 
在 R” 上 关于 wm， 职 分 (6)， 由 (4)， 结果 是 
EA (7) 
从 (5) 和 (C7) 推出 
feud C7 EN lul, (8) 
这 证 明了 (e). 


8.10 定义 设 0 是 R" 中 的 开 集 ， 广义 函数 x€9(0) 称 为 是 局 部 H’ 的 ， 如 果 
对 于 每 个 点 zxE 0 存在 广义 函数 v€ 五 : 使 得 在 z 的 某 个 邻 域 w 中 ，x 一 区 见 6. 19 
节 ). 
8.11 定理 如 果 xE9'(Q) 并 且 一 co<s<co， 下 列 两 个 说 法 是 等 价 的 : 

(a)u 是 局 部 Hi. 

《b) 对 于 每 个 E90),， gu€ H:. 
此 外 ， 如 果 s 是 非 负 整数 ，(a) 和 (b) 等 价 于 

《Cc) 对 于 每 个 a，| a | 三;s，Duu 是 局 部 L? 的 . 

(b) 也 许 需 要 明确 一 下 ， 因 为 wu 仅仅 作用 于 其 支撑 在 中 的 测试 防 数 上 . 然 
而 ，yu 是 一 泛 防 ， 对 于 每 个 $8€E 9(R") 相 应 地 有 

(gu) ($) = uy). 

注意 ，J$EQ(Q)， 故 CO) 是 确定 的 . 

证 明 假定 zx 是 局 部 互 : 的 ， 设 KK 是 某 个 JyE 3(Q) 的 支撑 .因为 是 紧 的 ， 
存在 有 限 多 个 开 集 w,CQ， 它 们 的 并 盖 住 KkK， 在 其 中 与 某 个 v,€ 五 一致 ， 存 


在 函数 上 E9(w) 使 得 在 天 上 ，>) 屿 =1. 如 果 $E 3CR") 由 此 推出 


ug$) = Dulgyg$) = Dv (gpg), 

因为 py$E93(Cw,)， 因 此 gu 一 ppv,， 根 据 定理 8.9(e)， 对 于 每 个 i,， yyv, E 
H:， 因 此 guE H:， 并且 (a) 蕴 涵 (b). 

如 果 (b) 成 立 ，zEQ 并且 在 xz 的 一 个 邻 域 包 中 ，yE 9240) 为 1， 则 在 区 中 ， 
wu 二 gu， 并 且 由 假设 yu€ 五 因此 (b) 蕴 涵 (a). 

仍 假设 (b) 成 立 . 如 果 JyE 340Q)， 则 guE€ H'， 从 而 由 定理 8. 9(d)，D, (yu) 
EH i. 如果 lc|l 委 ss， 风 

Fr CH = LR’"). 
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因此 D,(yw) EL CR"). 在 xE 0 的 某 邻 域 中 取 yg 二 1 说 明 在 Q 中 Du 是 局 部 十” 
的 .于 是 (b) 蕴 涵 (c). 

最 后 ， 假 定 对 每 个 a。，| a | 委 *，D.v 是 局 部 L? 的 .固定 VE 3(0). Leibniz 
公式 说 明 ， 如 果 | a | 三;，D, (gu) EDLCR").， 从 而 


[yg dm < (al<s. 0 

如 果 s 是 非 负 整数 ， 用 单项 式 上 ,，…，y 代替 y*"，(1) 成立， 像 在 定理 7.25 的 
证 明 中 那样 ， 推 出 

atiy | go am < ~ (2) 

因此 yu€ 下 ，(c) 昔 涵 (b)， 证 毕 ， 国 


8.12 定理 假定 QQ 是 R" 中 的 开 集 ， 并 且 

(2) 二 如 f.D。 是 中 线性 椭圆 型 微分 算 子 ， 具 有 阶 N 之 1， 系 数 f,. EC (0)， 

(b) 对 于 每 个 a，|a| 二 N，f, 是 常数 ， 

(c)u 和 vw 是 0 中 的 广义 函数 满足 

Lu 一 也 (1) 
并 且 v 是 局 部 晶 ' 的 . 则 是 局 部 日 + 的 . 

推论 。 如果 工 满足 (a) 和 (b) 并 且 v€EC”(Q)， 则 (1) 的 每 一 个 解 u 属于 
C”(Q). 特别 地 ， 齐 次 方程 Lu 一 0 的 每 一 个 解 在 C”(Q2) 中 . 

若 v€ CC(0)， 则 对 于 每 个 JyE 9(Q)，yoE9(CR");， 从 而 对 于 每 个 *，v" 是 局 
部 互 : 的 ， 并 且 这 个 定理 意味 着 对 于 每 个 ;s，w 是 局 部 日 ' 的 ; 由 定理 8 11 和 定理 
7. 25 推出 xE C0” (0). 

(b) 可 以 从 定理 的 假设 中 去 掉 ， 不 过 它 的 出 现 使 得 证 明 相 当 容易 . 

证 明 固定 一 点 zEQ， 设 B,CQ 是 中 心 在 z 的 闭 球 并 且 在 某 个 包含 B。 的 
开 集 上 ， 加 E23CQ0) 为 1. 由 定理 8.9(a)， 对 于 某 个 二 点 xE H'.， 因为 当 i 减 小 
时 ，H' 变 大 ， 我 们 可 以 假定 一 * 十 N 一 上 ， 其 中 & 是 一 个 正 整数 ， 选 取 闭 球 

也 ,也 一 … 卫 了 
其 中 每 个 的 中 心 在 z+， 而 且 每 一 个 真 包 含 在 前 一 个 内 .选取 办 ，…， 办 E929(0) 使 
得 在 某 个 包含 B, 的 开 集 上 ，#$, 二 1， 在 B,_ 1 外 如 = 二 0， 因 为 加 wuE HH'， 下 列 “ 自 励 
式 ” 的 命题 意味 着 
pu€E Hl, gu €E HM. 
央 此 它 导 出 是 局 部 日 +* 的 结论 ， 因 为 i 十 k 二 s 十 N 而 且 在 Bi 上 , 二 1. 

命题 除了 定理 8.12 的 假设 外 ， 如 果 对 于 某 个 1 三 ss 十 N 一 1 和 某 个 yE 
9(0) ,JuE 于 ， 其 中 峭 在 包含 %E9(Q) 的 支撑 的 某 个 开 集 上 为 1， 则 puE€ H"™\. 

证 明 我 们 从 证 明 

L(gu) € HN (2) 
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开始 . 
考虑 广义 一 数 
A= L(gu)—#u = L(gu)O— 加 . (3) 
因为 它 的 支撑 在 $ 的 支撑 中 ,在 (3) 中 用 yu 代替 而 不 改变 人; 
A=L(gyu) — #L (gu) 
= Df [LD, (fyu) — $D, Cygu)]. (4) 


lal&N 


如 果 将 Leibniz 公式 应 用 于 D,($。， yu)， 我 们 看 到 在 (4) 中 yu 的 NN 阶 导 数 消去 
了 .因此 A 是 gw 的 至 多 为 N 一 1 阶 的 导数 的 线性 组 合 ( 系 数 在 9(R") 中 )。 因 为 
JE H'， 定 理 8.9(d) 和 (e) 列 涵 和 AE HmNt!.。 由 定理 8.11，#vE H'， 而 且 因 为 
t 一 N 十 1 过 ;， 有 $vE HN+t1， 现 在 (2) 由 (3) 推 出 . 

因为 工 是 椭圆 型 的 ， 它 的 特征 多 项 式 


p(y) = fy (y € R") (5) 
在 R" 中 不 为 0， 除非 y= 二 0， 对 于 y€ R”"，y 了 关 0， 定 义 洱 数 
q(y) =| y | Mply) ,rly) = (| y |*)g(y), (6) 
而 且 在 Sobolev 空间 的 并 上 定义 算 子 Q，R，5 为 
(QW) -= gqw, (Rw) “= rw (7) 
和 
S= >)yH.D。 (8) 


| 

因为 bp 是 N 次 齐 次 多 项 式 ， 如 果 X 汪 0，g(hy) 一 q(y)， 并 且 因 为 p 仅仅 在 原 
点 为 0，R" 中 单位 球面 的 紧 性 蕴涵 ga 和 1/g 都 是 有 界 函 数 . 由 定理 8. 9(c) 推 出 Q 
和 Q-: 都 是 零 阶 算 子 . 

因为 (1 十 | y1 -N21 十 | y 1*) 和 它 的 倒 函 数 都 是 R" 上 的 有 界 函 数 ， 由 
上 面 一 段 及 定理 8. 9(b) 和 (ce) 推出 R 是 NN 阶 算 子 , 它 的 道 R 是 一 六 阶 的 . 

由 于 yf, EQ9CR")， 由 定理 8. 9(d) 和 (e) 推 出 S 是 NN 一 1 阶 算 子 . 

因为 p==r 一 g， 并 且 因 为 p 具有 常 系数 f。， 如 果 w 在 某 个 Sobolev 空间 中 ， 
我 们 有 

(DfDw) = pw = Dw= (Rw— Qw). (9) 


lal=N 
从 而 
(R—Q+S)(gu) = L($u). (10) 
由 (2), LCpu) E HN. 
因为 guE H' 并 且 yj 一 $， 定 理 8. 9Ce) 蕴 涵 fu 一 sju€ 五 从 而 
(Q— SS) (pu) € HY, (11) 
因为 Q 是 0 阶 ，S 是 N 一 1 之 0 阶 .现在 由 (10) 得 出 
R$u) € HTN, (12) 
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而 且 由 R 为 一 N 阶 ， 最 后 断定 geE H'!. | 
8.13 例 假设 LL 是 R" 中 的 常 系数 椭圆 型 微分 算 子 ， 并且 EE 是 L 的 基本 解 ， 在 
原点 的 余 集 中 ， 方 程 LE 二 6 化 为 LE 二 0， 因 此 定理 8. 12 意味 着 除了 在 原点 ，E 
是 一 无 穷 可 微 函 数 ，E 在 原点 的 奇异 性 质 当然 是 依赖 于 工 的 . 

8.14 例 R* 的 原点 是 多 项 式 p(y) 一 yi 十 iys 仅 有 的 零点 ， 如果 0 是 R* 中 的 开 
集 ，uE 9'(0) 是 Cauchy-Riemann 方程 


( 9 2 9 
9 Zi 9 Ts 


)*=0 


的 广义 函数 解 ， 定 理 8. 12 意味 着 wE€EC”(Q)， 由 此 推出 ww 在 Q 中 是 z=xi 十 ix， 
的 全 纯 函 数 ， 换 名 话说 ， 每 一 个 全 纯 广 义 函 数 是 一 个 全 纯 函 数 ， 


习题 
1. 下 列 关于 多 变量 全 纯 函 数 的 简单 性 质 已 悄然 用 于 这 一 章 ， 证 明之 . 
(a) 如 果 了 是 C* 中 的 整 函数 ，mwE C" 并 有 旦 $0) 二 fQw)， 则 $8 是 单 复 变量 的 
整 函 数 . 
(b) 如 果 书 是 C" 中 的 多 项 式 并 且 
| 1Pldo =o 
TT™ 


则 卫 恒 等 于 0. 提示 : 计算 i rm | P|?do,. 

(ce) 如果 忆 是 多 项 式 (不 恒 等 于 0) 并 且 g 是 C" 中 的 整 函数 ， 则 存在 至 多 一 个 
整 函 数 f 满足 Pf 二 g. 

推广 这 三 个 性 质 . 

2. 证 明定 理 8.4 证 明 中 最 后 一 句 所 说 的 关于 凸 壳 的 命题 . 


3. 求 出 算 子 225 二 在 R* 中 的 基本 解 (有 一 个 是 R' 的 某 个 子 集 的 特征 函 
数 ). 
4. 说 明 方程 
a7 9? 
9 9 =0 
被 形 如 


u(xzisz2) 二 f(zi 十 Zz) 或 ulzxi,ZX2) = 二 f(x 一 x2) 
的 每 个 局 部 可 积 函 数 x 所 满足 (在 广义 函数 意义 下 ) 并 且 甚 至 经 典 解 ( 指 二 次 连续 
可 微 函 数 ) 不 必 在 C“ 中 .注意 把 这 一 点 与 Laplace 方程 对 比 . 
5. 对 于 zER:， 定 义 f(z)= 一 (1 十 |1z|2)-!. 证 明 /EL?*(CR’:) 并 且 了 是 算 子 
I 一 A 在 R: 中 的 基本 解 ， 根 据 直 接 计算 和 下 列 理由 求 出 了 ; 
(a) 因 为 f 是 径 向 函数 ( 即 仅仅 依赖 于 与 原点 的 距离 )，f 也 是 ; 见 第 7 章 习 
题 1. 
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(b) 除 去 原点 ，(I 一 A) 了 一 0 并 且 FE Cr . 

Cc) 如 果 FC | y | ) 二 f(y)，(b) 意 味 着 在 (0，coo) 中 下 满足 一 个 常 微分 方程 
并 且 可 以 容易 地 明显 求解 ， 答案 f(y) 二 (x/2)”* |y| -iexp( 一 |y|). 

用 R* 代替 尺 : ， 同 样 的 做 一 次 ， 你 会 遇 到 Bessel 函数 . 

6. 对 于 0<A<z 和 xER"， 定义 

Ki(z)=|zxl|™. 
证 明 
Ki(y) = cn A)Ke(y) (Cy € R"), (a) 

其 中 


cnsA) = 2 Ts “)M 人 (全 ): 


提示 : 如 果 nn 二 24 二 2n，K; 是 一 个 L! 函数 与 一 个 L? 函数 之 和 . 对 于 这 些 
4， 方程 (a) 可 由 齐 性 条 件 
Ki(l(tr)=iK (rx) (rE R",t > 0) 
得 出 .在 0 二 2 过 n 的 情况 ， 由 《对 于 平缓 广义 函数 ) 的 反 演 定 理 推出 ， 取 极限 给 出 
2 一 n 的 情况 ， 常 数 c(n, 可 由 |/$ 一 | 光 计 算出 来 ,其 中 z) 二 exp( 一 | 17/2). 
7. 在 习题 6 中 取 n 宇 3 和 4 二 2， 得 出 一 c(n，2)K,_-: 是 Laplace 算 子 和 人 在 R” 
中 的 一 个 基本 解 . 例如 ， 若 v 在 Ri 中 具有 紧 支 撑 ， 证 明 


u(x) 一 一 | ， | zx—y| vy)dy 
4AJR 


是 Au 二 v 的 解 . 
8. 把 R* 和 CC 等 同 (z= 二 zi 十 iz;); 令 
9 .3 — 9 ，,，9 
2 可 一 可 29 9 Zi 1 Fx 


证 明 1/z( 看 作 是 平缓 广义 函数 ) 的 Fourier 变换 是 一 zx， 证 明 这 一 结果 等 价 于 
Cauchy 公式 


drm Cw) ww 


$0 一 | ,BH Cw) Tw [$ € BR’)]. 


由 于 alog | w| = 二 1/w 并 且 A 二 99， 推 出 
$(z) = | a8) Cw)log | wmz| dm(Cw) [$€ OCR:)]. 
因此 log | = | 是 Laplace 算 子 在 R? 中 的 基本 解 . 


9. 用 习题 6 计算 
lim[e’ ~b— K:.(y)] = log | y| (CE R’), 
其 中 5 是 某 个 常数 ， 说 明 由 此 导出 习题 8 最 后 的 论断 的 另 一 证 明 . 
10. 假设 P(D)=D? 十 aD 十 bI( 现 在 是 n=1 的 情况 ). 设 f 和 g 是 P(D)u=0 
的 解 并 且 满 足 
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f(0) = 二 gC00) 和 了 了 (0) 一 g 0) 一 1. 
定义 
村 去 ， 
G(z) = (0 0 
g(X) 若 x 光 0， 
并 且 令 
A$ 一 一 | 8z)G(z)dz [$ E 9CR)] 


证 明 A 是 P(D) 的 基本 解 . 

11. 假设 是 R" 中 的 广义 函数 ， 它 的 一 阶 导数 Diu，…，Dwu 是 局 部 L* 的 . 
证 明 也 是 局 部 L? 的 ， 提示: 如 果 py€E 3(R") 在 原点 的 一 个 邻 域 中 为 1 并 且 AFE 
二 6， 则 AC(yE) 一 8E B(R")， 从 而 


u— SDu)* DyE) 


在 C”(R") 中 .每 个 D,(yE) 是 具有 紧 支 撑 的 L' 函数 . 
12. 假设 ww 是 R" 中 的 广义 函数 . Au 是 连续 函数 . 证 明 x 是 连续 函数 ， 提 
示 : 像 在 习题 11 中 那样 
u— (gE) x (Au) € C™ (R’). 
13. 把 习题 11，12 中 R" 换 为 任 一 开 集 Q， 证 明 类 似 结果 . 
14. 在 习题 12 的 假设 下 ,证明 


9 2u 2 
(a) 一 一 是 局 部 L* 的 , 但 
9 xl 


(b) 后 洗 不 必 是 连续 函数 . 


对 于 R? 中 周期 广义 函数 (第 7 章 习 题 22)， 证明 (b) 的 提纲 ， 如果 gE€ECCT*) 
具有 Fourier 系数 gC(m，n) 并 且 f 由 
Famsn) = (+m 二 +n) gm,n) 


定义 ， 则 fECCT*) 并 且 Af 一 f 一 gE€CCT*)， 因 为 之 | Fm, 1 | 一 co. 3 的 


Fourier 系数 是 一 m: 了 (m，n). 如 果 对 于 每 个 EEC(CT)，3 ?Ja 好 是 连续 的 ， 
则 (C3? f/3 zi)(0，0) 就 是 g 的 连续 线性 泛 函 ， 从 而 存在 全 上 的 复 Borel 测度 jy， 
具有 Fourier 系数 


~ mz 
pm,n) = TT 
下 一 个 习题 说 明 这 样 的 测度 不 存在 . 
15. 如 果 py 是 T? 上 的 复 Borel 测度 ， 并且 
A B 
_ 1 ; 
7(4A,B) = ATDOBTD 2 ， 


一 一 A m=——B 


证 明 
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lim [limy(A.B)]= limL limy(A,B)]. 
提示 ; 如 果 Da(t) = 二 (24 十 1)7 De 则 当 x=0 时 ，Dsa (xz) 二 1， 在 其 他 情 
况 Da(zx) 一 0 并 且 
7(A,B) = | Dae) Da dy,y). 


推断 这 两 个 累 次 极限 的 每 一 个 存在 并 且 都 等 于 y{(0，0)). 
如 果 j 像 习题 14 那样 ， 这 两 个 累 次 极限 一 个 是 1， 另 一 个 是 0. 
16. 假设 工 是 某 开 集 QCR" 中 的 椭圆 型 线性 算 子 ， 并 且 工 的 阶 是 奇数 . 
(a) 证 明 ”一 1 或 2 一 2. 
(b) 如 果 nn 二 2， 证 明 工 的 特征 多 项 式 的 系数 不 可 能 全 为 实数 . 
鉴于 (a) ，Cauchy-Riemann 算 子 不 是 很 典型 的 椭圆 型 算 子 的 例子 . 


225 
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第 9 章 Tauber 理论 


Wiener 定理 


9,1 引言 Tauber 定 理 是 从 序列 或 函数 的 某 些 平 均 性 质 推 导出 它们 的 渐 近 性 质 
的 定理 . Tauber 定理 往往 是 一 些 相当 明显 的 结果 的 逆 定 理 ， 但 是 通常 这 些 道 定理 
依赖 于 称 为 Tauber 条 件 的 一 些 附 加 假设 . 为 了 看 到 这 种 例子 ， 考 虑 复数 序列 ;， 
一 ao 十 … 十 ao, 的 下 列 三 个 性 质 . 


(a)limsy, 一 3$ 
本 由 


(b) 如 果 Fr) = Siar,0 <<7r < 1, 则 limf(7) 一 $ 

(Cc)limna, =0. 
由 于 f(7)==(1 一 r) D5r" ,并且 (1 一 7r) > ir 一] ， 对 于 每 个 rE(0，1)，f() 是 
序列 {5,) 的 平均 值 . 证 明 (a) 蕴 涵 (b) 是 极为 容易 的 . 其 逆 不 真 ， 但 (by) 和 (c) 一 起 
蕴涵 (a); 这 也 十 分 容易 并 是 已 被 Tauber 证 明 . Tauber 型 条 件 (c) 可 用 较 弱 的 假 
设 来 代替 ， 即 {za,} 是 有 界 的 (Littlewood). 值得 注意 的 是 条 件 (c) 的 这 一 减弱 使 
得 证 明 要 难得 多 . 

Wiener 的 Tauber 型 定理 最 初 是 处 理 实 直线 上 的 有 界 可 测 函 数 的 . 如 果 $E 
L“(R) 并 且 当 zx 一 十 ce 时 ， 炎 z) 一 0， 则 几乎 是 平凡 地 对 于 每 个 KETLICOR)， 当 zx 


十 oo 时 (K x 和 D(x) 一 0. 卷 积 Kx$ 可 以 看 作 是 $ 的 平均 ， 至 少 当 | = ] 时 是 这 


样 . Wiener 的 道 定理 (定理 9. 7(a)) 叙 述 了 如 果 对 于 一 个 KELICR),，(K x $) (x) 一 0， 
并 且 这 个 K 的 Fourier 变换 在 尺 的 任何 点 不 为 0， 则 对 于 每 个 AE LICR),(CAFx 办 (z) 
一 0; 更 强 的 结论 $x) 一 0 在 这 些 假定 下 不 必 成 立 ， 但 如 果 对 于 乡 加 上 一 点 附加 
条 件 ( 慢 振荡 ) 它 就 成 立 (定理 9.7(b)). 

开 不 为 0 一 一 意外 的 Tauber 型 条 件 以 下 述 方式 加 入 到 这 一 证 明 中 ， 车 
(Kx $)(x)>0， 把 K 换 为 它 的 任 一 平移 ， 同 样 的 结论 成 立 ， 从 而 把 开 换 为 天 的 
平移 的 有 限 线性 组 合 g 也 成 立 . 当 丽 没有 零点 时 ， 这 些 函 数 g 的 全 体 在 工 : 中 釉 
密 (定理 9. 5). 于 是 这 导致 L' 的 平移 不 变 子 空间 的 研究 . 

9.2 引 理 假设 fE ECR")，IER"，s>0. 则 存在 AnELICR")，|| 天 | <s 使 得 
对 于 上 的 某 邻 域 中 的 所 有 3， 
hs) = 广 ) — f(s). (1) 

这 个 引 理 说 明了 f 可 依 L'- 范 数 用 /十 h 允 近 ， 后 者 的 Fourier 变换 在 1 的 邻 
域 中 为 常数 . 

证 明 选取 gE€L'(CR") 使 得 在 原点 的 某 邻 域 中 g 一 1. 对 于 >>0， 令 
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gi(X) = eA "g(rz/A) (rx € R") (2) 
并 且 定 义 

hiClz) = flt) gx) — (fx gg) (x). (3) 
由 于 在 t 的 某 邻 域 V 中 &,(7z) 二 1，(3) 表 明 对 于 ;EV,， 并 用 h 代替 h 时 (1) 成 
立 . 紧 接 着 


hh Cx) =| fC Le g(r) — g(r— y) Jdm(y). (4) 
R 
括号 中 表达 式 的 绝对 值 为 
|ArgA ix)—A"gA (rm y)) |. (5) 


由 变量 代 换 + 二 4& 得 出 
A <|. | f(y) | drm)| | g(€) ~— gC(é—A ly) | dm(é). (6) 
(6) 中 的 内 层 积 分 至 多 是 2 g 1;,， 而 且 当 一 co 时 ， 对 于 每 个 yER"， 它 趋 
向 于 0. 从 而 由 控制 收 伍 定理 ， 当 )->ce 时 ，| 六 |; 一 0. 
9.3 定理 如 果 $EL”(R"), Y 是 L1(R") 的 子 空间 并 且 对 于 每 个 f€Y， 
fx$=0, (1) 
则 集合 
207)=N {seE€ R":7(s) = 0} (2) 
包含 平缓 广义 函数 风 的 支撑 ， 
证 明 在 Z(Y) 的 余 集中 国定 一 点 上 则 对 于 某 个 fFEY，f(t) 一 1. 引 理 9. 2 
提供 了 一 个 hELICR")， 有 ;三 1， 使 得 在 1 的 某 个 邻 域 V 中 ,hh(s)==1 一 了 (3). 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 只 要 证 明 在 V 中 ，$ 一 0， 或 者 等 价 地 对 于 其 Fourier 变 
换 多 的 支撑 在 V 中 的 每 个 yE%，$(9) 二 0. 由 于 
$9) = $Y) = ($x 0), (3) 
只 要 证 明 #$xy==0 便 可 . 
固定 这 样 的 y. 令 go 二 J，gn 一 hx gm m 之 1l, 则 gsi 万 |Y? yl 
并 且 由 于 Ai 过 1， 则 函数 G 二 》) gw 在 L'(R") 中 . 因为 在 g 的 支撑 上 hh(s) 一 
1 一 了 (3)， 我 们 有 


(I—h(s) ys) 一 VGN) (s € RD) (4) 
或 者 
y= Dh"yf = GF. (5) 
十 是 Jy 二 Gx 上 ， 并 且 (1) 列 涵 
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9.4 Weiner 定理 如 果 Y 是 L!'(R") 的 闭 平移 不 变 子 空间 并 且 Z(Y) 是 空 集 ， 则 
Y=L!(R’”). 

证 明 ”所谓 Y 是 平移 不 变 的 指 的 是 若 fEY，xE R", 则 ffEY. 若 #e 
L” CR) 使 得 对 于 每 个 /EY 有 | 席 一 0 ，Y 的 平移 不 变性 意味 着 对 于 每 个 EY， 


fx*$ 二 0. 根据 定理 9.3， 广义 函数 $$ 的 支撑 是 空 的 ， 从 而 $==0( 定 理 6.24)， 并 
且 由 于 Fourier 变换 把 9 映射 到 罗 是 一 一 的 (定理 7. 13) ， 由 此 得 出 作为 广义 函数 
% 一 0. 从 而 $$ 是 L”(R") 中 的 零 元 . 

因此 Y- =={0}. 根据 Hahn-Banach 定理 ， 这 意味 着 Y= 一 L!(R"). 
9.5 定理 假设 KEL'(R") 并 且 Y 是 Li1(R") 的 含有 的 最 小 闭 平移 不 变 子 空 
间 . 则 Y 了 二 L1(R") 当 且 仅 当 对 于 每 个 1€ R*，K(1) 关 0. 

证 明 注意 ZC(Y)=={1€ R"*，; KK(1) 二 0). 因此 定理 断定 Y= 二 Li(R") 当 昌 仅 当 
Z(Y) 是 空 的 . 这 里 一 半 是 定理 9.4; 另 一 半 是 平凡 的 . 
9.6 定义 称 函 数 8EL (CR") 是 慢 振 荡 的 ， 如 果 对 于 每 个 es>0 相应 有 Aco 和 
6G>0 使 得 

(1) 如 果 |z|1>4，ly1>4，|z 一 yl<s， 则 18%z) 一 yy) | <s. 

车 4 二 1， 也 可 以 定义 $ 在 十 2 是 慢 振 荡 的 : 要 求 (1) 换 为 

(2) 如 果 4，y>>A，|xzx 一 yy|1 过 6, 则 | $C(x) 一 $8(y) | <e， 

当然 同样 的 定义 也 可 对 于 一 ce 作出 . 

注意 每 个 一 致 连续 有 界 函 数 是 慢 振 荡 的 但 某 些 慢 振荡 函数 是 不 连续 的 . 

现在 我 们 讨论 Wiener 的 Tauber 型 定理 ; 其 中 (b) 是 由 Pitt 添上 的 . 
9.7 定理 

(a) 假 设 %ELIL- (R")， 开 ETLICR")， 对 于 每 个 上 ER ， 开 ( 恐 天 0， 而 且 


lim (Kx* #) Cx) = aK (0). (1) 
则 对 于 每 个 f€EL'(R”)， 
lim Cf * $) (x) 一 af (0). (2) 
(b) 若 此 外 ， $ 是 慢 扳 荡 的 ， 则 
lim $(x) 一 a. (3) 
证 明 令 yz) = 二 $(z) 一 a. 设 Y 是 满足 
lim (f* f(r) =0 (4) 


的 所 有 fEL'(R") 组 成 的 集合 . 显然 了 是 向 量 空 间 ，Y 还 是 闭 的 . 为 此 ， 假 设 六 
EY，| f 一 了 .一 0. 因为 
fxy— fxg |-flily|., (5) 
fxg>fxy 在 R” 上 一 臻 成立; 从 而 (4) 成 立 . 因为 
(tf x DT) = Cr fx rx) 一 (px 的 (Z 一 y)， (6) 
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Y 是 平移 不 变 的 . 最 后 ， 由 (1)KEY， 因 为 Kx a=aK(0). 
现在 定理 9.5 用 上 并 且说 明了 Y==L(R"). 于 是 每 个 AELI(CR") 满 足 (4)， 这 
与 (2) 相 同 . 从 而 证 明了 (a). 
如 果 $ 是 慢 振 荡 的 并 且 e 汪 0， 像 定义 9.6 中 一 样 选择 A 和 68， 并 且 选 取 f€ 
CR") 使 得 f 宇 0， 了 (0)= 二 1 并且 | zx | 之 6 时 f(x)==0. 由 (2) 得 出 
im (fx* 7) = a (7) 
并 且 
px) 一 (三 * Cr) 一 | [xm — $xr Oo yf (Cy) dm, Cy). (8) 


如 果 1z | 汪 A 二 6， 我 们 关于 A，6 和 了 的 选 法 说 明 

| gz) — Cf xx) |<e. (9) 
现在 (3) 由 (7) 和 (9) 得 到 . 证 毕 . | 
9.8 注 如 果 n 二 1， 定 理 9.7 可 用 明显 的 方式 加 以 修改 , 在 | x | 一 cc 出 现 的 
地 方 用 x 一 十 吕 代 替 并 且 在 (b) 中 假定 $ 在 十 是 慢 振 荡 的 . 证 明 保持 不 变 . 


素数 定理 


9.9 引言 ”对 于 任何 正 数 zx，r(z) 表 示 满 足 p< 过 zx 的 素数 pp 的 个 数 . 素数 定理 是 

说 

lim xcz)logz ~ 1. (1) 
zr 


我 们 将 以 Wiener 定理 为 基础 ， 用 Ingham 的 Tauber 型 定理 来 证 明 它 . 其 思想 是 
用 渐 近 性 质 很 容易 确定 的 函数 下 代替 相当 不 规则 的 函数 x 并 且 应 用 Tauber 定理 
以 便 从 下 的 性 质 引 出 关于 r 的 结论 . 

9.10 准备 ”现在 字母 少将 总 是 表示 素数 ; m 和 7? 是 正 整数 ; xz 是 正 数 ; [zj] 是 
满足 x 一 1 二 [x]<<z 的 整数 ， 符 号 d | ”意味 着 d 和 n/d 都 是 正 整数 .定义 


logp 若 n == pp,p’? ,Pp ,…， 
Aln) = (1) 
" |。 其 他 
yx) = >1ACD， (2) 
nx 
F(z) 一 Sv(zE). (3) 
m= 二 1 mm 
将 要 用 到 yy 和 下 的 下 列 性 质 ， 若 x 之 @， 
pxX) 一 工 (Z)1og 工 1 px)logx 
x < 并 ~ Jogz ' zlogCz/log’ 7) (4) 


并 且 
F(x) = xlogzx— x+b(r)logz, (5) 


其 中 当 z 一 ce 时 6Cz) 保 持 有 界 . 
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由 (4) ， 素 数 定理 是 关系 式 
lim 2 =1 (6) 


的 推论 ， 这 一 关系 将 通过 Tauber 定理 由 (3) 和 (5) 得 到 证 明 . 
(4) 的 证 明 [logx/logpj 是 不 超过 的 p 的 窒 的 个 数 . 从 而 
yr) = > ， [ie Jiogp 过 Dlogx 一 rrCz)logz. 
这 给 出 了 (4) 中 的 第 一 个 不 等 式 . 如 果 1<><z， 则 


logp -一 pz) 
(Xz)— nx(y) 一 1 过 
7 和 1< > logy ~ logy 


从 而 x(z)<y 十 和 z)Vlogy 令 y 一 z/log:z， 这 给 出 (4) 的 第 二 个 不 等 式 ， 
{5) 的 证 明 如 果 z>1， 则 


F(m 一 Fn 一 1) 一 > )} 
第 m 个 和 是 0 除非 n/m 是 一 个 整数 ， 在 这 种 情况 它 是 AC(n/m)， 从 而 
Fo) 一 Fe 一 1) 一 >A )= >A = logn. 
最 后 个 等 式 依 闲 于 分 解 为 不 同 素数 的 雷 的 乘积 因为 F(1) = 二 0， 我 们 计算 出 


F(n) = >,logm = log(n!) (n= 1,2,3,°), C7) 
mm 二 1 
这 引起 我 们 把 F(x) 与 积分 
J(z) = | logedt = zlogz 一 z 十 1 (8) 
的 比较 . 如 果 ” 委 z 委 2 十 1， 则 
Jon 一 Fa CF) EFF+1) Jnt+2), (9) 
所 以 
| F(x) ~— J(z) |< 2log(zx+T 2). (10) 
现在 (5) 由 (8) 和 (10) 推 出 . 


9. 11 Riemann Zeta 函数 ”按照 解析 数论 的 惯例 ， 复 变数 将 写成 ;==o 十 i 在 半 
平面 c>1，Zeta 函数 定义 为 级 数 


é(5s) 一 Sr C1) 
由 于 | 2: | =n-*， 在 这 个 半 平 面 的 每 个 紧 子 集 上 ， 级 数 是 一 致 收敛 的 ， 从 而 & 
在 那里 是 全 纯 的 . 
简单 的 计算 给 出 


N tl N 
| [zjz dz = :2) "| x!'dzr= Dr 一 NON 十 1 一 
1 关 一 】 nn n=1 
当 g>1 时 ，N(N 十 1) :一 0CN 一 co). 从 而 
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5(s) 一 | [xjx dr (o> 1). (2) 

如 果 5Cz) 一 [zj 一 z， 由 (2) 得 出 
rz 一 十 中 br dz (o> 1). (3) 

s—1 1 


因为 上 是 有 界 的 ， 这 最 后 的 积分 定义 了 半 平 面 c>0 中 的 全 纯 函 数 . 因此 (3) 提 供 
了 ;到 c>0 上 的 解析 延 拓 ， 除 去 残 数 为 1 的 简单 极点 * 一 1 之 外 ， 它 是 全 纯 的 . 
我 们 所 要 的 最 重要 的 性 质 是 5 在 直线 c 一 1 上 没有 零点 : 


5GI 十 z 天 0 (一 ce < 上 < co)， (4) 
(4) 的 证 明 依赖 于 等 式 
c= TO—p) (o>. (5) 
p 
因为 (1 一 p71!==1 十 p 十 p 十 …， 乘积 (5) 和 级 数 (1) 相 等 的 事实 是 每 个 正 整 


数 有 惟一 的 素数 短 的 乘积 分 解 这 一 事实 的 直接 推论 . 因为 o>1 时, 2)p”" < 之 2， 
(5) 说 明 若 c>>1，5(Cs) 天 0 并 且 
logt(s) = >) Smip™ (go > 1). (6) 
p m=1 
圈定 实数 :了 关 0， 如 果 co>1，(6) 意 味 着 
log | CEC) Hot tet 2) | 一 Dm pp ™Re(3+4p ”+p "™) 之 0， 
(7) 
因为 对 于 所 有 实数 6，Re(6 十 8e? 十 2e2 ) 一 (e22 十 e 2 之 0 从 而 


|4 
| (oe— to) | tet | | gc 十 22) [> 二 (8) 


如 果 (1 十 证 ) 二 0， 当 co 下降 于 1 时 ，(8) 式 左 端 将 收敛 于 一 个 极限 ， 即 
| 二 tit) | “|g 十 2it) | .由 于 (8) 式 的 右 端 趋 向 于 无 穷 ， 这 是 不 可 能 的 .4) 
得 证 . 
9.12 Ingham 的 Tauber 型 定理 假设 8 是 (0，co) 上 的 实 值 非 降 函 数 ， 当 z<<1 
时 ，g(Cz) 一 0， 并 且 


G(x) = >a( 去 ) (0 一 z<co)， (1) 
G(x) = azrlogzx + tr 二 we(z), (2) 

其 中 4a，65 是 常数 ， 当 zco 时 s(z) 一 0， 则 
limz SCZz) 一 4. (3) 


如 果 g 是 9. 10 节 中 定义 的 函数 %， 考 虑 到 9. 10 节 中 方程 (3) 和 和 (5)，Ingham 
定理 意味 着 9. 10 节 的 (6) 成 立 ， 而 这 ， 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 给 出 了 素数 定理 . 
证 明 ”我 们 首先 说 明 x-'g(z) 是 有 界 的 . 因为 g 是 非 降 的 ， 
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=z|slog2+s(Cz) 一 上 (各 )|< Ar， 
其 中 A 是 某 个 常数 . 因为 
en = ec eG)+ el($)- (FE)+ 
由 此 推出 
g(x) < A(Cz 十 序 十 于 十 和 …) 一 2Ax. (4) 


现在 我 们 作 一 个 变量 代 换 ， 它 将 使 我 们 能 够 应 用 熟悉 情况 下 的 Fourier 变换 ， 


h(x) = gle’), H(zx) = Dh(z— logn). (5) 
n=1 
如 果 x 二 0，h(z) 二 0 并且 H(zx) 二 Gle*)， 则 (2) 变 为 
H(zx) = e’ (ax 十 十 si(Cz)) (6) 
其 中 当 x 一 oo 时 sl (zx) 一 0。 如 果 
gz) = eh(r) (一 ce< 工 <coe)， (7) 
由 (4), $$ 是 有 界 的 . 我 们 需要 证 明 
lim$(x) = a. (8) 
令 &CzZ) 一 [er]e 一， 设 4 是 正 的 无 理 数 ， 并 且 定 义 
K(x) = 28(0z) 一 ACz 一 1) 一 Rz 一 人 )》 (一 ce < 工 <co)， (9) 


则 KKELi( 一 co，oo); 事实 上 ，e*K (xz) 是 有 界 的 (见习 题 8). 如 果 s==o 十 认 ，o 放 
0， 则 9. 11 节 中 公式 (2) 说 明 


上 RCz)e dz -| [er je < dz 
一 ce 0 


=|- [y]y dy = 和 二 于 
1 


1 二 s “” 
以 (zx 一 1) 和 (zx 一 4) 代表 (zx) 重 复 这 一 点 ， 运 用 (9)， 然 后 令 o 一 0， 结 果 是 
| K(rewdr— (2— et— ew) 针 守 拉 . (10) 


因为 EC1 十 论 ) 关 0 并 且 4 是 无 理 数 ， 若 t 关 0， 尺 (4) 隆 0， 因 为 % 有 一 个 残 数 为 1 的 
极点 ;二 1， 当 1t->0 时 (10) 的 右 端 趋 于 1 十 4， 因 此 开 (0) 天 0. 

为 了 应 用 Wiener 定理 ， 我 们 必须 估计 开 *g 为 此 ， 令 xz) 一 [ec]， 设 "是 
[0，co] 的 特征 函数 ，. 是 在 集合 {logn: nn 二 1，2，3，…) 的 每 一 点 上 配置 有 质量 
为 1 的 测度 ， 其 支撑 是 这 个 集合 ， 根 据 (5)， 万 =h x jp， 同 时 ==vx py。 从 而 


hx wz) = Chxvxp lr) — (Hx (rz) = | aopay (11) 
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(注意 我 们 现在 取 的 卷 积 是 关于 Lebesgue 测度 ， 而 不 是 关于 规范 测度 m, 因为 
($xk)(r) 一 | eh — y)[e’Jevdy= ee*(hxu) (rz), 
(6) 和 (11) 意 味 着 


($x hb) Cz) 一 | HOO)dy = ar tb—atelr), (12) 
其 中 当 x 一 oo 时 es (x) 一 0 由 (12) 和 (9)， 
limCK* 风 (z) 一 (1 十 Da = a| KC)dy. (13) 
因此 Wiener 定理 9. 7 意味 着 对 于 每 个 AE (一 c2，c)， 
limCf #7) = a] fy)dy. (14) 


设 fi 和 fz 是 积分 为 1 的 非 负 函 数 并 且 它 们 的 支撑 分 别 在 L0，ej 和 [一 e，0j] 
中 .根据 (7)，e”$(zx) 是 非 降 的 .因此 当 x 一 ey 专 x 时 $C(y) 志 er$ (zx)， 当 x 二 y 
<xz++e 时 wy) 之 e ‘$x). 从 而 


e ‘(fix zr) S$r) Ee (fs x $) Cr). (15) 
由 (14) 和 (15) 推 出 当 xz-~>co 时 ，g%Cz) 的 上 、 下 极限 在 ce “和 ae' 之 间 . 因为 es 盖 0 
是 任意 的 ，(8) 成 立 , 证 毕 . 国 


更 新 方程 


作为 Weiner 的 Tauber 型 定理 的 另 一 个 应 用 ， 现在 我 们 给 概率 论 中 出 现 的 积 

分 方程 
$x) 一 | wz 一 i)dplt) = f(z) 
的 有 界 解 $ 的 性 状 一 个 简短 的 讨论 ， 这 里 y 是 给 定 的 Borel 概率 测度 ， 了 是 给 定 
的 函数 . 假定 $ 是 有 界 Borel 函数 使 得 其 中 的 积分 对 于 每 个 z€R 存在 . 为 了 方 
便 这 个 方程 可 以 记 为 
$—pxp= f. 

我 们 从 惟一 性 定理 开始 . 
9.13 定理 车 /是 尺 上 的 Borel 概率 测度 ， 它 的 支撑 不 在 民 的 任何 循环 子 群 
内 ， 风 是 有 界 Borel 函数 并 且 对 于 每 个 zx€ER 满足 齐 次 方程 

gz) 一 (gx<A)CZ) = 0， (1) 

则 存在 常数 A 使 得 $(X) 二 A， 可 能 除去 一 个 Lebesgue 测度 为 0 的 集合 . 

证 明 ”因为 4 是 概率 测度 ,jC0)= 二 1， 假设 对 于 某 个 坛 0， 4(2) 二 1， 因 为 


2D 一 | edu(z), (2) 


由 此 推出 必定 集中 在 使 e “=1 的 所 有 x 的 集合 上 ， 即 在 2x/t 的 所 有 整数 倍 的 
集合 上 .但 是 定理 的 假设 排除 了 这 种 情况 . 
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如 果 o=6 一 yx， 其 中 5 是 Dirac 测度 ， 则 oc=1 一 yy， 从 而 el) 二 1 当 且 仅 当 i= 

0 并且 (1) 可 写成 
$xo=0., (3) 
令 g(Cz) 一 exp( 一 22); K 二 gxo， 则 KEL'!,， KK(1)==0 仅 当 : 一 0， 并且 (3) 说 明 
Kx $ 二 0， 由 定理 9.3( 用 由 KK 生成 的 一 维 空间 代替 Y)， 广 义 函 数 #$ 的 支撑 在 {0) 


中 .从 而 $ 是 8 和 它 的 导数 的 有 限 线性 组 合 ( 定 理 6.25)， 所 以 % 是 广义 函数 意义 
下 的 多 项 式 ， 因 为 不 是 常数 的 多 项 式 在 RR 上 不 是 有 界 的 ， 而 $ 假定 是 有 界 的 ， 我 
们 得 到 了 所 要 的 结论 . 
9.14 ”测度 的 卷 积 ”如 果 yy 和 4X 是 R* 上 的 复 Borel 测度 ， 则 
f= | .| ft yd dy) (1) 

是 C,CR") 上 的 有 界线 性 泛 函 ，Co (R") 是 在 无 穷 远 点 为 0 的 Re 上 全 体 连续 函数 组 
成 的 空间 .根据 Riesz 表现 定理 ，R" 上 存在 惟一 的 Borel 测度 y x4 满足 

[farsid =|) f td ny [LfECRY 2) 
通常 的 逼近 式 的 讨论 说 明 (2) 对 于 每 一 个 有 界 Borel 函数 /也 成 立 . 特别 地 ， 我 
们 看 到 


(exA) = pih. (3) 
《2) 的 另外 两 个 推论 将 用 于 下 一 个 定理 .一 个 是 近乎 显然 的 不 等 式 
xxal < lpl al, (4) 


其 中 范 数 表示 全 变 差 . 另 一 个 是 wx* 4 绝对 连续 (相对 于 Lebesgue 测度 m, ) 如 果 
这 对 于 为 真 的 话 ; 因为 在 那 种 情况 ， 当 f 是 Borel 集合 王 的 特征 函数 并 且 
ma(FE)==0 时， 对 于 每 个 y€ R”， 


[f(z+ wdp(r) 一 0 (5) 


(2) 说 明 (xA)(E)=0. 
回忆 每 个 复 Borel 测度 y 有 惟一 的 Lebesgue 分 解 


4= pp (6) 
其 中 jy 关于 mm, 是 绝对 连续 的 ，j, 是 奇异 的 ， 
下 面 定理 属于 Karlin. 
9.15 定理 假设 1 是 R 上 的 Borel 概率 测度 ， 使 得 
jp A 0 (1) 
| iz| dr) < co， (2) 
M-=— | zdu(z) 0. (3) 
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gz) 一 (xp)Cz) = fxr) (~ 0). C4) 
则 极限 
$00) = limg(z) ,$(— 00) 一 lim gz) (5) 
存在 并 且 | 
g(co) —$(— 00) = 去 | fdy. (6) 
RATJ -~ 


证 明 像 在 定理 9. 13 证 明 中 那样 ， 令 co=6 一 jy. 定义 
一 ACC 一 ce，Z)) 若 z 委 0， 


天 (zz) 一 ol((— 00,7)) 一 | (7) 
AKC[zyco)) 若 z > 0. 
条 件 (2) 保 证 了 开 和 ELICR)， 简单 的 计算 说 明 
~ mw jolt)/i 车 t 关 0 
| Ke dz 一 人 0 (8) 
和 
| rezyaz = Ke 有 一 (Kx 内 Cn) (cr 一 一 co)， (9) 


因为 /=$*a( 细 节 这 里 路 去 ). 
由 (1)， 4 不 是 奇异 的 .因此 定理 9. 13 证 明 开头 所 用 的 讨论 说 明 如 果 t 取 0， 
a(t) 隆 0， 从 而 (8) 和 (3) 意 味 着 尺 在 R 中 没有 零点 . 


因为 fELICR)，(9) 意 味 着 Kx*g 在 士 cc 有 极限 ， 它 们 的 差 是 [7. 
我 们 将 证 明 $ 是 慢 振 荡 的 ， 一 旦 这 一 点 成 立 ， 由 Pitt 定理 9.7(b), (5) 和 和 
(6) 可 以 从 我 们 刚才 证 明 的 K 和 KK *#$ 的 性 质 得 到 . 


重复 地 把 $8 二 f 十 $x jp 代 人 它 的 右边 给 出 
$=f 二 fxpt 二 fxpT 二 $x pe 


=f, 二 Tg 十 h， (n= 2,3,4,.…),， (10) 
其 中 由 一 py， pr 二 px*xp!， 扩 王 f 十 … 十 fx py” "， 并 且 
gn = $x Cy) hs = px (Cp), (11) 


对 于 每 个 xn， 当 x 一 十 co 时 f,(z) 习 0， 并且 g。 是 一 致 连续 的 ， 从 而 户 十 g， 

是 慢 振 荡 的 .由 于 全 变 差 满足 
Fo a a ps (12) 

我 们 有 

| PCz) 用。 al 一 ce< 工 二 co)， (13) 
其 中 $81 是 1$8| 在 RR 上 的 上 确 界 . 由 (1)，| ps 之 1. 所 以 在 RR 上, h. 一 0 一 
致 成 立 ， 从 而 ,$$ 是 慢 振 荡 函 数 f; 十 g, 的 一 致 极限 、 这 意味 着 #$ 是 慢 振 荡 的 .证 
毕 . | 


习题 
1. 证 明 9.1 节 中 叙述 的 Tauber 定理 . 
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2. 假设 %EL~ (CR") 并 且 广 义 函 数 多 的 支撑 由 上 个 不 相同 的 点 si;，…，s5s 组 
成 ， 构 造 适 当 的 函数 J…，y 使 得 ($x yy)- 以 单 点 集 {s,} 作 为 它 的 支撑 ， 并 且 推 
汤 $ 是 三 角 多 项 式 ， 即 

pr) = ae™' ae (a.e.). 
(4 二 1 的 情况 已 经 在 定理 9. 13 证 明 中 得 到 . ) 

3. 假设 了 是 Li(R”) 的 闭 平移 不 变 子 空间 使 得 Z(Y) 由 上 个 不 相同 的 点 组 成 . 
(记号 与 定理 9. 13 中 相同 . ) 应 用 习题 2 证明 Y 在 L!1(R") 中 有 余 维 k&， 并 且 由 此 断 
言 Y 恰好 由 那些 其 Fourier 变换 在 Z(Y) 的 每 一 点 为 0 的 FE LICR") 组 成 . 

4. 证 明定 理 9.7(a) 的 下 面 类 比 : 如 果 $EL”(R")， 并 且 对 于 每 个 :ER" 相 
应 地 有 水 数 KK, EL1(R") 使 得 及 (1) 关 0 而 当 | z | 一 cc 时 ( 开 , * 鸭 (z) 一 0， 则 对 每 
个 ELICR")， 当 | z | 一 co 时 CAx 办 (zz) 一 0. 

5. 假设 KEL'CR") 并 且 斥 在 R" 中 至 少 有 一 个 零点 .证明 存 在 $EL™(R"”) 
使 得 对 于 每 个 zxER"，(Kxg(z) 一 0， 虽 然 $ 不 满足 定理 9.7(a) 的 结论 . 

6. 如 果 g&z) 王 sin(z:z)， 一 co<z<co， 证 明 对 于 每 个 ffEL'(R)， 

lim (Cf *#) Cz) 一 0， 
虽然 定理 9.7(b) 的 结论 不 成 立 . 

7. 对 于 a>0， 设 凡是 区 间 [0，o] 的 特征 函数 . 用 同样 的 方式 定义 fo; 令 &g 
一 户 十 户 . 证 明 g 的 平移 的 所 有 有 限 线 性 组 合 的 集合 在 L'CR) 中 稠密 当 且 仅 当 B/ 
a 是 无 理 数 . 

8. 如 果 >>0 并 且 azx 二 1 证明 

1 一 ae<<a[z] 委 1， 
并 且 由 此 推断 eK (zx) 是 有 界 的 ， 像 在 定理 9. 12 证 明 中 断言 的 那样 . 

9. 设 Q 表 示 所 有 有 理 数 的 集合 ， 设 六 是 集中 于 Q 的 R 上 的 概率 测度 ， 并且 
设 上 是 Q 的 特征 函数 ， 证 明 对 于 每 个 zxER，g%z) 一 (gx DCZz)， 虽 然 风 不 是 常数 
《和 定理 9. 13 比较 ) 别 的 什么 集合 可 以 代替 Q 达到 相同 的 结果 ? 

10. 下 列 事实 的 特殊 情况 曾 用 于 定理 9. 15. 证 明之 . 

(a) 若 $EL”(R")， 并 且 KELI'(CR")， 则 Kx$ 是 一 致 连续 的 . 

(b) 如 果 { 罗 ) 是 R* 上 的 慢 振 荡 函 数 序 列 并 且 一 致 收敛 于 函数 $5， 则 #5 是 慢 振 
荡 的 . 

(c) 如 果 jp 和 是 R" 上 的 复 Borel 测度 ， 则 

Oxa), a | ll 1. 

11, 令 VCz)=cos(|1z|22) 并 且 定 义 


1 
f(x) = yz) 一 去 | wz 一 dy (一 co <z<oo). 
证 明 f€E Li 站 Cs) CR)， 但 方程 
1 
$x) 一 | $C(z— ydy = f(x) 
-1 
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没有 有 界 解 在 十 ce 或 一 c" 有 极限 . 〈 这 说 明 在 定理 9.15 中 条 件 M 关 0 是 适当 的 . ) 
12. 设 是 集中 在 整数 上 的 概率 测度 ， 证 明 R 上 每 个 周期 为 1 的 防 数 $8 满足 
$ 一 上 $x* py 二 0. (这 与 定理 9.13 和 定理 9. 15 有 关 .) 
13. 假设 $EL” (0，o0)， 


[KD 1HW I ~, 
站 交 0 人 


| Kw 空 0 (Ct 0), 
并 且 
lim| 天 (三 jzcw) du 0. 
0 uw uw 


证 明 
lim “也 (三 jc du 0. 
-coJ 0 uw u 


这 是 定理 9.7(a) 的 一 个 类 比 ， 为 了 得 到 定理 9.7(b) 相 应 的 类 比 应 怎样 定义 “ 慢 振 荡 ”? 
14. 按 下 面 提纲 完善 Littlewood 定理 的 Wiener 证 明 的 细节 . 假定 | na | 委 


1, rr) = Dar 并且 当 r 一 1 时 f(r) 0. 如 果 s, 二 a 十 … 十 a 为 证 明 当 


一 co 时 Sn 0， 只 需 
(a) | 5 一 f(1 一 1/n) | <2。 从 而 {s} 是 有 界 的 . 
(b) 如 果 在 [n，n 十 1) 上 $C(zx) 二 5s, 并 且 0<z<y， 则 


| $0) — $Cz) | 去 Yt 


(c) 当 z 一 0 时 | zer“g(Ddi 一 Fe ) 一 0. 从 而 若 开 (z) = ( 主 )exp(- 三 ) ， 
则 
of (Eye 


(d) 如 果 t 是 实数 ， | Koz 和 二 TOU 十 蔡 ) 关 0. 
(e) 如 果 (1 十 e) -1 过 x 过 1 令 昌 (x) 二 1/ (ex)， 在 其 他 地 方 ，H(x) 一 0。 推 证 


1 《1 十 e) 工 
lim 二 | p(y)dy 一 0. 
ETJI 


(人 由 (b) 和 (e) ，limg(z) 一 0. 

注意 : 若 na 一 0 成 立 ， 所 有 的 证 明 只 须 修 改 步 又 (a). 

15. 设 了 是 LICR") 的 闭 子 空间 .证明 Y 是 平移 不 变 的 当 且 仅 当 只 要 JE Y， 
gEL'(R"), 则 f*gE€EY. 

因此 LICR") 的 平移 不 变 闭 子 空间 恰好 与 卷 积 代数 L CR") 中 的 闵 理想 相同 . 


241 


第 三 部 分 Banach 代数 与 谱 论 


第 10 章 Banach 代数 


引 论 


10.1 定义 ”一 个 复 代数 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 4 ， 其 中 定义 有 乘法 ， 对 于 所 
有 xz，y，zEA 和 所 有 标量 xc ， 满 足 


2Z(yz) = (Zy)z， (1) 
(ZX 十 y)z 二 XZ 十 ;XI(y 十 2z) 一 TYy 十 Ze， (2) 
a(Czy) = (ar)y = zx(ay). (3) 
此 外 ， 若 A 是 Banach 空间 ， 其 范 数 满足 来 法 不 等 式 
Hzyl lzl lyl Cr,y€ A) (4) 
并 且 A 包含 单位 元 e 使 得 
ze 一 ez 一 (rzEA)， (5) 


| el =1, (6) 
则 A 称 为 Banach 代数 . 
注意 我 们 没有 要 求 A 是 交换 的 ， 即 没有 要 求 对 于 A 中 的 所 有 z ，y，zy 一 
yx， 而 且 除 了 明确 指出 的 情况 以 外 我 们 将 不 这 样 做 . 
显然 至 多 存在 一 个 eE A 满足 (5) ， 假 若 。 也 满足 (5)， 则 e 一 ee 一 。， 
单位 元 的 存在 常常 被 人 从 Banach 代数 的 定义 中 略 去 . 然而， 当 单 位 元 存在 
的 时 候 ， 它 使 得 关于 逆 元 的 说 法 有 意义 .从 而 A 中 元 素 的 谱 可 以 用 比 其 他 可 能 
采用 的 更 自然 的 方法 来 定义 ， 这 导致 基本 理论 的 更 直观 的 发 展 ， 此 外 ， 给 一 般 性 
造成 的 损失 很 小 ， 因 为 一 方面 许多 自然 出 现 的 Banach 代数 是 有 单位 的 ， 另 一 方 
面 其 他 情况 可 以 通过 下 面 标准 方式 补充 一 个 . 
假设 A 满足 条 件 (1) 到 (4),， 但 A 不 具有 单位 元 ， 设 A, 由 所 有 序 对 (zx，a) 构 
成 ， 其 中 zxEA, aE€C.， 在 A; 中 分 量 式 地 定义 向 量 空间 运算 ， 再 以 
(zya)(y,B) = (zy tay th ,op) (7) 
定义 乘法 并 且 定 义 
| za 下 = zl tieal,e = (0,1). (8) 
则 Ai 满足 性 质 (1) 到 C6)， 映 射 r->(z，0) 是 4 到 Ai, 的 余 维 数 是 1 的 子 空间 ( 事 
实 上 ， 是 到 A, 的 闭 双边 理想 ) 上 的 等 距 同 构 ， 如 果 把 xz 与 (zx，0) 等 同 ， 则 A 就 
等 于 A 加 上 由 。 生 成 的 一 维 向 量 空间 ， 见 例 10.3(d) 和 11. 13(e). 
不 等 式 (4) 使 得 乘法 成 为 A 中 的 连续 运算 这 是 指 车 z, 一 zx 并 且 yy 则 
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Xnyn 阅 Ty， 它 从 恒等式 


Tyan — XY = (TXT) TY; — y) (9) 

推出 ， 特 别 地 ， 乘 法 是 左 连续 和 右 连 续 的 ; 若 Xz, ，yn 玉 y， 
Tuy > TY TY > TY. (C10) 
有 意义 的 是 (4) 可 以 换 为 (表面 上 ) 较 弱 的 要 求 (10) 而 且 (6) 可 以 略 去 而 不 扩大 


所 考虑 的 代数 类 . 
10.2 定理 假定 A 是 Banach 空间 又 是 具有 单位 元 e 关 0 的 复 代 数 ， 其 中 的 乘法 
是 左 连续 和 右 连续 的 ， 则 A 上 存在 范 数 ， 它 导出 与 所 给 拓扑 相同 的 拓扑 并 且 使 A 
成 为 Banach 代数 . 

(e 和 0 的 假设 排除 了 A 二 {10} 的 乏味 情况 . ) 

证 明 对 于 每 个 zEA， 定 义 左 乘 算 子 M。， 

M.(z) 一 zz (z€ A). (1) 

设 信 是 所 有 MM 的 集合 ， 因 为 右 乘 已 假定 是 连续 的 ，AC(A)， 后 者 是 A 上 的 
全 体 有 界线 性 算 子 的 Banach 空间 ， 

显然 zr>M, 是 线性 的 .结合 律 意味 着 M;, 一 MM,. 若 zEA,， 则 


lzl= lzel = Mel < lM lel. (2) 
这 些 事实 概括 地 说 就 是 r-~M- 是 A 到 代数 和 A 上 的 同 构 ， 它 的 道 是 连续 的 ， 由 于 
IMM,| IMIIM,I¥E MI 一 下 =1, (3) 


倘若 完备 ， 即 相对 于 由 算 子 范 数 给 定 的 拓扑 它 是 多 (4A) 的 闭 子 空间 ， 则 A 是 
Banach 代数 . 〈 见 定理 4. 1. ) 一 旦 这 是 成 立 的 ， 开 映射 定理 蕴涵 z 一 M- 也 是 连续 
的 .所 以 | zl 和 |M- 1 是 A 上 的 等 价 范 数 . 
假设 TE8(CA)， TEA 并 且 以 (A) 的 拓扑 T, 一 TT， 如 果 开 是 用 ziEA 左 
乘 的 ， 则 
Ti(y) = zy = (x,e)y = T;(e)y, (4) 
当 i>co 时 ，(4) 中 第 一 项 趋 于 TCy) 而 T,(e) 一 TCe)， 因 为 在 A 中 乘法 已 假定 是 
左 连续 的 ， 由 此 推出 (4) 中 最 后 一 项 趋 于 T(e)y. 令 z= 二 TC(e). 则 
T(y) = T(e)y= xy = Mi(y) (y € A), (5) 
于 是 T 一 JM,;€A，A 是 闭 的 . [J 
特别 地 ， 这 一 定理 说 明 ， 由 于 具备 完备 性 ， 左 连续 加 上 右 连 续 性 意味 着 “ 联 
合 ” 连 续 性 ， 习 题 6 表明 在 不 完备 的 赋 范 线性 代数 中 这 一 点 可 能 不 成 立 . 
10.3 例 (a) 设 CC(K) 是 非 空 紧 Hausdorff 空间 K 上 的 全 体 复 连 续 函 数 的 
Banach 空间 ， 带 有 上 确 界 范 数 ， 以 通常 方式 定义 乘法 : (Jg) (zt) 三 态 思 )8&( 放 ). 
这 使 得 CCK) 成 为 交换 Banach 代数 ， 常 函数 1 是 单位 元 . 
车 K 是 有 限 集 ， 比 如 说 由 个 点 组 成 ， 则 CC(K) 按 照 坐 标 式 的 乘法 就 是 C". 
特别 地 ， 当 n= 二 1 时 我 们 得 到 最 简单 的 Banach 代数 ， 即 C， 以 绝对 值 为 
范 数 . 


第 10 章 Banach 代数 187 


(b) 设 和 是 Banach 空间 . 则 X 上 的 所 有 有 界线 性 算 子 的 代数 缉 (X) 关 于 通 
常 的 算 子 范 数 是 Banach 代数 .人 恒 等 算 子 了 是 单位 元 若 dimX=n<co， 则 兄 (X) 
是 与 全 体 nxn 复 和 矩阵 同 构 的 代数 ， 若 dmX>1， 则 号 (X) 不 是 交换 的 . 〈 平 凡 空 
间 X= (0} 应 当 除 外 . ) 

多 (X) 的 包含 了 的 每 个 闭 子 代数 仍 是 Banach 代数 . 事实 上， 定理 10. 2 的 证 
明 表 明 ， 每 个 Banach 代数 同 构 于 这 些 代数 中 的 一 个 . 

(c) 若 KK 是 C 或 C" 的 非 空 紧 子 集 ，A 是 C(K) 的 子 代数 ， 它 由 在 下 的 内 部 
全 纯 的 AE CCK) 构 成 ， 则 A( 关 于 上 确 界 范 数 ) 是 完备 的 ， 从 而 是 Banach 代数 . 

当 KK 是 C 中 的 闭 单 位 圆 盘 时 ，A 称 为 圆 代数 . 

(d)L'(R")， 以 卷 积 为 乘法 ， 除 去 缺少 单位 元 之 外 满足 定义 10. 1 的 全 部 要 
求 ， 用 10. 1 节 阔 述 的 抽象 程序 可 以 添加 一 个 单位 元 ， 或 者 更 具体 地 把 CR") 扩 
充 为 R" 上 形 如 

dy = fdm, 十 1d8 
的 全 体 复 Borel 测度 的 代数 ， 其 中 /EL1CR"), 8 是 R" 上 的 Dirac 测度 ,4 是 
标量 . 

(e) 设 MCR") 是 R* 上 的 全 体 复 Borel 测度 的 代数 ， 用 卷 积 作 乘 法 ， 以 全 变 差 
为 范 数 ， 这 是 一 个 以 3 为 单位 元 的 交换 Banach 代数 .， 它 包含 (d) 作 为 闭 子 代数 . 
10.4 注 有 几 种 理由 把 我 们 的 注意 力 限 制 在 复 域 上 的 Banach 代数 ， 尽 管 实 
Banach 代数 (其 定义 应 该 是 显然 的 ) 也 被 研究 过 . 

一 个 原因 是 关于 全 纯 函 数 的 某 些 基本 结论 在 这 个 学 科 的 基础 理论 方面 起 着 重 
要 作用 .这 可 以 在 定理 10. 9 节 和 10.13 中 观察 到 ， 而 在 符号 演算 中 就 变 得 更 为 
显然 . 

另 一 个 原因 一 一 它 包含 的 意义 并 不 是 很 显然 的 一 一 就 是 C 具有 一 个 自然 的 非 
平凡 的 对 合 ( 见 定义 11. 14)， 即 共 配 运算 ， 而 某 些 类 型 的 Banach 代数 的 许多 深 
刻 性 质 依 赖 于 对 合 运算 的 存在 . 〈 同 样 理 由 ， 复 Hilbert 空间 理论 比 实 的 丰富 ). 

有 一 个 地 方 ( 定 理 10. 34) 其 至 C 和 R 的 拓扑 差别 也 起 了 作用 . 

在 一 个 Banach 代数 到 另 一 个 Banach 代数 的 重要 映射 之 中 有 一 类 是 同 态 ， 它 
们 是 一 些 可 乘 的 线性 映射 疡 : 

hCry) = hzIhCY). 
其 中 特别 有 意义 的 是 值 域 为 最 简单 Banach 代数 ， 即 C 自身 的 情况 .交换 理论 中 
很 多 重要 的 特征 决定 性 地 依赖 于 有 足够 多 的 到 C 上 的 同 态 . 


复 同 态 


10.5 定义 ”假设 A 是 复 代数 ，#$ 是 A 上 的 不 恒 为 0 的 线性 泛 函 ， 若 对 于 所 有 
， y€EA, 
gzy) 一 gz)8Cy)， (1) 
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则 8$ 称 为 A 上 的 复 同 态 . 
当然， 把 $8 二 0 除外 仅仅 是 为 了 方便 . ) 
ZEA 称 为 是 可 北 的 ， 若 它 有 一 个 道 在 A 中 ， 即 存在 x-!1E€ A 使 得 
XIr= Ir! 一 e 
其 中 e 是 A 的 单位 元 . 
注意 zxE A 不 会 有 一 个 以 上 的 逆 ， 假若 yz 一 e 一 zz， 则 
y= ye = yxz) = (yr)z = ez= zx. 
10.6 命题 若是 具有 单位 元 e 的 复 代 数 A 上 的 复 同 态 ， 则 $le) 一 1 并 且 对 于 
每 个 可 送 的 zEA，gz) 天 0. 
证 明 对 于 某 个 YE A，#8《y) 隆 0.， 因为 
$ly) = $lye) = py) $e), 
由 此 推出 %e) 王 1. 若 z 是 可 逆 的 ， 则 
gz)8Cz TI) 一 gzz 1) 一 ge) 一 1， 
故 有 &z) 天 0. LJ 
下 面 定 理 的 (a) 和 (c) 或 许 是 Banach 代数 理论 中 应 用 最 广 的 事实 特别 地 ， 
(c) 意 味 着 Banach 代数 的 所 有 复 同 态 是 连续 的 . 
10.7 定理 假设 A 是 Banach 代数 ，zEA，|lzll<1l， 则 
(Ca)e 一 工 是 可 逆 的 ， 


2 
(b) | (e—zx)-!—e—z| 志 | zll 


1 zj? 
(c) 对 于 A 上 的 每 个 复 同 态 $，| %z) | 二 1. 
证 明 因为 x 声 上 zj* 并 且 上 x 二 1， 元 素 


5 二 e 十 工 十 区 十 十 x" (1) 
构成 A 中 的 Cauchy 序列 ， 因 为 A 完备 ， 存 在 sE A 使 得 s, 一 s。 因 为 z">0 并 且 
Se (e 一 了 ) 一 e 一 ZL = (er) + s,s (2) 


乘法 的 连续 性 蕴涵 s 是 e 一 z 的 逆 ， 其 次 ，(1) 说 明 
ls—e—zl = latetml < Dlzl" -7 
最 后 ,假设 AEC，1|1X | 之 l. 由 (Ca)，e 一 1-1z 是 可 道 的 ， 由 命题 10. 6， 
1 一 gz) 一 ge 一 和:z) 尖 0. 
所 以 &z) 天 和。 证 毕 . | 
现在 我 们 中 断 叙 述 的 主线 而 插入 一 个 定理 ， 它 说 明 对 于 Banach 代数 命题 
10.6 实际 上 刻 划 了 线性 泛 函 中 的 复 同 态 ， 这 个 深入 的 结果 似乎 还 没有 找到 有 价 
值 的 应 用 . 
10.8 引 理 假设 是 单 复 变 量 的 整 函 数 ，f(0) 二 1，f(0)= 二 0 并 且 
0<| Fa | 入 e ECO. (1) 
则 对 于 所 有 AEC，fQ)=1. 
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证 明 因为 /没有 0 点 ,存在 整 函数 g 使 得 一 exp{g}，8g(0) 一 & (0) 一 0 
并 且 Retg(G)j 委 | 1. 这 个 不 等 式 意味 着 
| gGO) | 委 | 2r 一 5&OQ) | dAl<7). (2) 
函数 
rg(A) 
A[2r— g(a)] 
在 (A: |4| 二 2r}) 中 全 纯 并 且 若 | A| = 二 r+，| h,(4) | 委 1. 由 最 大 模 定理 ， 
CE (4) 
周 定 4 让 rr 一 co。 则 (3) 和 (4) 意 味 着 &(A) 一 0. 国 
10.9 ”定理 (Gleason，Kahane, Zelazko) 若是 Banach 代数 A 上 的 线性 泛 部 ， 
使 得 We) 王 1 并 且 对 于 每 个 可 逆 的 XA，$(X) 关 0， 则 
gzy) 一 wz)8Cy) (zr,y € A), (1) 
注意 $ 的 连续 性 并 不 是 假设 的 一 部 分 . 
证 明 设 N 是 $ 的 0 空间 . 若 zEA，>yEA，Y%(e) 王 1 的 假设 说 明 


h,(4) = (3) 


工 一 4 十 gz)eyy = b+ $y)e. (2) 
其 中 aE N，6bE N. 车 把 #$ 用 于 (2) 的 乘积 ， 得 到 
$Cry) = $ab) + zr) py). (3) 
从 而 所 要 求 的 结果 (1) 等 价 于 
abEN (ap EN). 《47 
假若 我 们 证 明了 (4) 的 特殊 情况 ， 也 就 是 
dcEN (a€N), (5) 
那么 当 xz 二 y 时 ，(3) 蕴 涵 
gzz) = [$x] (zx € A). (6) 
在 (6) 中 用 z 十 y 替换 z+， 导致 
gzy 十 江 ) 一 28C0z)g%y) (zyE A). (7) 
从 而 
zy 十 yzEN (rE€EN,yE A). (8) 
考虑 恒等式 
(zy — yr) + (ry+ yr) = 2LrCyry) 十 (yzy)z]. C9) 


若 xEN， 由 (8)，(9) 的 右 端 在 N 中 ， 由 (8) 和 (6)，(zy 十 ?Z) 也 在 NN 中 .所 
以 (zy 一 yx)? 在 NN 中， 再 一 次 应 用 (6) 得 出 
zy 一 EN (rE€EN,yE A). (10) 
C8) 和 (10) 相 加 给 出 (4)， 从 而 给 出 (1). 
于 是 由 纯 代 数 的 理由 ,，(5) 蕴 涵 (1). (5) 的 证 明 用 解析 方法 . 
由 假设 ，N 不 包含 A 的 可 道 元 ， 于 是 由 定理 10. 7(a) ， 对 于 每 个 zEN，| e 
一 zx 宇 1l， 所 以 
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jae—z| 尘 |A|=| $e—zx)| (zeE NEC). (11) 
我 们 断定 $$ 是 A 上 范 数 为 1 的 连续 线性 泛 函 . 
为 了 证 明 (5)， 固 定 a€ N， 不 失 一 般 性 假定 al = 二 1}， 定 义 


f00) = >) 2 (A EO). (12) 
n=0 . 


因为 | g&a 1 委 1o1 委 el"=1， 了 是 整 函数 并 且 对 于 所 有 EC 满足 | /C4) 
| 入 exp | 和 | . 此 外 ，FCo)=g%a) 一 1] 并 且 f (0) 二 $8(4a)==0. 

我 们 若 能 证 明 对 于 每 个 EC，FG) 天 0， 引 理 10. 8 将 意味 着 (0)= 二 0; 于 
是 ga:) 王 0， 它 证 明了 (5). 


级 数 
EO) = > 全 (13) 
对 于 每 个 XEC 以 A 的 范 数 收敛 ，#$ 的 连续 性 说 明 
Ga) =$E0)) GEO. (14) 
正 像 标量 情况 一 样 从 (13) 推 出 泛 函 方程 EQ 十 y) 二 EQ)E(y)， 特 别 地 ， 
ECG)EC 一 1) = E(0) =e (EO). (15) 
所 以 对 于 每 个 AEC，E(A) 是 A 的 可 逆 元 ,由 假设 ， 这 意味 着 $CEC(X)) 关 0 从 而 
由 (14)，f(4) 关 0 证 毕 . 图 
谱 的 基本 性 质 


10.10 定义 设 A 是 Banach 代数; G=G(C4A) 是 4 的 所 有 可 逆 元 的 集合 ， 若 
zEG,yEG, 则 yz 是 z 1'y 的 逆 ! 于 是 zx !yEG，G 是 一 个 群 . 

车 zxE A，z 的 谱 o(zx) 是 使 Xe 一 zx 不可逆 的 所 有 复数 4 的 集合 . c(z) 的 余 集 
是 工 的 预 解 集 ; 它 由 使 (ie 一 z) 一 存在 的 所 有 AEC 组 成 . 

并 的 谱 半 径 是 

px) = sup{| 4 |:AE€ olx)}. (1) 

它 是 C 中 的 中 心 在 原点 包含 a (x) 的 最 小 闭 圆 盘 的 半径 。， 当 然 ， 如 果 c(z) 是 空 集 ， 
(1) 没 有 意义 ， 但 是 正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 这 种 情况 永远 不 会 发 生 . 


10. 11 定理 假设 A 是 Banach 代数 ，zEG(A)，AEA，| 关 | < 二 上 xz 


则 Zz 十 hEG(A) 并 且 
| Czti rteipr | 2 lal. (1) 


证 明 因为 < 十 h=x(e 十 x-'h) 并 且 上 zx-' 有 中 一方 定理 10.7 意味 着 十 有 h 
EG(A) 并 且 恒 等 式 
(xh) ri+rihr!=[(et+r hl ~—e+r hr 
右 端 的 范 数 至 多 是 24x-'h 上 ?z+ 中 . 硬 
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10.12 定理 车 A 是 Banach 代数 ， 则 G(A) 是 A 的 开 子 集 并 且 映 射 + 一 XT ! 是 
G(A) 到 G(A) 上 的 同 胚 ， 

证 明 从 定理 10. 11 推出 GCA) 是 开 的 ，z 一 z :是 连续 的 .因为 zx- 一 z 把 
G(A) 映 射 到 GC(A) 上 并 且 它 是 它 自己 的 逆 ， 故 为 同 肥 . 本 
10.13 定理 车 和 AA 是 Banach 代数 并 且 xzEA， 则 

(a) 工 的 谱 alzx) 是 紧 的 和 非 空 的 ， 

Cb)z 的 谱 半 径 oCz) 满 足 


p(x) 一 lim | x" 一 inf | 2 (1) 
注意 (1) 中 极限 的 存在 性 是 结论 的 一 部 分 并 且 不 等 式 
oz) zl (2) 
已 包含 在 谱 半 径 公 式 (1) 中 . 


证 明 车 14|>||zl， 由 定理 10.7 则 e 一 iiz 在 G(4) 中 ， 从 而 Me 一 z 在 
G(4) 中 .于 是 4&c(z). 这 证 明了 (2)， 特 别 地 ，c(Cz) 是 有 界 集 . 

为 了 证 明 c(z) 是 闭 的 ， 用 g(2) 一 Xe 一 zx 定义 g: C-~A. 则 sg 是 连续 的 并 且 
o (zx) 的 余 集 09 是 g-1(G(A))， 由 定理 10. 12 它 是 开 的 . 于 是 c(z)? 是 紧 的 . 

现在 以 

f0) = (ie 一 z)- COEO) (3) 

定义 f: 0 一 GC(A)， 在 定理 10. 11 中 用 Xe 一 zx 代替 +z， 用 (J 一 4)e 代替 h， 若 4E€ 
8 并 且 充分 接近 X*， 其 结果 是 


上 Foo 一 Ga) 二 一 PT S22 FWY NN’ | pA, (4) 
故 有 
加 =— FQ we o). (5) 
于 是 f 是 9 中 的 强 全 纯 全 值 函数 . 
若 111>|zl ， 定 理 10.7 中 所 用 的 讨论 说 明 
f0) = Si 一 ) ie 十) 工 十 ，…， (6) 


这 个 级 数 在 每 个 以 0 为 中 心 半径 >>> 上 zz 外 的 圆周 P. 上 一 致 收 伍 .从 而 由 定理 
3. 29 逐 项 积分 是 合理 的 .所 以 


x" 一 元 | rf Od Cr zl ,n= 0,1,2,.). (7) 
2 r, 


若 uCz) 是 空 的 ，0 就 是 C，Cauchy 定理 3. 31 意味 着 (7) 中 所 有 积分 都 是 0. 
但 当 n=0 时 (7) 的 左边 是 e 取 0。 这 个 矛盾 说 明 c(z) 不 是 空 的 . 
因为 Q 包含 141 >p(x) 有 所 有 和 ^， 应 用 Cauchy 定理 3. 31(3)? 说 明 (7) 中 条 件 
7 之 上 用工 可 以 换 为 r~>oCz).， 车 
M(r) 一 max | flres)l (rr> p(x)), C8) 


Ff 的 连续 性 意味 着 M(r) 天 =e， 因 为 (7) 现 在 给 出 
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x" 甩 Mr)， (9) 
我 们 得 到 
limsup | zl 有 r (Cr > pz)). (10) 
故 有 
limsup | zx" | < plz). (11) 
另 一 方面 ， 若 4Eaol(x)， 因 式 分 解 
A"e— zx" 二 (Ae 一 x)" le 二 十 xX"!) (12) 


说 明 X"e 一 zx” 是 不 可 逆 的 . 于 是 六 Eolx"). 由 (2)， 对 于 7 一 1，2，3，…， 
1 | 竺 x .所 以 
pz) < infl el G3) 

并 且 (1) 是 (11) 和 (13) 的 直接 推论 . 本 

cCz) 的 非 空 性 质 导 致 了 可 除 Banach 代数 的 一 个 简单 特征 ， 
10. 14 定理 (Gelfand-Mazur) 若 A 是 Banach 代数 ， 其 中 每 个 非 0 元 是 可 逆 的 ， 
则 A( 等 距 同 构 于 ) 复 数 域 . 

证 明 若 xzEA 并 是 X41 关 %2， 则 Xe 一 xz 与 4e 一 x 中 至 多 有 一 个 元 是 0; 所 以 
其 中 至 少 有 一 个 是 可 道 的 .因为 cCz) 是 非 空 的 ， 由 此 推出 对 于 每 个 zxEA，c(z) 
恰好 有 一 个 点 ， 比 如 说 (zx)， 因 为 XC(z)e 一 xz 不 是 可 道 的 ， 它 是 0 元 ,所 以 z= 
4(z)e. 从 而 映射 z->ACz) 是 A 到 C 上 的 同 构 ， 它 又 是 一 个 等 距 ， 因 为 对 于 每 个 z 
EA, 1a(x)|= lacrel= zl. 出 

定理 10. 13 和 10. 14 是 这 一 章 的 关键 . 第 10 章 到 第 13 章 的 多 数 内 容 并 不 依 
赖 于 第 10 章 剩 下 的 部 分 . 
10.15 注 (a)A 的 元 在 A 中 可 北 或 者 不 可 逆 ， 这 是 纯粹 的 代数 性 质 ， 因 此 zeE 
A 的 谱 和 谱 半 径 是 根据 A 的 代数 结构 来 定义 的 ， 并 不 涉及 任何 度量 (或 拓扑 ). 
另 一 方面 ，lim | x" | "明显 地 依赖 于 A 的 度量 性 质 ， 这 是 谱 半 径 公 式 值得 注意 
的 特征 之 一 : 它 断 定 了 以 全 然 不 同 的 方式 出 现 的 某 些 量 相等 . 

(b) 我 们 的 代数 A 可 以 是 一 个 更 大 的 Banach 代数 B 的 子 代 数 ， 并 且 很 可 能 
出 现 某 个 xzEA 在 A 中 不 是 可 逆 的 而 在 如 中 是 可 逆 的 .从 而 z 的 谱 依赖 于 这 个 代 
数 ， 包 含 关 系 oa(Cz) 二 cs(z) 成 立 ( 记 号 是 自明 的 );， 两 个 谱 可 以 不 同 ， 然 而 谱 半 
径 不 因由 A 到 B 的 过 渡 受 影响 ， 因 为 谱 半 径 公 式 是 用 z 的 竹 的 度量 性 质 表 示 出 
来 的 ， 它 们 和 A 以 外 的 任何 事情 都 不 相关 . 

定理 10. 18 将 更 详细 地 描述 cs(z) 与 ce(z) 之 间 的 关系 ， 
10.16 引 理 假设 和 内 是 某 个 拓扑 空间 X 中 的 开 集 ,， VCW 并 且 W 不 包含 
V 的 边界 点 、 则 VV 是 WW 的 支 集 的 并 . 

根据 定义 ，W 的 支 集 是 W 的 极 大 连通 子 集 . 

证 明 设 Q 是 W 的 与 V 相交 的 支 集 , U 是 V 的 余 集 . 因为 W 不 包含 V 的 
边界 点 ，Q 是 两 个 不 相交 开 集 QmVY，Qmnz 的 并 . 因为 9 是 连通 的 ,mm 是 
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空 集 ， 于 是 QCV. 
10.17 引 理 假设 A 是 Banach 代数 ，x, EG(A), n 二 1]，2，3，…， 若 工 是 
G(A) 的 边界 点 并 且 当 n>o0 时 ro 一 ZI， 则 当 mco 时 ，| zy | 一 co. 

证 明 ”车 结论 不 成 立 ， 则 存在 M< co 使 得 对 于 无 穷 多 个 >，|1 zs 二 MM. 


其 中 之 一 有 | ,一 了 | 过 商 ， 对 于 这 个 


|e 一 zz = | zr (rm—7)l <1 
故 有 zzrizEG(A)， 因为 zx=zoCzriz) 并 且 G(CA) 是 群 ， 由 此 推出 zxEC(C4)， 这 
与 假设 了 矛盾， 因为 G(A) 是 开 的 . | 
10.18 定理 

(a) 若 A 是 Banach 代数 B 的 闲 子 代数 并 且 A 包含 日 的 单位 元 ， 则 G(A) 是 A 
门 G(B) 的 支 集 的 并 . 

(b) 在 这 些 条 件 下 ， 若 7EA， 则 oa(Cz) 是 op(z) 与 as(z) 的 余 集 的 有 界 支 集 
族 ( 可 以 是 空 的 ) 之 并 .特别 地 ，oa(z) 的 边界 在 cg(CZ) 中. 

证 明 (a)A 的 在 A 中 有 道 的 每 个 元 在 B 中 有 同样 的 逆 ， 于 是 C(4) C 
G(B). GCA) 和 ANGCB) 都 是 A 的 开 子 集 ， 由 引 理 10.16， 只 要 证 明 GLB) 不 包含 
G(A) 的 边界 点 > 就 行 了 . 

任何 这 样 的 y 是 GC(A) 中 的 序列 (zx) 的 极限 ， 由 引 理 10. 17， || zw | 一 ce， 
若 y 在 G(B) 中 , 反 演 在 G(B) 中 的 连续 性 (定理 10. 12) 使 得 zi 收敛 于 2 一， 特 
别 地 { | zzl ie} 是 有 界 的 ， 所 以 YG(B)，(a) 得 证 . 

(b) 设 a, Qs 是 ca(z)， ca(z) 关 于 C 的 余 集 . 包含 关系 Qa Cla 是 显然 
的 ， 因 为 XE Q4 当 且 仅 当 Xe 一 TEG(A). 设 为 Q4 的 边界 点 ， 则 he 一 x 是 
G(A) 的 边界 点 ， 由 (a)，he 一 + 儿 G(B)， 所 以 iF Qs 引 理 10. 16 现在 蕴涵 Q4 
是 Qs 的 某 些 支 集 的 并 ， 从 而 Qs 的 其 他 支 集 是 oa(z) 的 子 集 ， 这 证 明了 (b). 加 

推论 设 z€ACB， 

(a) 若 op (zx) 不 分 离 C， 即 它 的 余 集 Qs 是 连通 的 ， 则 ma (x) 二 op (z). 

(b) 若 oa (zx) 大 于 oCz)， 则 o4(zx) 是 通过 “ 填 满 "cs (zx) 的 某 些 “ 洞 "得 来 的 . 

Cc) 若 oa(z) 的 内 部 是 空 集 ， 则 oh (zx) 二 op (zx). 

这 个 推论 的 最 重要 应 用 出 现在 ce(z) 仅 包含 实数 的 情况 . 

作为 引 理 10. 17 的 另 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 一 个 定理 ， 它 的 结论 与 Gelfand- 
Mazur 定理 是 一 样 的 ， 尽 管 它 的 推 证 远 不 是 那样 重要 . 

10.19 定理 车 人 A 是 Banach 代数 并 且 存 在 M<- co 使 得 
| zy 和 MIlzyl (rE€A,yE€A), (1) 
则 A( 等 距 同 构 地 ) 是 C. 

证 明 设 y 是 GCA) 的 边界 点 ， 则 对 于 GCA) 中 的 某 个 序列 {y,)，y 王 limy 

由 引 理 10.17， 上 yi! 1 一 co. 由 假设 
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1 和 Mel (= 1,2,3,.…). (2) 

所 以 yw 上 一 0 从 而 > 一 0. 

若 zEA，cu(z) 的 每 个 边界 点 人 产生 G(A) 的 一 个 边界 点 Me 一 z， 于 是 x 二 Xe. 
换 句 话说 ，A4 一 {Me: AEC}). 加 

自然 会 问 ， 如 果 A 中 的 两 个 元 素 z，y 彼此 接近 ， 是 否 在 某 种 适当 确定 的 意 
义 下 x 和»y 的 谱 也 相互 接近 . 下面 定 理 给 出 一 个 非常 简单 的 回答 . 
10.20 定理 假设 A 是 Banach 代数 ，zEA， 0 是 C 中 的 开 集 并 且 o(x)CQ. 
则 存在 G>0 使 得 对 于 每 个 y€EA，|y| 过 8 时 og(z 十 y)CCQ. 

证 明 因为 (Xe 一 zx) !' 在 oCz) 的 余 集中 是 4 的 连续 函数 并 且 这 个 范 数 当 
A 一 co 时 趋 于 0。 故 存在 M<coe 使 得 对 于 Q 之 外 的 所 及， 

| Qe—z) :| =M. 


若 >EA，| y| 一 二 并且 X&Q， 因 为 | We 一 z-:y| <1， 由 此 推出 


Ae— (Xx 二 y) = (Mem zr)[e— (he— Zz) ly] 
在 A 中 是 可 逆 的 ; 所 以 4go(z 十 y)， 这 给 出 了 所 要 求 的 结论 ， 其 中 5=1/M， 国 


符号 演算 


10.21 引言 车工 是 Banach 代数 A 的 元 ，FGA) 一 ao 十 … 十 am” 是 具有 复 系 数 w， 
的 多 项 式 ， 这 时 符号 f(z) 是 无 异 义 的 ， 显 然 它 代表 A 中 由 

flx) 一 aoe 十 aa 工 十 十 ao” 
确定 的 元 ， 问 题 在 于 对 其 他 函数 f/，f(z) 是 否 仍 有 意义 .我 们 已 经 遇 到 过 一 些 例 
子 ， 例如， 在 定理 10. 9 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 非常 接近 于 定义 A 中 的 指数 函数 ， 
事实 上 , 车 f(Q) = 3 ax! 是 C 中 的 任何 整 函数 ,自然 地 用 f(z) = 27arz* 定义 


f(zx)E€ A; 这 个 级 数 总 是 收 倒 的 ， 另 一 个 例子 是 半 纯 函数 
1 
在 这 种 情况 ， 了 f(z) 的 自然 的 定义 是 
fx) = (ae— xz), 
它 对 于 谱 不 包含 a 的 所 有 x 有 意义 . 

由 此 引出 一 个 猜想 ， 只 要 f 在 so(z) 的 开 集中 是 全 纯 的 ，f(z) 在 A 中 就 是 可 
定义 的 .这 原来 是 正确 的 并 且 可 以 用 Cauchy 公式 一 类 的 工具 来 完成 ， 即 把 在 C 
的 开 子 集中 定义 的 复 函 数 换 为 在 A 的 某 个 开 子 集中 定义 的 A 值 函数 . ( 像 经 典 分 
析 中 一 样 ，Cauchy 公式 是 比 曙 级 数 展开 式 更 合适 的 工具 . ) 此 外 ， 如 此 定义 的 藻 
数 f(x)( 见 定义 10.26) 显 示 出 更 有 意义 的 性 质 . 其 中 最 重要 的 性 质 概括 在 定理 
10. 27 至 10. 29 中 . 

在 某 些 代数 中 可 以 更 进一步 . 例如， 车 z+ 是 Hilbert 空间 瓦 上 的 有 界 正常 算 
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子 ， 当 是 cz) 上 任何 连续 复 范 数 甚 至 是 cCz) 上 任何 有 界 复 Borel 函数 时 ， 符 
号 f(x) 可 以 理解 为 日 上 的 有 界 正常 算 子 . 在 第 12 章 ， 我 们 将 看 到 这 如 何 导 致 
一 个 非常 一 般 的 谱 定 理 的 简捷 证 明 . 

10.22 人 4 值 函数 的 积分 若 4A 是 Banach 代数 ，f 是 某 个 紧 Hausdorff 空间 Q 上 
的 A 值 连续 函数 ，Q 上 定义 有 复 Borel 测度 py， 因为 A 是 Banach 空间 ， | fdy 存 
在 并 且 具 有 第 3 章 讨论 的 所 有 性 质 ， 不 过 ,一 个 附加 性 质 可 以 添 进 去 而 且 今 后 将 


z| fap = | rr)an(p)， C1) 


(| .ran)z = | fpyzdpcp). (2) 

为 了 证 明 (1)， 像 在 定理 10. 2 的 证 明 中 一 样 ， 设 M, 是 用 左 乘 的 运算 ，A 

是 A 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 AM, 是 有 界线 性 泛 函 ， 从 而 定义 3. 26 意味 着 对 于 每 
个 A， 


AM.| ydr = | ,AM pap = A| Mf dn, 
从 而 
M,| fay = | Mf) dp 
它 怡 是 (1) 的 另 一 种 写法 . 为 了 证 明 (2)， 只 须 把 M, 理解 为 用 xz 右 乘 的 运算 . 


10.23 国道 假设 K 是 开 集 QCC 的 紧 子 集 , 全 是 Q 中 有 限 多 个 不 与 K 相交 的 
定向 线 节 y;，…，y, 的 集合 。 在 这 种 情况 ，T 上 的 积分 定义 为 


| $a = >| $C) dA. GD) 
:一 1 2% 


熟知 , 械 可 以 如 此 选取 ， 以 致 于 
1 d { 若 &€ 天， 


Indr (€) = 一 -一 一 《2) 
ndr(e 1 若 eg 0Q. 


2xi rA—é 
并 且 Cauchy 公式 
1 __ ey-1 
fe) = 2 .4 E71 fd 
对 于 0 中 的 每 个 全 纯 函 数 f 和 每 个 &EK 成立. 例如 ， 见 [23] 定 理 13. 5. 
我 们 将 用 围 道 工 在 0 中 环绕 K 的 说 法 简要 地 描述 (2) 的 情况 ， 


注意 无 论 是 K，Q 或 者 是 7, 的 并 都 没有 假定 是 连通 的 . 
10.24 引 理 假设 A 是 Banach 代数 ，zEA, a€EC, a&Kol(7X)， 是 a 在 C 中 的 


余 集 并 且 械 在 0 中 环绕 olx)。， 则 
;| (ag—A)"*(Ae—zx) dA= (ae—z)", (n= 0, 土 1, 十 2,"…) (1) 
2rzJr 


证 明 以 y 表示 此 积分 。 当 A&Kolx) 时 ， 
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(he—Zx)!= (ae—zx)!++ (lamA)(ae— xr) (Ae— zx). 
由 10. 22 节 ，y 是 


-一 一 1 。 1 一 如 一 
(ae 一 工 ) a) A)"dA 0 (2) 
(因为 Ind(a) 王 0) 与 
Ce 一 za 天 | 一 De 一 Du (3) 
niJr 
的 和 .所 以 
(ae 一 工 ) yn 一 yn+1 (7 一 0, 士 1], 士 2,…). (4) 
这 个 递 推 公式 说 明 从 n= 二 0 的 情况 能 推出 (1)， 于 是 我 们 需要 证 明 
1 四 一 1 一 
a;| ae Z) "dA=e. (5) 


设 Ty 是 中 心 在 0， 半 径 r> 1z | 的 正定 向 圆周 ， 在 T 上 ,Che 一 zx)7 
二 >) 11z"， 把 T 换 为 Try， 对 这 个 级 数 逐 项 积分 给 出 (5)， 因 为 (5) 中 的 被 积 
函数 是 在 (zx) 的 余 集 中 全 纯 的 A 值 函 数 ( 见 定理 10. 13 的 证 明 ) 并 且 对 于 每 个 5E 


ICZ)， 


Indr, (6) 一 ] 一 Indr (Ce) ， (6) 
Cauchy 定理 3. 31 说 明 当 工 换 为 了, 时 (5) 不 受 影响 ， 证 毕 . 国 
10.25 定理 假设 
ROA) = PO) + Dcmlh— an) (1) 
mk 


是 以 w 为 极点 的 有 理 表 数 ， (了 是 多 项 式 ，(1) 中 的 和 仅 有 有 限 多 项 . ) 若 xzEA 


R(z) = PCz) 十 >)cme( 工 一 ane) (2) 
mk 
如 果 人 是 C 中 和 包 爹 ol(x) 的 开 集 ，R 在 其 中 全 纯 并 且 械 在 02 中 环绕 obx)， 则 
R(z) = | ROV Qe— zd. (3) 
2xiJr 
证 明 利用 引 理 10. 24. 国 


注意 (2) 当 然 是 zEA 的 有 理 函 数 的 最 自然 定义 ， 结 论 (3) 说 明 Cauchy 公式 
达到 了 同样 的 结果 . 这 引出 下 面 定义 . 
10.26 ”定义 ”假设 A 是 Banach 代数 ，Q 是 C 中 的 开 集 ，H(Q) 是 0 中 全 体 复 全 
纯 函 数 的 代数 . 由 定理 10. 20 
An = {x € A:olz) CN) (1) 
是 A 的 开 子 集 . 
我 们 定义 五 (A。) 是 以 4a 为 定义 域 ， 由 公式 


F(z) = ;| fO) Qe— zx)-1dA (2) 
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从 fEH(Q) 产 生 的 所 有 A 值 函数 让 的 集合 . 其 中 是 在 0 中 环绕 c(Cz) 的 任 一 转 
道 . 
这 个 定义 需要 一 些 注 解 . 
(a) 因 为 下 离开 c(z) 并 且 反 演 在 A 中 是 连续 的 ，(2) 中 的 被 积 函 数 是 连续 的 ， 
从 而 积分 存在 并 且 f(x) 是 A 的 元 . 
(b) 被 积 函数 实际 上 是 在 c(z) 的 余 集 中 全 纯 的 A 值 函数 . (这 在 定理 10. 13 
证 明 中 就 见 到 了 ， 另 见习 题 3. ) 从 而 Cauchy 定理 3. 31 意味 着 了 (xz) 与 的 选取 
无 关 ， 只 要 械 在 Q 中 环绕 s(x). 
(c) 若 Xx 二 ae，aE€ 人 0，(2) 变 为 
flae) = flo)e. (3) 
注意 aeE An 当 且 仅 当 aE Q， 如 果 我 们 把 XEC 与 MeEA 等 同 ， 每 个 fE€E HC(Q) 可 
以 看 成 A。 的 某 个 子 集 ( 就 是 As 与 由 e 生成 的 一 维 子 空间 的 交 ) 到 A 中 的 映射 ， 
而 (3) 则 说 明了 可 以 看 成 的 延 拓 . 
在 有 关 这 方面 的 许多 论述 中 ， 常 把 f(z) 记 成 f(x)， 我 们 这 里 使 用 记号 
了 (x)， 因 为 它 避 免 了 某 些 可 能 由 混淆 而 造成 的 误解 . 
(d) 如 果 S 是 任 一 集合 ，A 是 任 一 代数 ， 假 如 点 态 地 定义 标量 乘法 ， 加 法 和 
乘法 ， 例 如 ， 若 xz，v 把 S 映射 到 A 中 ， 则 
(xu)(s) = ul(s)v(s) (s € S)， 
那么 S 上 的 全 体 A 值 函数 是 一 个 代数 .这 一 点 将 用 于 A。 中 定义 的 A 值 函 数 . 
10. 27 定理 ”假设 4A，H(Q) 和 百 (Ao) 都 像 定义 10. 26 中 一 样 。 则 盏 (4o) 是 复 
代数 .映射 f> 了 是 日 (Q) 到 万 (An) 上 的 代数 同 构 ， 它 在 下 述 意 义 下 是 连续 的 : 
车 f, EH(Q)(n 二 1，2，3，*…) 并 且 在 0 的 紧 子 集 上 一 致 地 f, 阅 f， 则 
f(x) = limf,(z) (rz € An). (1) 
车 在 Q 中 以 (4) 一 A4，v(4) 二 1， 则 对 于 每 个 TEAn，, U(x) 一 x，v(7T) 二 e. 
证 明 ”最 后 一 名 从 定理 10. 25 推出 ，10. 26 节 中 的 积分 表达 式 (2) 显 然 使 得 了 
一 了 是 线性 的 . 车 了 = 二 0， 则 
fl e= flae) =0 (a€ ON) (2) 
故 有 f 一 0。 于 是 ff 是 一 一 的 . 
连续 性 的 断言 直接 从 10. 26 节 积 分 (2) 推 出 ， 因 为 ‖ Qe 一 x)"' 在 TT 上 是 有 
界 的 ，( 对 于 所 有 f, 应 用 同一 个 下 ， 并 且 利 用 定理 3. 29. ) 
剩 下 证 明 /->7 是 可 乘 的 。 明 确 地 说 , 若 /，gE HC(Q) 并 且 对 于 所 有 4X€ 0， 
h(4) 一 A(X)g(X)， 和 需要 证 明 
h(x) = f(r)gr) (rz € An). (3) 
若 和 是 在 Q 中 没有 极点 的 有 理 函数 ， 并 且 h 一 fg， 则 h(x) 二 f(z)g(zx)， 
又 因为 定理 10. 25 断言 RCx) 一 久 (x)， 故 (3) 式 成 立 ， 在 一 般 情况 ，Runge 定理 
([23] 定 理 13. 9) 允许 我 们 用 有 理 函 数 六 和 sg。 在 0 在 紧 子 集 上 一 致 地 逼近 f 
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和 gg. 故 fg。 以 同样 方式 收敛 于 h， 从 映射 /> 了 的 连续 性 推出 (3). 图 

因为 H(Q) 显 然 是 交换 代数 ， 定 理 10. 27 意味 着 互 (4。) 也 是 交换 的 ， 这 可 能 
是 意外 的 ， 因 为 f(z)， 了 (Cy) 不 必 是 交换 的 此外， 了 (zx) 与 g(x) 在 A 中 可 交换 ， 
VY rE An， 所 以 由 定义 10.26(d),， fg 二 gf 了 . 

10.28 定理 假设 XEAo 并 且 fEHCOQ0). 

(a) 了 Cx) 在 A 中 是 可 逆 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 和 Eal(x)，f(X) 关 0. 

(boCf (zx))= FeCz))， 

(c) 称 为 谱 上 映射 定理 . 

证 明 (a) 若 了 在 co(x) 上 没有 零点 ， 则 g 二 1/ 了 在 开 集 Q 中 全 纯 ， 其 中 a(x) 
CoCO， 因 为 在 0, 中 fg=1， 定 理 10.27( 用 Qi 代替 9) 说 明 f(x)g(x)==@， 
于 是 f(x) 是 可 道 的 ， 反 过 来 ， 若 对 于 某 个 a€ alrx)，f (la) 一 0， 则 存在 hE H(Q) 
使 得 

00 一 ap) = FA) QEN), (1) 
由 定理 10.27， 这 意味 着 
(一 ae)jz) = fx) = hr) zr— ae). (2) 
因为 x 一 ae 在 A 中 不 是 可 逆 的 ， 由 (2)，f(z) 也 不 是 . 

Cb) 固定 8E C， 由 定义 ，BEo( 了 (zx)) 当 且 仅 当 了 (Cz) 一 pe 在 A 中 不 可 逆 ， 把 
(a) 用 在 以 f 一 8 代替 广 的 情况 知道 此 事 当 且 仅 当 一 8 在 c(z) 中 有 0 点 ， 即 当 且 
仅 当 BE cz)). 国 

谱 上 映射 定理 使 得 有 可 能 把 函数 的 复合 包括 在 符号 演算 中 . 

10. 29 定理 假设 XEAa，fEH(Q)，Q 是 包含 f(o(z)) 的 开 集 ，gE€ H(Q1). 
若 0。 是 使 {00) EQ 的 所 有 4AED 的 集合 并 且 在 Do 中 (4) 二 gC 了 G4)). 

则 了 (Cz)EAn 并 且 有 (xz) 二 g(f(z)). 

简 言 之 ,车 A 一 g。f， 则 有 =g。 天 . 

证 明 由 定理 10. 28(b)，a( 了 (zx))CQ1， 从 而 gC(f(x)) 有 定义 . 

固定 围 道 PT ， 它 在 Qi 中 环绕 flo(x))， 存 在 如 此 小 的 开 集 W，, ol(x)CWC 
8Q.， 使 得 

Indr, (FaQ)) 一 1 € W). (1) 
固定 围 道 Tr。， 在 WW 中 环绕 s(x). 若 YET 则 1/(E 一 让 EHCW). 所 以 用 W 代 
替 Q， 定 理 10. 27 说 明 
1 


[te— f(x)]! = 元 | [5 一 fDiGQe—zx) da (CET). 
因为 在 0, 中 环绕 ol(f(z))，(1) 和 (2) 意 味 着 
ECFC2)) = 元 |. gCOEre— Fr) de 


; | zi OL fT de 2 dh 


mi 
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天 | SQV ae — 0) 
一 
2n1 
我 们 现在 给 出 符号 演算 的 一 些 应 用 . 第 一 个 是 用 于 根 与 对 数 的 存在 性 . 称 x 
EA 在 A 中 有 nn 次 根 是 指 对 于 某 个 y€A，x=y". 如 果 对 于 某 个 y€ A， x 二 
exp(7), 则 > 是 z 的 对 数 . 
注意 exp(y)= 2》)，y"/n1， 但 指数 函数 还 可 以 用 定义 10. 26 中 的 围 道 积分 
来 确定 .定理 10. 27 中 的 连续 性 断言 说 明 这 些 定义 是 一 致 的 ( 像 每 个 整 函数 情况 
一 样 ). 
10, 30 定理 假设 A 是 Banach 代数 ，zEA 并 且 工 的 谱 oCzr) 不 把 0 和 co 分 离 
开 . 则 
(Ca)z 在 A 中 有 任意 阶 的 根 ， 
(b)zx 在 A 中 有 对 数 ， 并 且 
(Cc) 著 e 汪 0， 存 在 多 项 式 呈 使 得 x! 一 p(x) 上 <e. 
此 外 ， 若 olx) 在 正 实 轴 中 ，(a) 中 的 根 可 以 选取 使 之 满足 同样 的 条 件 . 
证 明 由 假设 ，0 在 oCx) 的 余 集 的 无 界 支 集中 .所 以 存在 函数 1/， 在 单 连通 
开 集 QDolxz) 中 全 纯 ， 并 且 满 足 
exp(f(4)) = 71. 


| he— zr) dA = h(x). | 


从 定理 10. 29 推出 

exp( f(x)) = x, 
于 是 y= 了 (z) 是 x 的 对 数 ， 若 对 于 每 个 XEalz)，0<4 达 eo， 了 可 以 这 样 选取 使 
得 它 在 oCx) 上 是 实 的 ， 则 由 谱 映 射 定理 oCy) 在 实 轴 中 . 车 z= 二 exp《y/n)， 则 x 
一， 再 次 应 用 谱 映 射 定 理 说 明 若 c(y)C( 一 ce，ce)， 则 zc(z)C(0，co).， 这 证 
明了 (a) 和 (b); 当然 (a) 可 以 不 经 过 (b) 而 直接 证 明 . 

为 了 证 明 (c)， 注 意 1/4 在 oe (xz) 的 某 个 开 集 上 可 以 用 多 项 式 一 致 地 双 近 
(Runge 定理 )， 然 后 应 用 定理 10. 27 的 连续 性 断言 . 罩 

甚至 当 A 是 有 限 维 代数 的 时 候 ， 这 些 结果 都 不 完全 是 平凡 的 . 例如 ，(b) 的 
一 个 特殊 情况 是 : nXn 复 矩阵 MM 是 某 个 矩阵 的 指数 型 函数 当 且 仅 当 0 不 是 M 的 
特征 值 ， 即 当 且 仅 当 M 是 可 逆 的 .为 了 从 Cb) 得 出 这 一 点 ， 只 须 把 A 当 作 和 全体 
xn 复 和 矩阵 的 代数 (或 者 C" 上 所 有 有 界线 性 算 子 的 代数 ). 

如 果 zE A 满足 一 个 多 项 式 恒等式 ， 即 存在 一 个 多 项 式 了 使 得 P(x) 二 0， 则 
用 不 着 定义 10. 26 中 的 Cauchy 积分 ， 了 (zx) 总 可 以 像 x 的 多 项 式 一 样 投入 运算 . 
如 果 A 是 有 限 维 的 ， 这 一 点 可 以 用 在 每 个 zEA 上 . 详 述 如 下 : 

10.31 定理 设 PO)=A2 一 g)™…(X 一 g)* 是 hn 二 0 十 … 十 ms 阶 多 项 式 ，0 守 
C 是 包含 PP 的 0 点 a1，…，a; 的 开 集 . 若 和 A 是 Banach 代数 ，xE 有 A 并 且 已 (z) 一 


200 第 三 部 分 Banach 代数 与 计 论 


0， 则 
(a)o(rx)C{la, a}, 
(b)Y fE HC) 对 应 有 多 项 式 Q@， QQ 的 阶 小 于 n， 和 画 数 gE 昌 (Q) 使 得 
GD 一 Qa) = PVN) QE oO)， (1) 
f(x) = Q(x). (2) 
证 明 ”由 谱 映 射 定理 ， 
Plo(x)) = a( P(x)) = c(0) = {0). (3) 
这 证 明了 (a). 
如 果 所 有 重 数 x, 二 1，Q@ 可 以 借助 于 Lagrange 内 播 公式 
= )P 
QW = PS A 4) 


得 到 ， 这 给 出 QCw)= 二 f(a) (i 和 n)， 故 (f 一 Q)/P 在 0 中 全 纯 . 
在 一 般 情 况 ， 从 f/P 关于 点 ai;，…，a 的 Laurent 级 数 得 出 系数 Cu 使 得 


g0D -Day (5) 
在 0 中 全 纯 . 
这 证 明了 (1). 现在 (2) 是 定理 10. 27 的 结论 ， 因 为 (1) 意 味 着 
f(x) 一 QGz) 十 P(z)g(Cz) (6) 
并 且 P(x)=0. | | 


10.32 定义 设 角 (外) 是 Banach 空间 X 上 全 体 有 界线 性 算 子 的 Banach 代数 . 
算 子 TE BCX) 的 点 谱 oo,(T) 是 本 的 所 有 特征 值 的 集合 。 于 是 4Eo,《T) 当 且 仅 当 
T 一 A 了 的 零 空 间 N(T 一 4 了 具有 正 维 数 . 
10.33 定理 假设 TE%(XX)，0 在 C 中 是 开 的 , o(T)CQ 并 且 fEH(Q). 
(a) 若 XEX，a€EQ 并且 Tz 二 ax 则 了 (T)zx= ro)z， 
(b) fles C2)) Cos f(T)). 
(Cc) 车 gaEospC7(T)) 并 且 f 一 a 在 的 任 一 支 集 中 不 恒 为 0， 则 a€ flos(T)). 
(d) 若 在 0 的 任 一 支 集 中 不 是 常数 ， 则 fCo,(T))=o@ (f(T)). 
(a) 说 明了 工 的 每 个 相应 于 特征 值 a 的 特征 向 量 也 是 /+(T) 相 应 于 特征 值 
f(x) 的 特征 向 量 . 
证 明 ” (a) 车 zx 二 0， 则 无 须 证 明 .假定 x 关 0 并 且 Tx 二 ax， 则 a€olT) 并 且 
存在 gE HH(Q) 使 得 
GOD 一 Fa) = gO—a). (1) 
由 定理 10.27，(1) 蔓 涵 
FD— fwWI= gD Tal). (2) 
因为 (T 一 aD 一 0，(2) 说 明了 (a). 
从 而 只 要 a 是 T 的 特征 值 ，f (a) 就 是 CT) 的 特征 值 ， 由 此 推出 (a) 蕴 注 (b). 
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在 (c) 的 假设 下 ， 
a €E of(T)) Colf(T)) = FoCT))， (3) 
从 而 
fila) 门 cCT) A (4) 
此 外 ， 集 合 (4) 是 有 限 的 ， 因 为 oC(T) 是 Q 的 紧 子 集 并 且 /一 a 在 0Q 的 任何 支 集中 
不 恒 为 0. 设 如 ，…， hh 是 f 一 a 在 oCT) 中 的 0 点 ， 依照 它 们 的 重 数 计数 ， 则 
FOOD a = gOA— hi) (Ah,), C5) 
其 中 gE HOCQ) 并 且 g 在 oC(T) 上 没有 零点 ， 故 有 
FT) 一 al = gCT) Th DT— hl). (6) 


由 定理 10.28(a)，g(T) 在 多 ( 久 ) 中 可 逆 ， 因 为 a 是 了 (T) 的 特征 值 ，7(T) 一 oI 在 
X 上 不 是 一 一 的 ， 所 以 66) 意 味 着 至 少 有 一 个 算 子 T 一 hh,1 必定 不 是 一 一 的 .对 应 
的 hh 在 os(T) 中 并 且 由 于 f(h,)==a，(c) 得 证 . 


最 后 ，(d) 是 (b) 和 (c) 的 直接 推论 . 国 
可 逆 元 素 群 

现在 我 们 更 仔细 地 看 看 GG(A) 的 结构 ， 它 是 Banach 代数 A 的 所 有 可 逆 元 
素 的 乘法 群 


Gi 将 代表 G 的 包含 其 单位 元 e 的 支 集 ， 有 时 Gi 称 为 G 的 主 支 . 由 支 集 的 定 
义 ，Gi 是 包含 e 的 G 的 所 有 连通 子 集 的 并 . 
G 包含 集合 
exp(A) = {exp(z):xT € A}. 
它 是 A 中 指数 函数 的 值 域 ， 因 为 exp( 一 z+) 是 exp(Cz) 的 着. 事实 上 ， 倘 若 zy 一 
yx，exp(Xx) 的 备 级 数 定义 导致 泛 函 方程 
exp(Zz 十 y) 一 exp(Z)exp(y)， 
同时 exp(0) 一 e, 
还 要 注意 G 是 拓扑 群 ( 见 5. 12 节 )， 因 为 乘法 以 及 反 演 在 G 中 是 连续 的 . 
10.34 定理 
(a)G 是 GG 的 开 正 规 子 群 . 
(b)Gi 是 由 exp(A) 生 成 的 群 . 
(c) 若 A 是 交 搁 的 ， 则 Gi 一 exp(A). 
(d) 若 和 A 是 交换 的 ， 商 群 G/Gi 不 包含 有 限 阶 的 元 (除了 单位 元 ). 
证 明 (a) 定 理 10. 11 说 明 每 个 zECG 是 一 个 开 球 UCG 的 中 心 。 因 为 UU 与 
G1 相交 并 且 UU 是 连通 的 ，UCG,. 从 而 G; 是 开 的 . 
车 xEGi 则 xz 1Gi 是 G 的 连通 子 集 ， 它 包含 zz 一 e。 所 以 对 于 每 个 XE 
Gi ，x-1G1CG1， 这 证 明了 G 是 G 的 子 群 ， 此 外 ， 对 于 每 个 >yEG，y G1y 同 
胚 于 G, ， 所 以 连通 并 且 包 含 e。 于 是 y :GyCG， 由 定义 ， 这 就 是 说 C: 是 C 的 
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正规 子 群 . 

(b) 设 是 由 exp(A) 生 成 的 群 。 对 于 n= 二 1，2，3，,，…， 设 FE, 是 exp(A) 的 nn 
个 元 素 的 全 体 乘积 的 集合 。 因 为 对 于 任何 yYE exp(A)，y Eexp(A), 械 是 集合 
E, 的 并 .因为 任何 两 个 连通 集 的 乘积 是 连通 的 ， 归 纳 法 表明 每 个 E, 是 连通 的 . 
每 个 E, 包含 e， 故 了 .CO ， 所 以 是 Gi 的 子 群 . 

下 面 ，exp(A) 具 有 相对 于 G 的 非 空 内 部 ( 见 定理 10, 30); 所 以 工 也 有 ,因为 
T 是 群 并 且 由 任何 zxEG 所 作 的 乘法 是 G 到 G 上 的 同 胚 , 本 是 开 的 . 

从 而 下 在 G: 中 的 每 个 陪 集 是 开 的 并 且 这 些 陪 集 的 任何 并 集 也 是 开 的 .因为 
r 是 它 的 陪 集 之 并 的 余 集 ，F 相对 于 G, 是 闭 的 . 

于 是 了 是 G; 的 既 开 且 闭 的 子 集 ， 因为 C, 连通 , [二 Gi. 

(c) 若 A 是 交换 的 ，exp 所 满足 的 泛 函 方程 说 明 exp(A) 是 群 。 所 以 (b) 蕴 涵 
(ec). 

(d) 我 们 需要 证 明 下 面 命题 : 

若 A 是 交换 的 ，XEG 并 且 对 于 某 个 正 整 数 n，zx*EG， 则 XEGi. 

在 这 些 条 件 下 ， 由 (c)， 对 于 某 个 4a€ A，x”" 二 exp(a). 令 yexp(n a), z 
二 zy !， 因 为 y€EG!， 只 要 证 明 xzE Gi 就 行 了 . 

A 的 交换 性 说 明 

Zz" = Xx"y "= exp(a)exp(~a)= e. 
于 是 c(z) 不 分 离 0 与 co( 它 至 多 包含 位 于 单位 圆周 上 的 几 个 点 )， 由 定理 10. 30， 
这 意味 着 对 于 某 个 wEA，z 一 exp(w)， 令 
80A) = exp Nw), 
则 f:， CG 是 连续 的 ，f(0) 一 e€EG1， 从 而 f(C)CG,， 特 别 地 z= 了 (1)EG. 
十 
定理 12. 38 将 说 明 exp(4A) 并 不 总 是 群 . 


Lomonosoy 不 变 子 空间 定理 


按照 定义 ， 算 子 TE 名 (X) 的 不 变 子 空间 是 X 的 一 类 子 空间 M， 对 于 它 ，M 
关 {0)， 关 外 并 且 YxEM，TxEM 或 简便 地 TCMDCM. 

出 现 (并 且 半 个 多 世纪 以 前 即 被 提出 ) 的 问题 是 是 否 对 于 每 个 复 空间 X， 每 个 
TEG(X) 都 有 一 个 不 变 子 空间 ? 近年 来 某 些 反例 在 非 自 反 空 间 ， 甚 至 在 / 中 被 
构造 出 来 . (附录 B 给 出 了 参考 文献 . ) 正 面 的 结果 也 在 Hilnert 空间 上 的 某 些 算 子 
类 中 找到 (特别 地 ， 正 常 算 子 ， 见 第 12 章 )， 但 即使 在 那里 ， 一 般 问 题 仍 是 未 
决 的 . 

下 面 惊人 的 定理 的 Lomonosov 证 明 应 用 Schauder 不 动 点 定理 产生 一 个 特征 
值 ( 即 是 1)、T，M. Hilden 注意 到 借助 于 谱 半 径 公式 也 可 以 做 到 这 一 点 ， 这 里 
的 证 明 比 原来 的 稍 做 了 简化 . 
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10. 35 定理 设 和 是 无 穷 维 复 Banach 空间 ，TE3(CX) 是 紧 的 ，T 天 0， 则 存在 
闭 子 空间 MCX 使 得 M 天 {0)}，M 天 X 并 且 对 于 任何 与 了 可 交换 的 SE ZX)， 
SCOM) C M (1) 
注意 ， 作 为 推论 ， 每 个 与 非 0 紧 算 子 可 交换 的 SE 多 (X) 具 有 不 变 子 空间 . 
证 明 让 我 们 引进 记号 
T= {SE HX):ST = TS} (2) 
TC(y) = {Sy:SE TT},YyE X. (3) 
容易 看 出 工 是 8(X) 的 子 代数 从 而 下 (y) 是 包含 y 的 X 的 子 空间 ， 于 是 车 y 取 0， 
T(y) 关 {0}. 此 外 
S(T(Y) CTy), VyE€EX,SET, (4) 
因为 工 在 乘法 之 下 是 闭 的 .于 是 (1) 对 于 每 个 TC(y) 成 立 ， 从 而 对 于 它 的 闭 包 也 
成 立 . 
若 定 理 的 结论 不 对 ， 由 此 推出 对 于 每 个 y 关 0,， TCy) 在 X 中 稠密 . 
取 xoEXX 使 得 Tx。 隆 0， 于 是 zx。 关 0, 的 连续 性 说 明 存 在 开 球 B， 中 心 在 
zo， 如 此 之 小 以 至 于 


1Tzl > 二 1Tzol，1zl >lml, ,VeeB (5) 


我 们 关于 T(y) 的 假设 意味 着 每 个 y 取 0 具有 邻 域 WW， 它 被 某 个 SET 映 入 开 集 B. 
因为 工 紧 ，K= 二 TCB) 是 紧 集 ， 由 (5)，0EK， 由 此 ， 存 在 开 集 Wi，…，W， 复 
盖 KK 并 且 使 得 对 于 某 个 S,ET，1<i<n，S,(W,)CB. 令 
x= max{ | S | ,|S, 1}. (6) 
从 zo 开始 ，Tzo EK， 故 Tzo 在 某 个 W, 中 , 并 且 S, Txo。E€B. 又 TS Tzxo 
EK， 故 在 某 个 W, 中 并 且 S,, TS Tzxo€B. 继续 这 一 乒乓 对 局 ， 我 们 得 到 向 量 
zy — S, TS, Tro = SSu Tzo € B. (7) 
所 以 


去 fm 和 lz 和 ma (N=123%) (8) 


这 给 出 关于 工 的 谱 半径 的 信息 ， 即 


oD 一 lim TY > 二 > 0. (9) 
现在 我 们 援引 定理 4. 25. 因为 p(T) 沁 >0, 荆 有 特征 值 * 关 0， 对 应 的 特征 空间 
Mi 一 《福生 X:Tzr = ir} (10) 

T(Ssz) = S(Tx) = SQzx) = ASz (11) 


于 是 SzEA ， 这 就 是 说 SCM)CCM. 
所 以 M, 满足 定理 的 条 件 ， 即 使 我 们 曾 假设 结论 不 成 立 , 


204 第 三 部 分 Banach 代数 与 谱 论 


习题 


在 这 组 习题 中 ，A 总 是 代表 Banach 代数 ，z，>，… 代 表 A 中 的 元 ， 除 非 有 
相反 的 声明 . 

1. 应 用 恒等式 (zy) "= 一 z(Cyz)” y 证 明 zy 与 yz 总 是 具有 相同 的 谱 半径 . 

2. (a) 若 区 和 wy 在 A 中 可 逆 ， 证 明 > 可 赣 . 

Cb) 若 zy 和 yz 在 A 中 是 可 逆 的 ， 则 zx 和 >》 可 道 ( 关 于 这 一 点 在 交换 情况 已 
悄然 用 于 定理 10. 13 和 10. 28 的 证 明 中 ). 

(c) 说 明 可 能 有 zy 二 e 隆 yz， 例如 f 是 非 负 整数 集 上 的 滞 数 ， 考 虑 定义 在 这 
种 函数 的 某 个 Banach 空间 上 的 右 移 和 左 移 算 子 Se 和 Si: 

0 车 n= 二 0， 
f(tn 一 1) 若 n 之 1. 
(SLif)(n) = flnt+1) n 之 0. 

(d) 若 zy 二 e 关 yz 二 xz， 证 明 z 是 非 平凡 过 等 元 ( 即 于 二 >，z 天 0，e). 

3. 证 明 每 个 有 限 维 的 A 同 构 于 一 个 矩阵 代数 ， 提示: 定理 10. 2 的 证 明 表 明 
每 个 A 同 构 于 (A) 的 一 个 子 代数 ， 得 出 当 dimA<ce 时 zy 一 e 意味 着 yz 一 e. 

4. (a) 证 明 车 e 一 xy 在 A 中 可 道 ， 则 e 一 yz 是 可 道 的 . 建议 : 令 z= 二 (e 一 
zy) !，( 假 设 上 zx1 二 1，ly4 二 1) 把 zx 写成 几何 级 数 ， 应 用 习题 1 中 的 恒 等 关 
系 得 到 用 x，y，z 表达 的 (e 一 yz) 一 的 有 限 公 式 ， 然 后 说 明 这 一 公式 没有 关于 
1 zi， yl 的 任何 限制 仍 成 立 ， 

(b) 若 EC，1 天 0 并且 AEolzxy)， 证 明 AEolyzx)， 于 是 ol(xy) U1{0}= 
oCyz)U{0). 此 外 ， 说 明 olxy) 并 不 总 是 等 于 olyzx). 


5. 设 A。，Ai 是 形 如 
(中 


的 全 体 复 2X2 矩阵 的 代数 . 证 明 每 个 具有 单位 e 的 2 维 复 代数 4 同 构 于 它们 中 
的 一 个 ,但 A。 不 与 A 同 构 . 提示 : 证 明 A 具有 基 {e，a)， 其 中 对 于 某 个 和 EC， 
a 二 Ae. 区别 4=0，4 关 0 两 种 情况 ,证明 存在 三 维 的 非 交 换 Banach 代数 . 

6. 设 4 是 (1，2，3，…} 上 定义 的 除去 有 限 多 个 点 之 外 为 0 的 全 体 复 函数 的 
代数 ， 具 有 点 态 的 加 法 和 数 乘 和 范 数 


1 7 一 De | fC |， 
证 明 乘法 是 左 连续 的 (从 而 右 连 续 ， 因 为 A 是 交换 的 )， 但 不 是 连续 的 ，( 加 入 单 
位 元 ， 像 10. 1 节 建议 的 一 样 ， 二 者 就 没有 差别 了 . ) 证 明 ， 事实 上 A 中 存在 序列 
(.) 使 得 上 上 >0 但 上 foo (n>o0). 
7. 设 CC 二 CC[0，1]) 是 在 [0，1] 上 一 阶 导数 连续 的 所 有 复 函 数 的 空间 ， 取 


(Sgf)(n) = 
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a>>0，p>0 并 且 定 义 
| Fl = fs+al fF ,+6olf |-. 

证 明 这 使 C? 成 为 Banach 空间 ，a, 5 可 任意 选择 ， 但 Banach 代数 公理 成 立 当 且 
仅 当 25<a: (对 于 必要 性 ， 考 虑 x 入?). 

8. 如 果 一 个 代数 已 具有 单位 元 ，( 依 照 10. 1 节 叙 述 的 过 程 ) 加 入 一 个 单位 元 
会 有 什么 情况 发 生 ? 显然 结果 不 可 能 是 具有 两 个 单位 元 的 代数 A， 阐 明之. 

9. 设 0 是 C 中 的 开 集 ，f: 0 一 A 和 op: 0 一 C 全 纯 . 证 明 gf: 0 一 A 全 纯 ， 
(这 曾 用 于 定理 10. 13 的 证 明 ， 其 中 pg(2) 二 4"). 

10, ox) 关 0 还 可 以 基于 Liouville 定理 3. 32 和 4 一 oo 时 (Qe 一 zx) ! 一 0 的 事实 
加 以 证 明 . 详细 证 之 . 

11. 称 zx€E A 是 0 的 拓扑 除 子 . 车 存在 序列 {y}CA，1 y, 1 二 1， 使 得 

limzy, 一 0 一 lim yz. 

(a) 证 明 A 的 可 道 元素 全 体 构 成 的 集合 的 每 个 边界 点 x 是 0 的 拓扑 除 子 ， 提 
示 : 若 zso>x， 取 yy 一 zx!1/ ex" 中. 

(b) 在 何 种 Banach 代数 中 ，0 是 惟一 的 0 的 拓扑 除 子 . 

12. 找 出 由 

T(x zs yzayZie) = (— rayT1s — Ta sra s*) 

确定 的 TE B(7) 的 谱 . 

13. 假设 天 = 人 AEC: 1] 委 || 二 2}, 令 f(Q) 一 A 设 A 是 包含 1 和 /的 C 


CK) 的 最 小 闭 子 代数 ，B 是 包含 / 和 地 的 最 小 闭 子 代数 确定 谱 oC 有) 与 os( 亡 . 


14. (a)Fubini 定理 曾 用 于 定理 10. 29 证 明 中 的 向 量 值 积分 ， 核 查 其 合理 性 . 

(Cb) 构造 一 个 定理 10. 29 的 证 明 ， 像 下 面 一 样 不 用 围 道 积分 ， 先 对 于 多 项 式 
g 证 明定 理 ， 然 后 对 于 在 Qi 中 无 极点 的 有 理 函 数 g， 再 由 Runge 定理 得 到 一 般 
情况 . 

15. 设 X 是 Banach 空间 ，TE 色 (X) 是 紧 的 并 且 Yn 之 1， TB 之 1， 证明 
T 的 点 谱 不 是 空 的 . 

16. 设 X=CL0，1]， 由 


(CTz)(Gs) = | za (Os 


定义 TE8(z)， 证 明 o,《T)= 二 名， 从 而 YF，flos(T))== 名 ,但 车 f 二 0， 则 
了 (T)==0， 所 以 
os (f(T)) = 0,(0) = {0} 7. 
这 说 明定 理 10. 33 的 (c) 和 (d) 中 的 额外 的 假设 是 必须 的 . 
17. 假设 zxEA 的 谱 不 是 连通 的 ， 证 明 A 包含 一 个 非 平凡 的 宕 等 元 z (习题 2 
中 已 定义 ). 
再 证 明 A= APDAi, 这 里 
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Ao = {zxi:zrt = 0},Al = {x:zrx = Xx). 

18. 假设 0 在 C 中 是 开 的 , a 是 Q 的 孤立 边界 点 ，f: Q 一 XX 是 0 中 的 全 纯 
X- 值 函数 (这 里 X 是 某 个 复 Banach 空间 )，n 是 非 负 整数 并 且 

1A—~al” lf 
当 Xa 时 是 有 界 的 . 若 z>0， 则 三 称 为 在 c 有 ?= 阶 极 点 . 

(a) 假 设 xEA 并 且 Ge 一 zx) ! 在 olx) 的 每 个 点 有 极点 . (注意 这 只 可 能 发 生 
在 c(Cz) 是 有 限 集 时 . ) 证 明 存 在 非 平 凡 多 项 式 P 使 得 P(r) 二 0. 

(b) 作 为 (a) 的 特殊 情况 ,假定 oC(x)==10) 并 且 (Xe 一 x) ' 在 0 有 7n 阶 极点 ， 证 
明 zx” 一 0. 

19. 像 习 题 2 一 样 ， 设 Ss 是 作用 在 性 上 的 右 移 算 子 . 设 {c,} 是 复数 序列 ， 
使 得 c, 关 0 但 当 mr>co 时 c 一 0. 定义 MESGCD): 

(Mf)(n) = cfn) (2 之 0)， 
并 且 定 义 TE 级 (2) 为 T= MS. 

Ca) 计算 上 TY， m= 二 1，2，3，… 

(b) 证 明 oC(7T) 二 40}. 

(oO 证明 工 没有 特征 值 ，( 从 而 它 的 点 谱 是 空 集 ， 尽 管 它 的 谱 由 一 个 单 点 
组 成 !) 

(dd) 证明 QI 一 T) ! 在 0 没有 极点 . 

(e) 证 明 工 是 紧 算 子 . 

20. 假设 zEA，zEA，limzn 一 工 又 设 0 是 C 中 的 开 集 ， 它 包含 olx) 的 
支 集 ， 证 明 对 于 充分 大 的 n，o(z,) 与 Q 相交 . (这 强化 了 定理 10. 20. ) 提 示 : 若 
ox)CQUQ,。， 这 里 0 是 与 Q 不 相交 的 开 集 ， 考 虑 在 0Q 中 是 1, 在 Q 中 是 0 的 
函数 . 

21. 设 Ca 是 [0，1] 上 全 体 实 连续 函数 的 代数 ， 具 有 上 确 界 范 数 . 除了 标量 
是 实 的 ， 它 满足 Banach 代数 的 所 有 要 求 . 


Ca) 若 g =| fa, 则 $C1) 二 1; 车 /在 Ck 中 是 可 道 的 ， 则 #8/) 关 0， 


但 #$ 不 是 可 乘 的 . 

(b) 若 像 定理 10. 34 中 那样 在 Cr 中 定义 G 和 G1， 证明 G/G; 是 二 阶 群 . 

于 是 定理 10.9 和 10. 34(d) 的 类 比 对 于 实 标 量 域 不 成 立 ， 定 理 10. 34(d) 的 证 
明 在 何 处 失效 . 

22. 设 A 二 CC(T) 是 单位 圆周 TT 上 的 所 有 连续 复 函 数 的 代数 ， 以 上 确 界 为 范 
数 . 证 明 CCT) 的 两 个 可 逆 元 在 Gi 的 同一 个 陪 集中 当 且 仅 当 它们 是 工 到 所 有 非 0 
复数 集 的 同 伦 映射 由 此 得 出 G/G! 同 构 于 整数 的 加 法 群 . (此 概念 如 同 定 理 
10. 34). 

23. 设 A 一 MCR) 是 实 轴 上 的 全 体 复 Borel 测度 的 卷 积 代数 ， 见 例 10. 3(e)， 
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补充 下 面 关于 G/G: 不 可 数 的 证 明 的 细节 : 若 xcER, 设 》 是 集中 在 a 的 单位 质 
量 ， 假 定 5.E€G:， 则 对 于 茶 个 jE M(R), 6 二 exp(j)， 从而， 对 于 一 < 之 t 
0o0,， 

— iat = p(t) + 2kri, 
这 里 是 整数 ， 因 为 y。 是 有 界 函 数 ，x=0， 于 是 bg 是 惟一 的 在 Gi 中 的 6.，G 中 
没有 G 的 陪 集 包含 多 于 一 个 的 多. 

24. (a) 证 明 若 存在 M<co 使 得 | zy| 委 Myzl，Yz，>E4， 则 A 是 交 
换 的 . 提示 : 若 w 在 A 中 可 闭 ，| oo 和 Myl|， 把 w 换 为 exp(Cz)，YZ 
EA4A，)EC.， 像 定 理 12. 16 一 样 继续 做 . 

(b) 证 明 A 是 交换 的 , 若 丰 z= 二 上 zl1*，YxEA， 提示; 证 明 儿 zl 一 
o(Cz)， 应 用 习题 1 得 出 站 oo = yl 像 (a) 一 样 继续 做 . 

25. 关于 不 变 子 空间 问题 . 像 定 理 10. 35 引言 中 所 说 的 那样 ， 解 释 为 什么 此 
问题 

(a) 在 C" 中 是 平凡 的 . 

(b) 在 R" 中 是 不 同 的 . 

(c) 若 X 是 不 可 分 的 ， 问题 是 无 意义 的 . 

当 X=C 时 ，Lomonosov 定理 应 该 怎样 叙述 . 

26. 像 习 题 2 一 样 ，Sx 是 1? 上 的 右 移 算 子 ， 证 明 0 是 惟一 的 可 以 与 Se 交换 
的 紧 算 子 TE 细 (有 )， 提 示 : 若 T 关 0， 则 

| TCSRz) 一 TCS%z) 1 一 0 (CN 一 M 一 co)， 
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本 章 主 要 叙述 交换 Banach 代数 的 Gelfand 理论 ， 尽 管 这 个 理论 的 一 些 结果 
还 将 用 于 非 交换 的 情况 ， 上 一 章 的 术语 仍 不 加 改变 的 使 用 ， 特别 地 ， 除 非 明 确 指 
出 ，Banach 代数 将 不 假定 是 交换 的 ， 但 是 ， 标 量 域 是 C， 假 定单 位 元 存在 ， 这 些 
不 再 特别 申明 . 


理想 与 同 态 


11.1 定义 复 交 换代 数 A 的 子 集 J 称 为 是 一 个 理想 ， 若 

(a)J 是 A 的 子 空间 (在 向 量 空 间 意义 上 )， 

(b) 对 于 任何 xzEA 和 yEJ，zyEJ. 

若 J 了 关 A，J 是 真理 想 ， 极 大 理想 是 一 个 真理 想 ， 它 不 包含 在 任何 更 大 的 真 
理想 中 . 

11.2 定理 

(a)A 的 真理 想 不 包含 A 的 任何 可 逆 元 . 

(b) 若 本 是 交换 Banach 代数 A 中 的 理想 ， 则 它 的 闭 包 也 是 理想 . 

证 明 很 简单 ， 把 它 留 作 习 题 
11.3 定理 

(a) 若 入 是 具有 单位 元 的 交换 复 代 数 ， 则 A 的 每 个 真理 想 包 含 在 A 的 一 个 极 
大 理想 中 ， 

(b) 若 A 是 交换 Banach 代数 ， 则 A 的 每 个 极 大 理想 是 闭 的 ， 

证 明 (a) 设 是 A 的 真理 想 ， 了 7 是 包含 J 症 的 A 的 所 有 真理 想 族 .以 集合 包 
含 关 系 作 为 了 的 半 序 . 设 2 是 了 的 极 大 全 序 子 族 ( 乏 的 存在 性 由 Hausdorff 极 大 性 
定理 保证 )， 并 且 M 是 的 所 有 元 素 的 并 . 由 于 全 序 理想 族 的 并 M 是 理想 . 显 
然 JCM 并且 M 天 4A， 因 为 没有 3 的 元 包含 A 的 单位 元 ,2 的 极 大 性 意味 着 M 是 
A 的 极 大 理想 . 

(b) 假 设 M 是 A 的 极 大 理想 . 因为 M 不 包含 A 的 可 递 元 并 且 所 有 可 道 元 的 
集合 是 开 的 ，M 也 不 包含 可 逆 元 . 于 是 好 是 A 的 真理 想 从 而 M 的 极 大 性 说 明 M 
=M. 也 
11.4 同 态 和 商 代数 若 A 和 8B 是 交换 Banach 代数 并 且 #$ 是 A 到 B 中 的 同 态 
( 见 10.4 节 )， 则 $$ 的 零 空间 或 核 显 然 是 A 中 的 理想 ， 倘 若 $5 是 连续 的 ， 它 是 
闭 的 . 

反 过 来 ,假设 本 是 A 中 闭 的 真理 想 ，x: A->A/J 是 与 定义 1. 40 一 样 的 商 映 
射 . 则 A/J 关 于 商 范 数 是 Banach 空间 (定理 1. 41). 我 们 将 证 明 A/J 实际 上 是 
Banach 代数 并 且 zt 是 同 态 . 
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车 盖 一 zEJ，y 一 yEJ， 人 恒等式 
Xx'y —xy = (x x)y tr(y —y) (1) 
说 明 zy 一 zyE Ji 所 以 x(x'y)= 二 x(xy)， 从 而 在 A/J 中 乘法 可 以 毫 不 含糊 
地 用 
r(z)r(y) 一 rzy) (zyEA) (2) 
来 定义 ， 容 易 验 证 A/J 是 复 代数 并 且 x 是 同 态 ， 因 为 由 商 范 数 的 定义 ，| xz) | 
委 ‖ zl，r 是 连续 的 . 
假设 zxEA(G 一 1，2) 并 且 6>0. 根据 商 范 数 的 定义 ， 对 于 某 个 y,€ J 了， 


1 zx 十 站 ar) + (= 1,2). (3) 
因为 (Zi 二 yi) (x2 十 yz)E zizz 十 J， 
我 们 有 
aCrizd | aty rt yd) z+tyl lzdt+y |, (4) 
于 是 (3) 意 味 着 乘法 不 等 式 成 立 : 
| xxzxCz | xr) | lxGCzs) 1. (5) 
最 后 ， 若 e 是 A 的 单位 元 ，(2) 说 明 xCe) 是 A/J 的 单位 元 并 且 由 于 x(e) 关 0， 
(5) 说 明 1 xce) 上 衬 1== 上 el， 因为 对 于 每 个 zEA, x 上 xz， lace 
三 1， 得 证 . [J 


下 面 定 理 的 (a) 是 整个 理论 的 关键 命题 之 一 ， 其 中 出 现 的 集合 A 以 后 将 赋予 
紧 Hausdorff 拓扑 (定理 11.9)， 到 那 时 交换 Banach 代数 的 研究 将 在 很 大 程度 上 
归结 为 更 熟悉 (并 且 更 特殊 ) 的 对 象 的 研究 ， 即 具有 点 态 加 法 和 乘法 的 A 上 连续 复 
函数 的 代数 的 研究 ， 然而， 甚至 不 用 引进 这 种 拓扑 ， 定 理 11.5 也 有 有 意义 的 具 
体 结论 ，11. 6 节 和 11.7 节 阐 明了 这 一 点 . 
11.5 定理 设 A 是 交换 Banach 代数 . 和 人 是 A 的 所 有 复 同 态 的 集合 . 

(a)A 的 每 个 极 大 理想 是 某 个 EA 的 核 . 

(b) 若 hEA, hh 的 核 是 A 的 极 大 理想 . 

(c)xEA 在 A 中 是 可 赦 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 hEA,， h(x) 关 0. 

(dzEA 在 A 中 是 可 送 的 当 且 仅 当 工 不 在 A 的 真理 想 中 . 

(e)AEo(lXx) 当 且 仅 当 对 于 茶 个 hE€EA，h(zx) 一 和. 

证 明 (a) 设 M 为 A 的 极 大 理想 ， 则 M 是 闭 的 (定理 11. 3)， 从 而 A/M 是 
Banach 代数 . 选取 zxEA，zEM 并 且 令 

J = {ar+y:a € A,y € M), (1) 

则 了 是 A 中 的 理想 ， 因 为 zxEJ， 它 比 M 大 . ( 取 a=e，y 二 0. ) 于 是 J 一 A 并且 
对 于 某 个 aEA，yEM，az 十 y 一 e. 若 r: A 一 A/M 是 商 映 射 ， 由 此 推出 rCa)r 
(zx) 二 x(e)， 从 而 Banach 代数 A/M 的 每 个 非 零 元 x(z) 在 A/M 中 是 可 逆 的 . 由 
Gelfand-Mazur 定理 ， 存 在 A/M 到 C 上 的 同 构 7. 令 h 二 jj。x， 则 hEA 并 且 M 
是 h 的 零 空间 . 
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(b) 车 hE€EA， 则 有 1(0) 是 A 中 的 理想 ， 它 是 极 大 的 ， 因 为 它 的 余 维 数 是 1. 
(c) 若 z+ 在 A 中 可 道 并 且 疡 EA， 则 
PCz)PCz =h(rr!) = h(e)=1, 
故 h(x) 关 0. 若 工 是 不 可 逆 的 ， 则 集合 {az: a€ A} 不 包含 e， 所 以 是 真理 想 ， 它 
在 一 个 极 大 理想 中 (定理 11. 3)， 从 而 由 (a)， 它 被 某 个 hE A 零 化 . 
《d) 可 逆 元 不 属于 任何 真理 想 ， 首 命题 已 在 (c) 中 证 明 . 
(e) 把 zz 换 为 Me 一 z， 利 用 (c). | 
我 们 的 第 一 个 应 用 涉及 到 R" 上 的 那些 函数 ， 它 们 是 绝对 收 化 的 三 角 级 数 的 
和 .这 里 的 记号 与 第 7 章 习 题 22 中 一 样 . 
11.6 Wiener 引 理 假设 f 是 R" 上 的 函数 并 且 


f(z) = >)anen > | an |<%, (1) 
1 mr 二 
Fr = be 同时 >，| b。 |< co. (2) 


证 明 设 A 是 形 如 (1) 的 函数 集合 , 以 | Fl = 》) | a | 赋 范 ， 容 易 验证 A 
关于 点 态 乘 法 是 交换 Banach 代数 . 它 的 单位 元 是 常 值 函数 1， 对 于 每 个 <， 赋值 
映射 /一 f(x) 是 A 的 复 同 态 ， 对 于 所 给 的 函数 f 的 假设 就 是 没有 零 化 它 的 赋值 
映射 。 如 果 我 们 能 够 证 明 A 没有 其 他 复 同 态 ， 定 理 11. 5(c) 将 蕴涵 f 在 A 中 是 可 
逆 的 .这 正 是 所 要 的 结论 . 


对 于 7 二 1，*…，n， 邻 g,(X) 二 exp(izx,)， 这 里 z 是 z 的 第 7 个 坐标 ， 则 g， 
和 1/g, 在 A 中 并 且 范 数 是 1. 若 hEA， 从 定理 10.7《c) 推 出 
| hlg,) [<1f 有 | a |= 区 1)|<1. 
所 以 存在 实数 y, 使 得 
) = exp(iy,) = g,(y) (rR, (3) 
其 中 y= 二 (yi，， . 车 p 是 三 角 多 项 式 (由 定义 ， 这 是 指 p 是 函数 g, 和 1/g, 的 
条 下 六 天 是 由 友 守 大 线 竹 红 合 ) 因为 疡 是 线性 的 ， 可 乘 的 ，(3) 玖 涵 
AP) = P(y) (4) 


由 于 天 在 A 上 是 连续 的 (定理 10.7) 并 且 所 有 三 角 多 项 式 的 集合 在 A 中 稠密 (由 范 
数 定义 这 是 明显 的 )，(4) 意 味 着 对 于 每 个 JEA，h( 有 二 f(y). 于 是 及 是 在 y》 点 
的 赋值 映射 .证 上 毕 . 加 

这 个 引 理 曾 用 于 Tauber 定理 9. 7 的 原始 证 明 ( 当 "一 1 时 )， 为 了 看 清 其 中 的 
联系 ， 让 我 们 重新 解释 这 个 引 理 . 把 Z* 看 做 以 明显 方式 说 入 R" 的 . 所 给 的 系数 
< 定义 了 R" 上 的 测度 uw， 它 集中 在 Z 上 ， 对 于 每 个 mE€ 2" 分配 有 质量 an， 考 
虑 寻找 集中 在 Z 上 的 复 质 量 o 的 问题 ， 它 使 得 卷 积 yy xo 是 Dirac 测度 6. Wiener 
引 理 断言 当 ( 并 且 平 凡 地 仅 当 )y 的 Fourier 变换 在 R" 上 没有 零点 时 ， 这 个 问题 可 
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解 . 这 正好 是 定理 9.7 的 Tauber 假设 . 

为 了 我 们 的 下 一 个 应 用 , 设 U" 是 C" 中 使 | z, 上 过 101 委 i 委 四 的 所 有 点 z= 
(zi ，…zn) 的 集合 ， 换 名 话说 ， 多 圆柱 U" 是 C 中 开 单 位 圆 盘 U 的 n 重 笛 卡 儿 乘 
积 ， 我们 定义 A(U”) 是 在 U" 中 全 纯 ( 见 定义 7. 20)， 在 闭 包 Ur* 上 连续 的 所 有 函 


数 了 的 集合 . 
11.7 定理 假设 广 ，…，fiEA(U") 并 且 对 于 每 个 zEU" 相应 地 至 少 有 一 个 i 
使 得 f,(z) 关 0， 则 在 在 函数 加，…， 加 EACU") 使 得 


户 (z) 册 (z) 十 十 户 (z) 丰 (2 一 1 (z ED). (1) 

证 明 A 二 A(U") 是 具有 点 态 乘 法 和 上 确 界 范 数 的 交换 Banach 代数 ， 设 是 
所 有 3》 f$,($, E A) 的 集合 ， 则 是 一 个 理想 .如 果 结 论 不 成 立 ， 则 J 天 4; 从 
而 了 在 A 的 某 个 极 大 理想 中 (定理 11.3) 并 且 由 定理 11.5(a), 某 个 hE€EAO0 化 J 
对 于 1 志 r 志 nn, 令 g,(z) 二 z,， 则 | g; = 二 1; 所 以 站 Cg) 一 to 同时 | zw | 科 

1 令 岂 二 (wr ， Ww)， 则 wET 并 且 h(g,) 王 g,(w)， 因 为 h 是 同 态 ， 由 此 
推出 对 于 每 个 多 项 式 P，h(P) 二 PC(w)， 多项式 在 A(U") 中 是 稠密 的 (习题 4). 
所 以 ， 通 过 与 定理 11. 6 证 明 中 所 用 的 本 质 上 相同 的 讨论 ， 对 于 每 个 f€EA, h( 内 


= f(w). 

因为 hh 零 化 J ， 对 于 1 志和 过 &k，f.(w) 二 0。 这 与 假设 耶 盾 . [J 
Gelfand 变换 
11.8 定义 设 和 A 是 交换 Banach 代数 A 的 所 有 复 同 态 的 集合 ， 公 式 


Xx(h) =h(rx) (PEA) (1) 
对 于 每 个 zxEA 确定 一 个 函数 工 ，A->C， 我 们 称 工 是 z 的 Gelfand 变换 . 

设 有 是 所 有 2(CzEA) 的 集合 ，A 的 Gelfand 拓扑 是 由 人 导出 的 弱 拓 扑 ， 也 
就 是 使 每 个 连续 的 最 弱 拓 扑 、 显然 地 ，ACC(A)， 后 者 是 A 上 全 体 复 连续 函 
数 的 代数 . 

因为 A 的 极 大 理想 与 A 的 元 素 之 间 存 在 一 一 对 应 (定理 11.5)， 赋 也 
Gelfamd 拓扑 的 A 是 通常 所 谓 的 A 的 极 大 理想 空间 . 

“Gelfand 变换 ”一 词 也 用 来 表示 A 到 A 上 的 映射 + 一 x. 

A 的 根基 是 A 的 所 有 极 大 理想 的 交 ， 记 为 rad A. 若 rad A 一 {0)，A 称 为 是 
半 单 纯 的 . 

11.9 定理 设 A 是 交换 Banach 代数 A 的 极 大 理想 空间 . 

(a)A 是 紧 Hausdorff 空间 . 

(b)Gelfand 变换 是 A 到 C(A) 的 子 代数 和 AA 上 的 同 态 ， 它 的 核 是 radA， 从 而 
Gelfand 变换 是 同 构 当 且 仅 当 A 是 半 单 纯 的 . 

(c) 对 于 每 个 XEA， 工 的 值 域 是 的 谱 o(z)， 所 以 

Iz = orz) lzl, 
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其 中 四 zz- 是 1zGh) | 在 和 A 上 的 最 大 值 ， 并且 XEradA 当 且 仅 当 plx) 一 0. 
证 明 ”我们 首先 证 明 (b) 和 (c), 假设 +，y€E A,， a€EC,， hEA. 则 
(gx) (h) = h(ar) = oh (x) = (ar)(h), 
(zy hh) = hr+y) = hr thy) = zh) + yh) = (r+ yh), 
并 且 


(Czy) Rh) = hry) = hhCy) = rh) yh) = (ry)(h). 
因此 zx~>Zz 是 同 态 ， 它 的 核 由 那些 z€ A 组 成 ， 它 们 对 于 每 个 hE€EA 满足 h(x) 二 
280] 0; 由 定理 11.5， 这 是 A 的 所 有 极 大 理想 的 交 ， 即 rad A. 
称 4 在 z 的 值 域 中 指 的 是 对 于 某 个 hE A， A 一 x(h) 一 h(x)， 由 定理 11.5 
(e)， 这 种 情况 出 现 当 且 仅 当 AE€olzx)， 这 证 明了 (b) 和 (c). 
为 了 证 明 (a), 设 A* 是 A( 看 作 Banach 空间 ) 的 共 思 空 间 ，K 是 A' 的 范 数 
闭 单 位 球 ， 由 Banach-Alaoglu 定理 ，K 是 w*- 紧 的 . 由 定理 10.7(c), ACK， 
A 的 Gelfand 拓扑 显然 是 A* 的 w* -拓扑 在 A 上 的 限制 . 因此 只 要 证 明 A 是 4 
的 w" - 闭 子 集 就 行 了 . 
设 Ao 在 人 A 的 w" - 闭 包 中 .我 们 必须 证 明 
Au(zy) = AozAoy (zy € A) (1) 
Aoe 一 1 (2) 
(注意 (2) 是 必要 的 ; 否则 A。 就 是 零 同 态 ， 它 不 在 A 中 . ) 
固定 zx，yEA，e>>0. 令 


W={AEA*;| Az 一 Aoz,|<s1 委 ;< 委 4)， (3) 
其 中 Ze, ze TXT, X33 YY, ZITY. 则 丈 是 A。 的 w* - 邻 域 ， 从 而 包含 一 个 天 
E A， 对 于 这 个 h， 
|1— Aoel|=|h(e)— Ale) I< es (4) 
这 给 出 (2)， 并 且 


Ao(Czy) 一 AozAoy =[AMo Cry) 一 (zy)] 十 [RCz)RCy) — AoxAoy)] 
=[AoCxy) 一 产 (zy)] 十 [LRCy) — AMoyJhlzx) 
二 [h(tr) 一 Aoz]Aoy， 
这 给 出 
| As(Czy) 一 AozAoy |< (1 十 zl 十 | Aoy 1)e (5) 

因为 (5) 蕴 涵 (1)， 证 毕 . 国 

半 单 纯 代 数 具有 一 个 重要 性 质 ， 早 些 时 候 对 于 C 曾经 证 明 过 它 . 
11.10 定理 若 J: B 一 A 是 交接 Banach 代数 B 到 半 单 纯 交 换 Banach 代数 A 
中 的 同 态 ， 则 J 是 连续 的 . 

证 明 ”假设 在 B 中 zx,>zx, 在 A 中 yzx,) 习 y 由 闭 图 像 定理 只 须 证 明 y= 


[Z81| yz). 
取 某 个 同 态 h:，B 一 C， 则 pg 一 h。y 是 A 到 C 中 的 同 态 .定理 10.7 说 明 有 和 
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9 是 连续 的 ， 所 以 对 于 每 个 h€ As， 
hy) = limh (yx)) = lim$ x) = $x) = hglrx)). 

从 而 y 一 y(x)Erad B.， 因为 rad B= 二 (0)}，y 二 Jy(z). 醒 

推论 ”两 个 半 单 纯 交 换 Banach 代数 之 闻 的 每 个 同 构 是 同 胚 . 

特别 地 ， 这 对 于 半 单 纯 交换 Banach 代数 的 每 个 自 同 构 是 真 的 ， 因 此 这 种 代 
数 的 拓扑 完全 由 它 的 代数 结构 确定 . 

在 定理 11. 9 中 ， 代 数 A 关于 上 确 界 范 数 在 C(A) 中 可 能 是 闭 的 也 可 能 不 闭 . 
这 些 情况 中 哪 一 种 出 现 取 决 于 对 于 所 有 x€EA， 上 | 式 与 上 x1? 的 比较 . 记 住 
| 三 中 乏 上 zl? 总 是 成 立 的 . 
11.11 引 理 车 A 是 交换 Banach 代数 并 且 
| 


r= inf | z | ， 一 inf lz = (zzEA4Ar 天 0) (1) 
xl? | zl 
则 ?2 委 r 委 5， 
证 明 因为 1z1l- 关 "| zl ， 对 于 每 个 <EA， 
lz |z|-, = rl :lz 7. (2) 
于 是 sr. 
因为 对 于 每 个 xEA，j 中 zx? 之 r x 上?*， 对 于 用 归纳 法 表明 
| xz" 宇 r zi” Cn= 2n= 1,2,3,.), (3) 
在 (3) 中 取 m 次 方 根 并 且 令 m 一 coe， 由 谱 半 径 公 式 和 定理 11. 9(c)， 
zl =o(x) 宇 rizl| (rE€A). (4) 
所 以 r 委 :5. 二 
11.12 定理 假设 A 是 交换 Banach 代数 . 
(a)Gelfand 变换 是 一 个 等 距 ( 即 对 于 每 个 ZEA)， 上 x 上 二 上 zx 上。) 当 且 仅 当 
对 于 每 个 zEA, 上 x= 上 zx. 


(b)A 是 半 单 纯 的 而 且 及 在 CCA) 中 是 闭 的 当 且 仅 当 存在 人 <<co 使 得 对 于 每 
个 xEA, | zl:<K| zx |. 

证 明 (a) 用 引 理 11.11 的 术语 ，Gelfand 变换 是 一 个 等 距 当 且 仅 当 ;==1， 
(由 引 理 ?此 事 出 现 当 且 仅 当 ~ 一 1. 

(b) 天 的 存在 性 等 价 于 > 之 0， 从 而 由 引 理 等 价 于 ;0. 车 *>>0， 则 x 一 tz 是 
一 一 的 并 且 有 一 个 连续 逆 ， 于 是 A 在 CC(A) 中 是 完备 的 (于 而 闭 ).， 反 过 来 , 车 工 
一 X 是 一 一 的 并 且 A 在 CCA) 中 闭 ， 开 映射 定理 蕴涵 ; 汪 0. | 
11.13 例 在 某 些 情况 ， 所 给 的 交换 Banach 代数 的 极 大 理想 空间 能 够 容易 地 明 
确 表述 出 来 ; 在 另 一 些 情 况 ， 出 现 极端 地 反常 现象 . 我 们 现在 给 出 若干 例子 说 明 
这 一 点 . 

(a) 设 X 是 紧 Hausdorff 空间 , 令 A=C(CX)， 带 有 上 确 界 范 数 ， 对 于 每 个 
EX，f 一 f(x) 是 复 同 态 凡 ， 因为 CCX) 在 X 上 可 分 点 (Urysohn 引 理 ) ，z 夫 > 草 
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涵 有 ;了 关 h,，、 于 是 zx>h, 把 X 对 人 和 A. 

我 们 断言 每 个 hE€E A 是 一 个 h:..。 若 不 成 立 ，CCX) 中 存在 一 个 极 大 理想 M， 
对 于 每 个 PEX， 它 包含 一 个 f(p) 关 0 的 函数 上 和 的 紧 性 意味 着 M 包含 有 限 多 
个 函数 方 ，…， 广 使 得 其 中 至 少 有 一 个 在 X 的 每 个 点 上 不 为 0, 令 

g = fifit+t ff 
因为 M 是 一 个 理想 ， 故 有 gE M 并且 在 XX 的 每 个 点 8 之 0; 从 而 g 在 C(X) 中 是 
可 逆 的 . 但 真理 想 不 包 含 可 逆 元 . 

于 是 z<- 一 所 是 X 和 A 间 的 一 一 对 应 并 且 习 惯 上 把 A 与 X 等 同 ， 这 个 等 同 
关系 对 于 所 涉及 的 两 种 拓扑 也 是 正确 的 : X 的 Gelfand 拓扑 y 是 由 CCX) 诱 导 的 
弱 拓 扑 从 而 比 原 拓扑 + 弱 , 但 7 是 Hausdorff 拓扑 ; 所 以 Y==t( 见 3.8 节 (a).) 

总 括 地 说 ，X“ 是 ”CCX) 的 极 大 理想 空间 并 且 Gelfand 变换 是 CC(X) 上 的 恒 等 
映射 . 

(b) 像 11.6 节 一 样 ， 设 A 是 所 有 绝对 收 伍 三 角 级 数 的 代数 ， 在 那里 我 们 发 
现 复 同 态 是 在 R" 的 点 上 的 赋值 .因为 A 的 元 素 关 于 每 个 变 元 以 2r 为 周期 ，A 是 
从 R”" 通过 映射 

(Kiy' Ts) 一 > (el ,ee ,Err) 
所 得 到 的 环 面 .这 是 一 个 尽管 A 天 CCA) 但 是 A 仍 在 CCA) 中 稠密 的 例子 . 

(c) 用 同样 的 方法 ， 定 理 11. 7 的 证 明 包 含 了 这 样 的 结果 ， 即 加 是 A(U") 的 
极 大 理想 空间 . (a) 的 末尾 所 用 的 讨论 说 明 履 的 自然 拓扑 与 由 人 ( 斑 ) 导 出 的 
Gelfand 拓扑 相同 ， 同 样 的 评述 也 能 用 于 (b). 

(d) 上 面 例子 具有 有 趣 的 推广 现在 设 A 是 交换 Banach 代数 ， 具 有 有 限 生 


成 元 集合 ， 比 如 zi1，…，Zx,。 这 意味 着 zEA(Isi 委 站 并 且 x1，…，Z, 的 所 有 
多 项 式 的 集合 在 A 中 稠密 .定义 

$Ch) = CTih) ,zh)) hEA (1) 
则 多 是 A 到 一 个 紧 集 KCC" 上 的 同 胚 ， 事 实 上 ， 因 为 ACCCA)，$ 是 连续 的 ， 
若 $Chi)= 二 pg(h,),， 则 对 于 所 有 ii hi(zxi)—= h(x,); 所 以 只 要 工 是 zl， ”9 的 


多 项 式 ， 就 有 h(x) 二 hs(z)， 又 因为 这 些 多 项 式 在 A 中 稠密 ， 所 以 如 王 ha， 于 
是 $ 是 一 一 的 . 

现在 我 们 可 以 把 A 从 A 转移 到 开 上 并 且 可 以 把 天 看 成 A 的 极 大 理想 空间 . 
为 了 使 之 更 明确 ， 定 义 


pz) =i! (rE€A). (2) 
则 是 A 到 CCK) 的 子 代数 CA) 上 的 同 态 ( 同 构 ， 若 A 是 半 单 纯 的 ). 容易 验证 
wz)(z) 一 二 车 zz 一 (zzo) € K. (3) 

从 而 对 于 每 个 变量 多 项 式 P， 
AP(Cz yzo))(z) = Plz) (z€ K) (4) 


由 此 推出 WA) 的 每 个 元 是 多 项 式 在 天上 的 一 致 极限 . 
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以 这 种 方式 出 现 的 集合 KCC’ 与 极 大 理想 空间 一 样 具 有 所 谓 的 多 项 式 凸 性 : 

著 mEC" 并 且 忆 华氏 ， 则 存在 多 项 式 已 使 得 对 于 每 个 zx 和 区， | P(z) | 二 1 
但 | P(w) | 1. 

为 证 此 ， 假 定 没有 这 样 的 多 项 式 ，Gelfand 变换 的 范 数 减 小 性 质 意味 着 对 于 
每 个 多 项 式 P， 

| PCw) | | Plz, x); (5) 

其 中 的 范 数 是 A 的 范 数 ， 因 为 {x:，…，zx,} 是 A 的 生成 元 集合 ， 从 (5) 推 出 存在 
hEA 使 得 $8(h)= 二 w， 但 wEK，, 矛盾. 

C 的 紧 多 项 式 凸 子 集 就 是 那些 余 集 为 连通 的 集合 ， 这 是 Runge 定理 简单 的 推 
论 . 在 C" 中 ， 多 项 式 凸 集 的 结构 尚未 彻底 弄 明 白 . 

(e) 下 一 个 例子 说 明 至 少 在 L!- 理 论 中 ，Gelfand 变换 是 Fourier 变换 的 推广 . 

设 A 是 带 有 10. 3 节 (d) 中 叙述 的 附加 单位 的 LICR")，A4 的 元 具有 形式 了 十 
a6， 其 中 fELI'(R*), aEC 并 且 6 是 R" 上 的 Dirac 测度 ; A 中 的 乘法 是 卷 积 

(f+ad)x (g++) = (fxgtB ag) of. 

对 于 每 个 1:€ R"， 公 式 


hf+a) = f(t) +a (68) 
定义 了 A 的 一 个 复 同 态 ， 这 里 了 是 f 的 Fourier 变换 .此 外 ， 
ho(f+ad)=a (7) 


也 定义 一 个 复 同 态 ， 不 存在 其 他 的 同 态 (马上 将 扼要 叙述 其 证 明 , ) 于 是 作为 一 个 
集合 ，A=ReUfco). 给 A 以 R" 的 单 点 紧 化 拓扑 、 因为 对 于 每 个 AEI (CR )， 
当 |1| 一 co 时 了 了 (4) 一 0， 从 (6) 和 (7) 推 出 ACCCA)， 因 为 A 在 A 上 可 分 点 ,A 
上 由 人 导出 的 弱 拓 扑 与 我 们 刚才 所 取 的 一 样 . 

剩 下 证 明 每 个 AEA 具有 形式 (6) 或 (7)， 若 对 于 每 个 AE LICR")，AC 门 一 0， 
则 如 =h,， 假 定 对 于 某 个 fEL'(R")，h( 了 有 ) 关 0， 则 对 于 某 个 8 € Lo (R"),h( 放 ) 


= | fdm,. 因为 hCfxg) 二 h(])hCg)， 可 以 证 明 8 几乎 处 处 与 一 个 满足 


blz+y) = br)b(y) (zy € R") (8) 
的 连续 函数 相同 ， 最 后 ，(8) 的 每 个 有 界 解 具 有 形式 
DCz) 一 er (zxE€ R"), (9) 


其 中 1€ R". 于 是 (有 二 (2) 并且 hh 具有 (6) 的 形式 ， 

对 于 n=1， 有 关上 面 提纲 的 细节 可 以 在 [23]9. 22 节 中 找到 .nn 之 1 的 情况 与 
此 十 分 类 似 . 

(人 最 后 一 个 例子 是 L”《m)， 这 里 m 是 单位 区 间 [0，1] 上 的 Lebesgue 测度 ， 
L”~(m) 是 [0， 1] 上 复 有 界 可 测 函 数 的 等 价 类 (以 零 测 度 集 为 模 ) 的 通常 Banach 空 
间 ， 赋 予 本 性 上 确 界 范 数 . 在 点 态 乘法 之 下 它 显然 是 交换 Banach 代数 . 

著 fEL”(m) 并 且 Gr 是 使 m(f°'(G))= 二 0 的 所 有 开 集 GCC 之 并 ， 则 容易 
看 出 G, 的 余 集 ( 称 为 了 的 本 性 值 域 ) 与 了 的 谱 oC/) 相 同 ， 所 以 与 它 的 Gelfand 变 
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换 了 的 值 域 相同 ， 由 此 推出 车 f 是 实 的 则 了 是 实 的 . 所 以 L”(m) -在 复 共 恩 之 下 

是 封闭 的 .由 Stone-Weierstrass 定理 ，L”(m) “在 C(A) 中 稠密 ， 这 里 入 是 

L“(m) 的 极 大 理想 空间 ， 又 推出 /一 了 是 一 个 等 距 ， 故 L” Cm) 在 CCA) 中 闭 . 
我 们 得 出 /> 了 是 L~(m) 到 C(A) 上 的 等 距 . 


接 下 去 ,了 > |fdm 是 CCA) 上 的 有 界线 性 泛 本 由 Riesz 表现 定理 ，A 上 存 
在 正则 Borel 概率 测度 yx， 满足 
| Fa = | fam (f € L™ (m)) (10) 


这 一 测度 以 下 面 方式 与 拓扑 A 有 关 : 

(1 ) 若 V 是 非 空 开 集 , jy(V)>0. 

(证 ) 对 于 A 上 的 每 个 有 界 Borel 函数 g， 对 应 有 ECCA) 使 得 

a 一 9 a.e. [pj. 
( 放 ) 若 V 是 开 的 ,VV 也 是 . 
(CiV) 若 互 是 A 中 的 Borel 集 ， 则 
uC(E) = yl(E) 一 ulE). 《11) 

若 V 像 (1 ) 中 一 样 ，Urysohn 引 理 意味 着 存在 JECCA)，f 之 0， 使 得 在 V 
之 外 ， 了 ==0 并 且 在 某 个 pEV， 了 (Cp) 二 1， 所 以 f 不 是 L”(m) 中 的 0 元 ， 积分 
(10) 是 正 的 . 这 给 出 ( 1). 

在 (Ci ) 中 ， 假 设 | p | 二 1， 因 为 CCA) 在 L(y) 中 稠密 (回忆 是 正则 Borel 


概率 测度 ) ， 存 在 函数 刻 E CCA) 使 得 | | 入 一 wj: 0 并 且 还 可 以 调节 使 得 | 了 ,| 


志 1， 故 上 着。 过 1. (10) 意 昧 着 {f,} 是 L:(m) 中 的 Cauchy 序列 ， 从 而 存在 FE 
L”(m) 使 得 n 一 oo 时 
| 77 hd = | | ff ldm—0. (12) 

于 是 p= 了 a. e. [pl. 

下 面 设 V 是 开 的 ，W 是 VV 的 余 ， 由 (ii) 存 在 了 EC(A) 使 得 在 V 之 外 f=1， 
a. e. [ux]. 使 了 既 不 为 1 又 不 为 0 的 集合 是 开 的 并 且 其 jp 测度 为 0， 由 (i ) 它 是 
空 集 ， 同 样 的 理由 说 明 V 站 {7 关 1} 一 V 几 {jf 关 0}= 王 BD， 故 在 V 上 了 =1, 在 W 上 ， 
f=0. 

这 证 明了 ( 几 ) 以 及 y(V) = 二 uy(V)， 通过 取 低 我们 看 到 对 于 任何 紧 集 KCA, 4 
(K’)=1(K). 

车 EE 是 A 中 的 Borel 集 ，e>>0， 则 存在 紧 集 K 和 开 集 V 使 得 KCECYV 并 且 
pC(V) 过 nC(K) 十 e。 于 是 

nu(E) SuW =uV) LuR) te = pK) +e Su(E)+e, 

这 证 明了 (iv). 

前 ?的 一 个 容易 的 推论 是 不 相交 的 开 集 有 不 相交 的 闭 包 . 
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如 果 我 们 定义 两 个 有 界 Borel 函数 yg 和 y 是 等 价 的 ， 即 wp 天 从 =0， 则 (Ci ) 
断言 每 个 等 价 类 包含 一 个 连续 函数 ， 由 (i ) 还 是 惟一 一 个 .于 是 (通过 明显 的 解 
释 )，L” (yw) = 二 CCA). 

其 中 性 质 (jv) 断 言 ，A 中 的 两 个 不 相交 Borel 集 至 多 有 一 个 可 能 在 A 中 稠 
密 ， 尽 管 A 没 有 孤立 点 (习题 18). 

末了 我 们 给 出 一 个 对 于 测度 论 的 应 用 . 若 E 和 下 是 可 测 集 ， 让 我 们 说 下 几 
乎 包含 已 ， 若 三 除去 一 个 零 测度 集 以 外 包含 刁 ， 即 mmCE/F) 一 0. 

可 测 集 的 不 可 数 并 集 并 不 总 是 可 测 的 ， 然而 下 面 是 真 的 ; 

著 { 已 ,} 是 [0，1] 中 可 测 集 的 任意 族 ， 则 存在 可 测 集 EC[L0，1] 具 有 下 面 两 个 
性 质 : 

《1〗)E 几乎 包含 每 个 上 上,. 

(ii ) 若 下 可 测 并 且 几 乎 包含 每 个 玉 ,.， 则 下 几乎 包含 EE. 

于 是 互 是 { 五 ,} 的 最 小 上 界 . E 的 存在 性 意味 着 可 测 集 的 Borel 代数 (以 0 测 
度 集 为 模 ) 是 完备 的 . 

现在 用 我 们 实行 的 方法 ， 证 明 是 很 简单 的 . 

设 f, 是 E。 的 特征 函数 ， 则 它 的 Gelfand 变换 f。 是 开 ( 和 闭 ) 集 Q.CA 的 特 
征 函 数 . 设 Q 是 所 有 这 些 Q. 的 并 , 则 0 是 开 的 . 其 闭 包 0 也 是 开 的 并 且 存 在 f 
EL” (m) 使 得 了 是 台 的 特征 函数 .所 求 的 集合 巨 是 使 得 f(z) 一 1 的 所 有 xEL0， 
1 的 集合 . 


对 合 


11.14 定义 复 代数 A( 不 必 交 换 ) 到 A 中 的 映射 zx 一 zx 称 为 A 上 的 对 合 ， 若 它 


(zz 十 y) ”一 工 十 y (1) 
(Xz)" = Ax (2) 
(zy)” = yx". (3) 
Z ”一 工 . (4) 


换 句 话说 ， 一 个 对 合 是 周期 为 2 的 共 轿 线性 自 同 构 . 

任何 xzEA， 车 x* = 二 x， 则 称 为 Hermite 的 或 自 伴 的 ， 

例如 ，f 一 了 是 CC(X) 上 的 对 合 ,， 今后 我 们 考虑 最 多 的 是 从 Hilbert 空间 上 的 
算 子 到 它 的 伴随 的 对 合 . 
11.15 定理 若 A 是 具有 对 合 的 Banach 代数 并 且 ZEA， 则 

(a)Xx 十 XZ* ，i(X 一 X* ) 以 及 xXx" 是 Hermite 的 . 

(bz 有 淮 一 表达 式 工 二 t 十 iv， 其 中 以 ，vEA 并且 和 wv 都 是 Hermite 的 . 

(c) 单 位 元 e 是 Hermite 的 . 

(d)x 在 A 中 是 可 逆 的 当 且 仅 当 z "是 可 北 的 ， 在 这 种 情况 (Zz” 7) 一 (z 1) 
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(e)AEalzx) 当 且 仅 当 AEolzr*). 

证 阴 论断 (a) 是 显然 的 ， 若 24 二 x 十 zx”，2v 二 i(x* 一 zx) 则 z= 二 ww 十 iv 是 像 
(b) 那 样 的 表达 式 . 假设 z= 十 iv 是 另 一 个 . 令 到 = 一 w 则 ww 和 iw 是 
Hermite 的 ， 故 有 

iw = (iWw)” = iw” = tw. 
所 以 w==0 并 且 推 出 惟一 性 . 
因为 e 一 ee" ，(a) 蕴 涵 (c); (d) 从 (c) 和 (Czy)" = 二 y* x’ 推出， 最 后 ,着 (d) 


应 用 于 以 Me 一 代替 的 情况 ， 得 出 Ce). | 
11. 16 定理 若 Banach 代数 A 是 交换 的 和 半 单 纯 的 ， 则 A 上 的 每 个 对 合 是 连 
续 的 . 


证 明 设 六 是 A 的 复 同 态 ， 定 义 $(zx) 一 h(x" )， 定 义 11.14(1) 至 (3) 说 明 $ 
是 复 同 态 ， 从 而 了 是 连续 的 .假设 在 A 中 x. 一 x 并 且 z; 一 y 则 
hr ) = $x) = limgCx,) = limh(x: ) = hly). 


因为 A 是 半 单 纯 的 ， 所 以 y=x*， 从 而 由 闭 图 像 定 理 xz" 是 连续 的 . 加 
11.17 定义 具有 对 合 zz' 的 Banach 代数 A， 若 对 于 每 个 zxEAA 
| zz = lzl’, (1) 
则 称 为 B" -代数 . 
注意 | zj := 上 zz' | 雪上 zxl zxz* il 蔓 洱 | zl 委 lz” 上， 
从 而 又 有 
lz*|<lz 一 站 zl 
因此 在 每 个 B* -代数 中 ， 
lz = zl. (2) 
由 此 还 推出 
上 zz 一 下 zl lz | (3) 


反 过 来 ，(2) 和 (3) 显 然 荀 涵 (1)， 
下 面 定理 是 第 12 章 中 给 出 的 谱 定 理 证 明 的 关键 . 
11.18 ”定理 (Gelfand-Naimark) 假设 A 是 具有 极 大 理想 空间 A 的 交换 B* - 代 
数 ， 则 Gelfand 变换 是 和 到 CCA) 上 的 等 距 同 构 ， 它 具有 附加 性 质 ; 
h(x*)=h(x) (rE A,hE€A) (1) 
或 者 等 价 地 
(zx*)*—=Zz (xz€ A). (2) 
特别 地 ，X 是 Hermite 的 当 且 仅 当 工 是 实 值 函数 . 
对 于 (2) 的 解释 是 Gelfand 变换 把 A 上 给 定 的 对 合 变 为 CC(A) 上 的 自然 对 合 
一 一 共 轿 .以 这 种 方式 保持 对 合 的 同 构 常 常 称 为 * - 同 构 . 
证 明 首先 假定 EA，u=wu* ，hE A， 我 们 需要 证 明 h(w) 是 实 的 .对 于 实 
数 1， 令 z 二 wu 十 ite。 著 hh(wu) 二 a 十 py，a，B 为 实数 ， 则 
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h(z) 一 a 二 i(B 十 ,zz” 二 忆 十 te， 
故 有 
a 二 (B+D: =Ih2) | | zl: = lzz' | < ul’?+a, 
或 者 
a+pF+2B Sul’ (oo<t<%). (3) 

由 (3)，p 一 0; 所 以 h(w) 是 实 的 . 

若 zEA， 则 z 一 zx 十 ip， 其 中 xz 一 刀 ，v 二 wv* .所 以 "二 uw 一 iv， 因为 w 和 vw 
是 实 的 ，(2) 得 证 . 

于 是 A 在 复 共 罗 之 下 是 封闭 的 ， 从 而 由 Stone-Weierstrass 定理 ,A 在 CC(A) 
中 稠密 . 289 

若 xzEA 并 且 y==xzz*， 则 y= 二 y* ， 从 而 上 By 二 上 y 上 ?， 对 于 7 用 归纳 法 ， 
推出 m=2"，y" | = yj ”*"， 所 以 由 谱 半径 公式 和 定理 11.9Cc), y= 
y| .因为 y 一 zz*，(2) 草 涵 y 二 1x | ， 所 以 


zl = yls = yl = |x| = lzl’, 
或 者 1 之 | = x， 因此 x>z 是 等 距 ， 从 而 A 在 C(A) 中 是 闭 的 . 因为 A 又 
在 CCA) 中 稠密 ， 我 们 断言 A 二 CC(A)， 证 毕 . 加 


下 面 定理 是 刚才 所 证 定理 的 特殊 情况 我们 在 叙述 中 包含 了 Gelfand 变换 的 
逆 ， 以 便 与 符号 演算 联系 起 来 . 
11.19 定理 若 A 是 包含 元 素 工 的 交换 B' -代数 ， 使 得 与 7" 的 多 项 式 在 AA 
中 稠密 ， 则 公式 


(Vf) =f°x (1) 
定义 了 Cle(x)) 到 A 到 的 等 距 同 构 玩 ， 对 于 每 个 EC(aoCz))， 它 满足 
Vf = (VA) (2) 


此 外 ， 著 在 oC(X) 上 ，fQ)= 二 A 则 娄 f 二 工 . 

证 明 设 A 是 A 是 极 大 理想 空间 ， 则 xz 是 A 上 的 连续 孙 数 ， 其 值 域 是 o 
(zx)， 假设 加 EA， hs EA 并 且 Z(h1) 一 (hz) 即 h(x)= 二 hs《(x)， 定理 11.18 蕴涵 
h(x ) 二 h(x" ).， 著 已 是 两 个 变 元 的 任 一 多 项 式 ， 由 此 推出 

hi(P(lzx,x*)) 一 j(PCr,z))， 
因为 加 和 hs 同 态 ， 由 假设 ， 形 如 P(z，z* ) 的 元 在 A 中 稠密 ， 因 而 有 和 hs 的 
连续 性 意味 着 对 于 每 个 yE A， 有 u(y) 二 及 (y)， 所 以 hh 二 hs， 我 们 已 证 明了 工 是 
一 一 的 。 因 为 A 是 紧 的 ， 由 此 推出 + 是 A 到 olzx) 上 的 同 胚 . 

因此 映射 />f。 是 Clo(z)) 到 CC(A) 上 的 等 距 同 构 ， 它 还 保持 复 共 思 . 

于 是 (由 定理 11. 18) 每 个 1。z 是 A 的 惟一 元 素 的 Gelfand 变换 .我 们 记 为 
Wf， 它 满足 上 亚 f 二 上 1 。. (2) 得 自 定理 11.18(2)， 若 /CX) 王 和 则 f/f。z= 
工 ， 所 以 (1) 给 出 更 = 二 . 

注 在 定理 11.19 所 叙述 的 情况 ， 把 A 的 Gelfand 变换 是 /x 的 元 记 为 
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了 f(z) 是 十 分 恰当 的 .这 个 记号 事实 上 常常 用 到 . 它 把 (对 于 这 种 特殊 代数 的 ) 符 
号 演算 扩大 到 z 的 谱 上 的 任何 连续 函数 ， 不 管 它们 是 不 是 全 纯 的 . 

平方 根 的 存在 性 常常 具有 特殊 的 意义 .在 具有 对 合 的 代数 中 可 能 会 问 ， 在 什 
么 条 件 下 Hermite 元 具有 Hermite 平方 根 . 
11.20 定理 假设 A 是 具有 对 合 的 交换 Banach 代数 ，zEA，xz=z 并 且 a(Czr) 
不 包含 A<0 的 实数 ， 则 存在 yEA， 使 得 > 一 并 且 光一 工 

注意 所 给 的 对 合并 没有 假定 是 连续 的 . 这 将 给 我 们 应 用 A 的 根基 的 机 会 . 
后 面 我 们 在 定理 11. 26 中 将 看 到 交换 性 可 以 从 假设 中 去 掉 ， 它 将 用 于 定理 11. 31 
的 证 明 . 

证 明 设 Q 是 所 有 非 正 实数 (关于 C) 的 余 集 ， 则 存在 JE H(Q) 使 得 产 人 ) 一 
1 并且 Fl1) 一 1， 因 为 cCz)CQ， 我 们 可 以 像 定义 10. 26 一 样 用 

y= f(z) (1) 

定义 y€E A.， 由 定理 10.27，y: 二 +， 我 们 将 证 明 y =y. 

因为 Q 是 单 连通 的 ，Runge 定理 提供 了 多 项 式 P,， 它 在 0 的 紧 子 集 上 一 致 
收敛 于 f. 以 


2Q, (4) = PC) + P00) (2) 

定义 Q,. 因为 f(A) 二 JQ)， 多 项 式 Q, 以 同样 方式 收 仿 于 也， 定义 
y= Q(z n= 1,2,3,.), (3) 
由 (2)， 多 项 式 Q. 具有 实 系数 .因为 z= 二 x ， 由 此 推出 % 三 和 ， 由 定理 10. 27， 
> = limy, (4) 


因为 Q, 一 f 故 有 Q(x) 一 了 f(z)。， 如 果 假 定 对 合 是 连续 的 ，Hermite 元 的 集合 就 是 
闭 的 而 y" = 二» 将 直接 从 (4) 推 出 . 
设 尺 是 A 的 根基 ，r: A 一 A/R 是 商 映 射 . 
若 nCx) 二 xCy) 并 且 z=x 一 y， 则 zER， 从 而 xz" ER， 因为 p(x* ) 一 o(Cz) 一 0 
(定理 11. 15) ， 所 以 x(x* ) = 一 r(y  )， 这 说 明 公 式 
[x(e)] 一 ra 》 (a € A) (5) 
定义 一 个 对 合 ， aeEA 是 Hermite 的 ，r(Ca) 也 是 . 因为 x 是 连续 的 ，x(y,) 一 
ry。 因 为 A/R 同 构 于 A (定理 11.19) ，A/R 是 半 单 纯 的 ， 从 而 A/R 中 的 每 个 对 
合 是 连续 的 (定理 11.16)， 由 此 推出 x(y) 是 Hermite 的 . 所 以 x(y) 二 x(y*), 
我 们 得 出 y* 一 y 在 A 的 根基 中 . 
由 定理 11.15，y 二 wu 十 iv， 其 中 x 二 uw" ，wv 二 wv" .我 们 刚 证 明了 vE R.。 因为 
Z 一 多 ， 所 以 有 
T=W 二 2iuv. 《6) 
设 h 是 A 的 任 一 复 同 态 ， 因 为 vER，h(v) 二 0， 所 以 hCzr) 一 [h(w)J*， 由 假设 o 
人 co(Cz)， 因 此 h(x) 关 0; 故 h(u) 关 0。， 由 定理 11.5, wu 在 A 中 可 逆 ， 因 为 z= 
xz“*，(6) 草 涵 wv 二 0。 因 为 v=wu 1! (uv) 我 们 断定 "一 0， 证 毕 . 国 
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注 若 c(z)C(CO，co)， 则 也 有 ca(Cy)CCGO，co). 这 从 (1)(0y 的 定义 ) 和 谐 映 
射 定理 推出 ， 


对 于 非 交 换代 数 的 应 用 


非 交 换代 数 总 是 包含 交换 代数 的 ， 它 的 出 现 有 时 把 交换 情况 的 某 些 定理 扩展 
到 了 非 交 换 情 况 ， 就 较 低 的 标准 来 说 ， 我 们 已 经 做 到 了 这 一 点 : 在 关于 谱 的 基本 
讨论 中 ,我们 的 注意 力 通常 固定 在 一 个 元 素 zxE A 上 ; 由 xz 生 成 的 A 的 ( 闭 ) 子 代 
数 A。 是 交换 的 ， 并 且 大 多 数 讨 论 都 在 A。 中 进行 .一 个 可 能 的 困难 是 xz 关于 A 
和 A。 会 有 不 同 的 谱 . 有 一 个 简单 的 构造 方法 (定理 11. 12) 避 免 了 这 一 点 . 当 A 
有 一 个 对 合 时 可 以 用 另 一 种 方式 (定理 11. 25). 
11.21 中 心 化 子 车 S 是 Banach 代数 A 的 子 集 ，5 的 中 心 化 子 是 集合 

IT(S) 一 {zZEA4: 对 于 每 个 ES 一 开 )， 

我 们 说 S 是 交换 的 ， 车 S 的 任何 两 个 元 彼此 可 交换 . 我 们 将 用 到 中 心 化 子 的 下 列 
简单 性 质 . 

(a)[T(S) 是 A 的 闭 子 代数 . 

(b)SCT(TCS)). 

(c) 若 S 是 交换 的 ， 则 TCT(S)) 是 交换 的 . 

事实 上 ,车 x 和 与 每 个 ES 可 交换 ， 则 Xx，zx 十 y 和 zy 也 如 此 ; 因为 乘 
法 在 A 中 连续 ，F(CS) 是 闭 的 .这 证 明了 (a). 因为 每 个 sES 与 每 个 xETC(S) 可 
交换 ，(b) 成 立 . 若 S 是 交换 的 ， 则 SCT(CS)， 所 以 TC(S) 汪 PCTCS))， 这 证 明了 
(c)， 因 为 只 要 T(E)CE, T(E) 显 然 是 交换 的 . 
11.22 定理 假设 A 是 Banach 代数 ，SCA，S 是 交换 的 并 且 B 一 (TCS)). 
则 B 是 交换 Banach 代数 ，SCB 并 且 对 于 每 个 xzE€B, op(7X) 二 gs (Xx). 

证 明 ”因为 e€ B，11. 21 节 说 明 B 是 包含 S 的 交换 Banach 代数 . 假设 =E 
B 并 且 zx 在 A 中 可 逆 ， 我 们 必须 证 明 x !E€B， 因 为 xz€ B， 对 于 每 个 y€T(S)， 
zy 一 yzi 从 而 y=zr1yz，yz 1! 一 x 1y、 这 就 是 说 z "ET(TS))==B. | 
11.23 定理 假设 A 是 Banach 代数 ，z，yEA 并 且 zy 一 yz。 则 

az 十 y) Ce(z) 十 c(Cy)， a(Czy) Co(x)ol(y). 

证 明 令 S={x, y); B=T(T(S)). 则 zx 十 yEB，xyE€ B, 定理 11.22 表 

明 我 们 需要 证 明 
gpg(X+y) Cos(r)t+os(y), os(Czy) Coa(r)on ly). 
因为 B 是 交换 的 ， 对 于 每 个 z€ B，os (xz) 是 Gelfand 变换 z 的 值 域 . (现在 
Gelfand 变换 是 B 的 极 大 理想 空间 上 的 函数 . ) 因为 
(zx 十 y)^ 二 十 y， (zy) 一 1 

我 们 得 到 所 要 的 结论 . | 
11.24 定义 设 A 是 具有 对 合 的 代数 ， 若 zxEA 并 且 xz* 一 zx"z， 则 工 称 为 正 
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常 的 ， 一 个 集合 SCA 称 为 正常 的 ， 若 S 是 交换 的 并 且 对 于 任何 xES，z" €S. 
11.25 定理 假设 A 具有 对 合 的 Banach 代数 ，B 是 和 A 的 正常 子 集 并 且 作 为 正 
常 子 集 它 是 极 大 的 . 则 

(a)B 是 A 的 闭 交 换 子 代数 ， 并 且 

(b) 对 于 每 个 zx€E B, oa(x) 二 on (x). 

注意 并 没有 假定 对 合 是 连续 的 ， 然 而 B 却 是 闭 的 . 

证 明 我 们 从 判定 B 的 成 员 的 简单 准则 开始 : 若 xEA，zxzx" =2 并且 对 于 
每 个 y€EB, xy 二 yx， 则 XE€EB. 

假若 z 满足 这 些 条 件 ， 对 于 所 有 yEB， 我 们 又 有 z 二 y* x， 因 为 B 是 正 
常 的 ， 因 此 zy 二 yx”. 由 此 推出 BU {zx，x"*) 是 正常 的 .因为 B 是 极 大 的 ， 所 
以 rEB. 

由 这 个 准则 显然 B 的 元 素 之 和 与 积 在 B 中 ， 于 是 B 是 交换 代数 ， 

假设 z,. EB，z, 一 +， 因 为 对 于 所 有 y€E B，zsy 二 yzxs 以 及 乘法 连续 ， 我 们 
有 zy 一 yz， 从 而 又 有 

zy 一 (人 7) ”一 zy) ”一 yz 

特别 地 ， 对 于 所 有 ?2，z* x 一 Xz” ， 这 导致 zz 一 zz "所 以 由 上 面 准则 z6E 8. 
这 证 明了 B 是 闭 的 . (a) 得 证 . 

注意 还 有 eE 8B， 为 证 (b)， 假 定 zEB，z IEA. 因为 xz 是 正常 的 , 故 x 
也 是 ， 又 因为 工 与 每 个 yE 了 可 交换 ， 故 x ' 也 是 . 所 以 z EB. 图 

关于 这 一 点 的 第 一 个 应 用 是 定理 11. 20 的 推广 : 
11.26 定理 “交换 ”一 词 可 以 从 定理 11. 20 的 假设 中 去 掉 ， 

证 明 由 Hausdorff 极 大 性 定理 ， 所 给 的 Hermite( 从 而 正常 ) 元 zE A 在 某 
个 极 大 正常 集 B 中 .由 定理 11. 25 我 们 可 以 把 定理 11, 20 用 于 以 B 替换 A 的 情 
况 . 尖 

定理 11, 25 的 下 一 个 应 用 将 把 定理 11. 18 的 某 些 结论 推广 到 任意 (不 必 交 换 ) 
的 B* -代数 . 
11.27 定义 在 具有 对 合 的 Banach 代数 中 ，“z 之 0” 指 的 是 z 一 z" 和 alx)CL0， 
00). 
11.28 定理 每 个 B' -代数 A 具有 下 面 性 质 : 

(a)Hermite 元 有 实 的 谱 . 

(b) 若 zEA 是 正常 的 ， 则 oCz) 一 ‖z| . 

(ce) 若 yEA， 则 plyy” ) 二 上 y 上 7. 

(dd) 若 u，vEA，u 宇 0 并 且 v 宇 0， 则 zx 十 v 之 0. 

(e) 若 yEA， 则 yy“ 之 0. 

(人 若 yEA; 则 ee 十 yy 在 入 中 是 可 逆 的 . 

证 明 每 个 正常 元 zxEA 在 一 个 极 大 正常 集 BCA 中 .由 定理 11. 18 和 定理 
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11., 25，B 是 交换 B* -代数 ， 它 等 距 同 构 于 它 的 Gelfand 变换 B= 二 C(A) 并 且 具 有 
性 质 
olz) = z(A) (z € B), (1) 

这 里 oC(z) 是 z 关 于 A 的 谱 ，A 是 B 的 极 大 理想 空间 ，z(A) 是 z 的 Gelfand 变换 
的 值 域 ，z 看 作 B 的 元 素 . 

若 zx=z* ， 定 理 11. 18 说 明 工 是 A 上 的 实 值 函 数 ， 所 以 (1) 草 洱 (a). 

对 于 任 一 正常 的 zx，(1) 荀 涵 p(x) 二 上 zx。. 因为 召 和 已 是 等 距 的 ， 又 有 
1zl<= 王 外 zl .这 证 明了 (b). 

若 yEA， 则 yy* 是 Hermite 的 .所 以 (c) 从 (b) 推 出 ， 因 为 

py )= Ty |= lyl’. 

现在 假设 和 w 与 (d) 中 一 样 . 令 a= 上 ul ,B= 上 vl， w=W 十 v，r 王 a 十 

B， 则 oC(u)CE0，aj， 故 有 


olae— u) C [0,aj]， (2) 
从 而 (b) 蕴 涵 ae 一 w 志 a， 同 样 理由 上 Be 一 v1 二 6B， 所 以 
lre—wl <r. (3) 
因为 w 二 w* ，(a) 意 味 着 oCre 一 w) 是 实 的 . 由 于 (3) 
olre— w) C{[—r,rj, (4) 


但 (4) 意 味 着 oCw)CL0，2r]. 于 是 w 之 0,，(d) 得 证 . 

我 们 转 到 (e) 的 证 明 . 令 zx=yy*. 则 xz 是 Hermite 的 并 且 若 像 证 明 的 第 一 段 
那样 选取 B， 则 是 A 上 的 实 值 函 数 . 由 (1)， 我 们 需要 证 明 在 A 上 工 之 0. 

因为 B==C(A)， 故 存在 z€E B 使 得 在 A 上， 


z 一 | 工 | 一 2 (5) 
因为 z 是 实 的 (定理 11.18),， 则 z=z*. 令 
zy 二 WwW 二 dW 十 旨 ， (6) 
其 中 x，v 是 A 的 Hermite 元 ， 故 
ww” = zyy’ zx" — rz = zz, (7) 
从 而 
ww = 2 二 2 ww = 2 二 20 2. (8) 


因为 w= 二 wu" ， 由 (a)，o(lw) 是 实 的 ， 从 而 由 谱 映 射 定理 刀 关 0 类似 地 忆 宇 0. 由 
(5)， 在 A 上 22 和 0， 因 为 zxEB， 由 此 从 (1) 推 出 一 zz 之 0 现在 (8) 和 (Cd) 蕴 
涵 ww ww 宇 0. 

但 oww” )Colw" w)U {0}( 第 10 章 习 题 2)， 所 以 ww 之 0. 由 (7)， 这 意 
味 着 在 A 上 Zz 之 0， 由 (5) 最 后 的 不 等 式 仅 当 z= 二 | 工 | 时 成 立 . 于 是 + 守 0，(e) 
得 证 . 

最 后 ，({) 是 (e) 的 推论 . 加 

现在 可 以 就 另 一 种 情况 证 明 谱 的 等 式 ， 其 中 交换 性 不 起 作用 . 
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11.29 定理 假设 A 是 B* -代数 ，B 是 A 的 闭 子 代数 ，eE B， 并且 对 于 每 个 xz 
EB, x”E€B， 则 对 于 每 个 zx€B, oA (zx) 二 gp (Xx). 

证 明 假设 zEB 并 且 z 在 4A 中 有 逆 元 ,我 们 需要 证 明 x 'E€ B.， 因为 x 在 
A 中 可 道 ， 故 zx” 也 可 逆 ， 从 而 xx' 也 如 此 ， 并 且 0E€o4 (zx”" )， 由 定理 11. 28 
(a4)，ga(XX* )C( 一 oO，o0)， 因为 oa(xzx* ) 在 C 中 具有 连通 余 集 ， 定 理 10. 18 
说 明 op(xzx” ) 二 go4《(xzx")， 所 以 (xx") 1!EB, 最 后 x "二 x* (rx*) "EB. | 
正 泛 沙 
11.30 定义 正 泛 函 下 是 具有 对 合 的 Banach 代数 A 上 的 线性 泛 画 ， 对 于 每 个 = 
EA， 它 满足 

下 (zz ) 之 0， 

注意 并 没有 假定 A 是 交换 的 并 且 没 有 要 求 的 连续 性 . 〈“ 正 ”的 意思 当然 与 所 考 
虑 的 特别 的 对 合 有 关 . ) 
11.31 定理 具有 对 合 的 Banach 代数 A 上 的 每 个 正 泛 函 下 具有 下 列 性 质 : 

(a) F(x" ) 一 下 (Cz). 

(b) | F(zxy’) | :F(zrzr’ )F(yy’ ). 

(c) | F(z) | ?SF(e) F(xrz’ )EF(e) p(xrr’ ). 

(d) 对 于 每 个 正常 的 XEA，| F(z) | 委 FCe)poCz). 

(e)F 是 A 上 的 有 界线 性 泛 函 . 此外， 若 A 是 交 所 的 ， 则 上 下 | 二 FCe); 车 
对 于 每 个 zE A， 对 合 满足 zx* 1 和 8 zl ， 则 Fl 和 Ap”*F(Ce). 

证 明 若 z，yEA. 令 


p= F(xr’),q = Fy) ,r= F(xy’ ) 5 一 下 (yz ). (1) 
因为 对 于 每 个 a€C，F[(x+ay)(x' 二 +ay'* )] 之 0， 

P+artast|lal’g> 0. C2) 

当 g 二 1] 和 a 一 i 时，(2) 说 明 ;十 r+ 和 i(s 一 让 是 实 的 ， 所 以 ;二 r。 当 y= 二 e 时 便 给 


出 (a). 
车 r= 二 0，(b) 是 显然 的 ， 若 r 关 0， 在 (2) 中 取 a=tr/ | -| ， 这 里 上 是 实 的 . 
则 (2) 变 为 
p+21ritita 0 (<i<%), (3) 
故 |r 1 ? 硅 pq， 这 证 明了 (b). 
因为 ee’ =e，(c) 的 前 半 部 分 是 (b) 的 特殊 情况 .对 于 第 二 部 分 ， 取 :> 
plxx*" )， 则 c(te 一 zz* ) 在 右 半 开平 面 中 .由 定理 11.26， 存 在 w€A, ww 一 u'， 
使 得 妮 二 te 一 xx*，. 所 以 
iF(e)— F(zxr’) = F(w)0, (4) 
由 此 推出 
F(xr*) Fleo(rr' ). (5) 
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(c) 得 证 . 
若 工 是 正常 的 ， 即 若 zz* 二 x* zx， 定理 11. 23 蕴涵 s(xx' )CoCz)aCz  )， 故 
pzz ) 委 poCz)oCz  ) 一 0CZ)， 《6 ) 
显然 ，(d) 从 (6) 和 (c) 得 出 ， 
若 A 是 交换 的 ， 则 对 于 每 个 zE€E A，(d) 成 立 , 故 上 FI 二 Fle). 若 |z7 | 
二 Bz ， 因 为 p(xzx* ) 志 zi xz" ，(e) 蕴 涵 | F(x) | 委 FGe)82 | z|， 
这 解决 了 (e) 的 特殊 情况 . 
在 转 到 一 般 情 况 之 前 ， 我 们 注意 到 F(e) 之 0 并 且 若 F(e) = 二 0， 则 对 于 每 个 x 
EA，F(zx) 二 0; 这 一 点 从 (c) 推 出。 从 而 在 证 明 的 剩 下 部 分 不 失 一 般 性 我 们 假定 
F(e)=1. (7) 
设 电 是 A 的 所 有 Hermite 元 的 集合 , 百 是 李 的 闭 包 .注意 日 和 i 是 实 向 
量 空间 并 且 由 定理 11.15，A 二 HH 二 iH. 由 (d), 在 世上 的 限制 是 范 数 为 1 的 
实 线性 泛 函 ， 从 而 它 可 以 延 拓 为 百 上 的 实 线性 泛 函 瑟 ， 范 数 仍 为 1. 我 们 断言 ， 
若 yE 巨 站 ;五 ， 则 
Bl(y) = 0. (8) 
因为 其 y=]limw = 二 lim(iv,)， 其 中 心 ， wwEH, 则 霹 一 YY， 态 >Y， 放 (Cc) 和 (d) 
意味 着 
| Fe | SFO) EFTo) SE |iwtl > 0. 9) 
因为 BC(y)= 二 limF(u,)，(8) 得 证 . 
由 定理 5. 20， 存 在 常数 *<<ce 使 得 每 个 zEA 有 表达 式 


工 一 fi 十 irsyziyzz € H, | zx | 十 1z 1 过 -lzl. (10) 
若 zx 一 wx 十 io， 其 中 x，vE 万， 则 zi 一 ww 和 xs 一 ov 在 NMiH 中 .所 以 (8) 推 出 
Flz) = F(u) + iF(v) 一 GOz) 十 证 (zz)， (11) 
故 有 
| FOr) [ZI Bz) 1+ Bz) [al+ lzl rlzl. (12) 
证 毕 . 噬 


习题 13 包含 有 关于 (e) 的 进一步 信息 . 

正 泛 函 的 例子 一 一 以 及 它们 与 正 测度 的 关系 一 一 由 下 面 定 理 提供 它 包含 
Bochner 关于 正定 函数 的 经 典 定理 作为 非常 特殊 的 情况 . 习题 14 指出 了 从 其 中 
一 个 导出 另 一 个 的 证 明 方 法 . 

11. 32 定理 假设 A 是 交换 Banach 代数 ， 具 有 极 大 理想 空间 A， 它 上 面 的 对 合 
在 下 述 意 义 下 是 对 称 的 ， 即 
h(x*)=hr) (zzEAIhEA). (1) 

设 民 是 A 上 满足 F(e) 世 1 的 所 有 正 泛 函 下 的 集合 ，M 是 人 上 满足 (A) 志 1 

的 所 有 正 的 正则 Borel 测度 jp 的 集合 ， 则 公式 


F(x) =| ids (zr€A) (2) 
A 
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建立 了 凸 集 氏 和 RM 之 间 的 一 一 对 应 ， 它 把 每 个 端点 变 为 端点 - 
因此 ，A 上 的 可 乘 线性 泛 函 恰好 是 开 的 端点 . 
证 明 若 jEM 并 且 下 由 (2) 定 义 ， 则 下 显然 是 线性 的 ， 并 且 由 于 (1) 意 味 着 


(zz 一 1 二 | 2， FCzz )— | 12 du 之 0. 因为 F(@)=p(A), FEK. 


车 EKK， 则 由 定理 11. 31(d),， FF 在 A 的 根基 上 为 0， 所 以 在 A 上 存在 泛 函 
玉 ， 对 于 所 有 xE€ A 满足 (rz) 二 F(zx)， 事 实 上 ， 由 定理 11. 31(d)， 
| FCz) |=| FGz) | FleOplz) = Fl) zl (rE€A) (3) 
由 此 推出 , 志 是 CCA) 的 子 空 间 A 上 范 数 为 下 (e) 的 线性 泛 函 .把 它 延 拓 为 CCA) 
土 的 具有 同样 范 数 的 线性 泛 丽 ， 现 在 Riesz 表现 定理 提供 了 正则 Borel 测度 u， 
| xz =FCe) 并 且 满 足 (2) ， 因 为 


(A) = | ea = FCe) = lull, C4) 


我 们 看 到 ww 兰 0， 于 是 wkE M. 

由 (1)，A 满足 Stone-Weierstrass 定理 的 假设 ， 从 而 在 C(A) 中 稠密 .这 意 
味 着 由 下 上 惟一 确定 . 

M 的 一 个 端点 是 0; 其 他 的 是 集中 在 hE A 的 单位 质量 . 因为 A 的 每 个 复 同 
态 具 有 Xz->x(h) 的 形式 (对 于 某 个 hE€EA)， 证 毕 . 器 

末尾 ， 我 们 证 明 K 的 端点 即使 不 满足 (1) 仍 是 可 乘 的 , 

11.33 定理 设 A 是 具有 对 合 的 交换 Banach 代数 ，K 是 A 上 满足 天 (Ce) 魏 ] 的 
所 有 正 泛 函 的 开 的 集合 . 若 下 E 开 ， 则 下 面 三 个 性 质 每 一 个 蓝 涵 其 他 两 个 . 

(a) 对 于 所 有 工 ，yEA，FGCzy) 一 下 (z) 开 (yy). 

(b) 对 于 每 个 zEA,， F(xzx')=F(x)F(z*). 

(c) 下 是 KK 的 端点 . 

证 了 明 ” (a) 蕴涵 (b) 是 平凡 的 .假设 (b) 成 立 ， 让 x 二 e，(b) 说 明 F(Ce) 一 下 
(e)*， 故 有 F(e)=0 或 者 Fle) 二 1。 当 F(e)==0 时 由 定理 11.31(c),，F==0， 从 而 
下 是 K 的 端点 ， 假 定 F(e) 二 1 并 且 2F 二 FF 十 F,，F, € K. 我 们 需要 证 明 Fl 一 
F， 显 然 、，Fi(e) 一 1 二 F(e). 若 xEAh 使 得 FCx) 二 9， 则 由 定理 11. 31(b)， 

| F(x) | Fi(rxr') SR2Frr’) = 2F(r)F(z*)= 0. (C1) 
于 是 F 在 下 的 零 空间 和 ee 上 与 F 相 等， 由 此 推出 下 二 Ff， 所 以 (b) 蕴 涵 (c). 
为 了 证 明 (c) 蕴 涵 (a),， 设 FF 是 K 的 端点 ， 要 么 F(e) 一 0， 在 这 种 情况 无 须 证 
明 ; 要 么 F(e) 一 1， 我 们 将 首先 证 明 (a) 的 特殊 情况 ， 即 
FCzz yy) = Fl(rxr’)F(y) (zr,y € A). (2) 
取 z 使 | xx” | 1， 由 定理 11.20， 存 在 zE A，z 二 xz" ,使 得 x 二 e 一 xx". 
定义 
Bl(y) = Fl(rr’y) (CE A). 《3) 
则 
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Blyy*) = FGzz yy ) = Fl(ry)(ry)’ | 之 0, (4) 
以 及 
(F—@)(yy’)= Fl(e—zxr’)yy’ = F(z yy’) = FLyz)(yz)" 之 0. (5) 
因为 


0 过 Se) = F(zrr’) < Fle) | zz | <= 二 1， (6) 
(4) 和 (5) 说 明和 FF 一 5 都 在 K 中 . 若 @(e) 一 0 则 BB 一 0. 若 @GCe)>0，(6) 说 明 
二 . _@ -一 。 Fo _ 
F= @(e) BE 二 (F—@)(e) Fle — ge (7) 
是 KK 的 元 素 的 凸 组 合 ， 因 为 下 是 端点 ， 我 们 得 出 
一 Ge) 上 (8) 
现在 (2) 从 (8) 和 (C3) 推出 . 
最 后 ， 从 (C2) 过 渡 到 (a) 由 下 面 任 一 恒等式 完成 ， 每 个 对 合 都 满足 这 些 式 子 : 
若 ”一 3， 4，5，…， 中 一 exp(2rz/7D) ， XEA 并 且 z, 一 ew ?xX， 则 
工 一 1 Sorzoe;. C9) 
n fe1 
(9) 的 证 明 是 一 个 直接 的 计算 ， 它 用 到 下 面 事实 ， 
op 一 Dl’ = 0. (10) 
p=1 p=1 
国 
习题 
1. 证 明 命题 11. 2. 


2， 对 于 在 闭 单位 园 盘 上 绝对 收敛 的 寡 级 数 叙 述 并 证 明 Wiener 引 理 11. 6 的 
相应 结论 . 

3. 若 X 是 紧 Hausdorff 空间 ， 证 明 头 的 闭 子 集 与 C(X) 的 闭 理想 之 间 存 在 自 
然 的 一 一 对 应 . 

4. 证 明 多 项 式 在 多 重 园 代 数 A(U") 中 是 稠密 的 ( 见 定理 11.7). 提示: 若 了 
cA(UD，0<r<l， 广 由 太 (z)= rz 定义， 则 户 是 可 "上 的 绝对 (从 而 一 致 ) 
收敛 多 重 寡 级 数 的 和 ， 

5. 设 A 是 交换 Banach 代数 ，xEA，f 在 包含 的 值 域 的 某 个 开 集 QEC 中 
全 纯 ， 证 明 对 于 A 的 每 个 复 同 态 户 ， 存 在 y€ A 使 得 > 一 人 。z， 即 (2) 一 
fhCzx))， 若 A 是 半 单 纯 的 ， 证明 y 由 z 和 了 惟一 确定 . 

6. 假设 A 和 B 是 交换 Banach 代数 ，B 是 半 单 纯 的 , y: 4 一 也 是 同 态 ， 其 
值 域 在 B 中 稠密 并 且 a ，As 一 Aa 由 

ah) (x) 一 AGOCz)) (zr € A,h€ Ag) 
定义 .证 明 a 是 As 到 An 的 紧 子 集 上 的 同 胚 ，(y(A) 在 B 中 稠密 意味 着 < 是 一 一 
的 并 且 As 的 拓扑 是 由 yx) (xzE A) 的 Gelfand 变换 导出 的 弱 拓 扑 . ) 
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设 A 为 圆 代数 ，B 二 CCK)， 其 中 K 是 单位 圆 盘 中 的 强 , y 是 A 到 B 中 的 限 
制 映 射 。 这 个 例子 说 明 a(As) 可 以 是 As 的 真子 集 ， 甚 至 在 yy 是 一 一 的 情况 . 

找 出 一 个 例子 ， 其 中 y(A)==B 但 a (As) 关 Aa. 

7. 在 例 11.13(b) 中 曾 断 言 A 夭 CCA)， 找 出 它 的 若干 证 明 ， 

8. 在 例 11. 13( 亡 中 应 用 了 Lebesgue 测度 的 哪些 性 质 ? 不 改变 这 个 结果 能 否 
将 Lebesgue 测度 换 为 任 一 正 测度 ? 

补充 例 11. 13( 放 中 最 后 一 段 的 细节 . 

9. 设 C 是 单位 区 间 [0，1] 上 所 有 连续 可 微 复 函数 的 代数 ， 具 有 点 态 乘 
法 ， 以 

| FT = As 二 HP 
赋 范 . 

(a) 证 明 C' 是 半 单 纯 交 换 Banach 代数 ， 找 出 它 的 极 大 理想 空间 . 

(b) 固 定 p，0 亿 p 志 1; 设 了 是 所 有 f(p) 一 了 (Pp) 一 0 的 fEC 的 集合 ， 说 明 
本 是 C’ 中 的 闭 理想 并 且 C /J 是 具有 1- 维 根基 的 2- 维 代数 . 〈 这 给 出 一 个 半 单 纯 
代数 具有 非 半 单 纯 商 代数 的 例子 . ?第 10 章 习 题 5 中 叙述 的 两 个 代数 ， 哪 个 与 C / 
j 同 构 ? 

10. 设 A 是 圆 代数 ， 把 每 个 AEA 通过 公式 

f° (z) = f(z) 
与 函数 f* € A 相 联 ， 则 f 一 了" 是 A 上 的 对 合 . 

(a) 这 个 对 合 是 否 把 A 变 成 B* -代数 ? 

《bya(f 了 ° ) 总 是 在 实 轴 上 吗 ? 

(c)A 的 哪 种 复 同 态 关 于 这 种 对 合 是 正 泛 函 ? 

(d) 若 /是 [1，1] 上 的 正 有 限 Borel 测度 ， 则 

f= | fdc 
是 A 上 的 正 泛 函 . 是 否 有 其 他 正 泛 函 ? 

11. 说 明 可 交换 短 等 元 有 大 于 或 等 于 1 的 距离 。 明 确 地 说 ， 若 对 于 Banach 
代数 中 的 某 个 x 和 »，z? 二 xz， 二 y，zxy 一 yx.， 则 或 者 + 一 y,， 或 者 zx 一 y‖ 之 
1. 说 明 若 zy 天 yz， 这 一 点 可 能 不 成 立 . 

12. 若 对 于 Banach 代数 中 的 某 个 xz 和»y，zy 二 yx. 证 明 poCzy) 委 oCz)poCy) 利 
pz 十 y)<o(Cz) 十 o(Cy). 

13. 设 上 是 大 的 正 数 ， 在 C* 上 以 

wl 三 | ww | 十 上 | vw | (w = (wi yz )) 
定义 范 数 .又 设 A 是 所 有 2X2 复 矩 阵 的 代数 ， 相 应 的 算 子 范 数 是 : 
| yl =max{l yw) :lwl =1} (y€ A). 
对 于 y€EA,， 设 y' 为 y 的 共 思 转 置 . 考虑 一 个 固定 的 xE€A， 即 
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证 明 下 列 命题 . 

Ca) |‖ zw) =t| wl ， 从 而 ze =z. 

(bez)={t, ~—t}=o(zx’ ). 

(calxzr’ )={1, tt}=o(zx’* 工 ). 

(d)c(z 十 zx) 一 (1 十 在 ， 一 1 一 鼠 }， 

Ce) 因此 交换 性 在 定理 11. 23 和 习题 12 中 是 需要 的 . 

(人 车 对 于 yE A，FCy) 是 y 的 四 个 元 素 之 和 ， 则 下 是 A 上 的 正 泛 函 . 

(g) 等 式 上 下 = 二 FC(e)[ 见 定理 11.13Ce)] 不 成 立 ， 因 为 Fl(e)= 二 2，F(x) 二 1 十 
刀 ， 从 而 ‖ 下 | 之 上 

Ch) 车 KK 是 A 上 满足 f(e) 志 1 的 所 有 正 泛 函 的 集合 ( 像 定 理 11. 33 那样 )， 
则 K 有 许多 端点 ， 尽 管 。 是 A 上 仅 有 的 可 乘 线性 泛 函 ， 因 此 交换 性 在 定理 11. 33 
(c) 一 (a) 的 蕴涵 关系 中 是 需要 的 ， 

14. 在 Re 上 定义 的 复 函 数 $ 称 为 是 正定 的 ， 若 对 于 在 R* 中 选取 的 每 一 组 
zi1，-…，X, 和 每 一 组 复数 ci ，…，c,， 


Dec$ lx, 一石) > 0. 
57 一 1 


(《a) 说 明 对 于 每 个 zxER"，| %z) | 志 $(0). 

(b) 说 明 R* 上 每 个 有 限 正 Borel 测度 的 Fourier 变换 是 正定 的 . 

(c) (Bochner 定理 ) 把 (b) 的 逆 的 下 面 提纲 完成 : 若 多 是 连续 的 和 正定 的 ， 则 
多 是 一 个 有 限 正 Borel 测度 的 Fourier 变换 

设 A 为 卷 积 代数 LI(CR")， 具 有 像 10.3 节 (d) 和 11.13 节 (e) 中 叙述 的 附加 单 
位 ，。 定 义 了 (x) 二 A( 一 zx). 证 明 

f+ f+ 
是 A 上 的 对 合并 且 
f+ > | pdm + op(0) 


是 A 上 的 正 泛 函 。， 由 定理 11.32 和 11.13 节 (e),， 在 R* 的 单 点 紧 化 空间 A 上 存 


[FBdms + (0) = | (f+ ed 
若是 /到 Rs 的 限制 ， 由 此 推出 对 于 每 个 JEL'CR")， 
| .rzam 加 | yd 


所 以 g=5、 (实际 上 ，Am 已 经 聚集 在 尺 " 上 ， 故 有 ac 一 Ap ) 
(d) 设 P 是 在 R*" 上 满足 6(o) 志 1 的 所 有 连续 正定 函数 $$ 的 集合 ， 找 出 这 个 号 
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集 的 所 有 端点 . 

15. 设 A 是 交换 Banach 代数 4 的 极 大 理想 空间 ， 称 闭 集 PCA 是 一 个 A- 边 
界 ， 若 对 于 每 个 zx<EA，| 工 | 在 A 上 的 最 大 值 等 于 它 在 6 上 的 最 大 值 ，( 平 几 地 ， 
人 A 是 一 个 A 边界 .) 

证 明 所 有 A- 边 界 的 交 3 A 是 一 个 A- 边 界 , 

9 A 称 为 A 的 Shilov 边界 . 这 个 术语 是 受 全 纯 孙 数 的 最 大 模 性 质 启 示 的 ， 
例如 ， 当 A 是 圆 代数 时 ，3 A 是 单位 圆周 ， 它 是 闭 单位 圆 盘 A 的 拓扑 边界 . 

证 明 提纲 : 首先 说 明 存 在 A 边界 8。， 它 在 下 述 意 义 下 是 最 小 的 ， 即 Bp 不 存 
在 真子 集 是 A- 边 界 . (以 集合 包 关 系 把 A- 边 界 半 序 化 ， 等 等 . ) 然 后 取 h。 EB， 取 
Ti， ，Xs 忆 A，X,(ho) 二 0 并 且 令 

V= {hEA: IZ |Z1,1<i<n)}. 

因为 8 最 小 ， 存 在 xEA，1 z= 二 1 并且 在 B 一 VV 上 |x(h) | <1. 车 y 王 zx” 
并 且 m 足够 大 ， 则 在 Bp 上 ， 对 于 所 有 i，| zy | 三 1， 所 以 上 zy 过 1， 从 这 
一 点 首先 得 出 只 有 在 V 中 | yh) | = 上 ys。， 所 以 V 与 每 个 人 A- 边界 8 相交 ， 最 
后 hoEB 于 是 PCp8 并 且 p= 3534. 

16. 假设 A 是 Banach 代数 ，m 是 整数 ，m 宇 2，K 二 oo 并 且 对 于 每 个 zxE A， 

Lzl”<Klz"l. 
证 明 存 在 常数 开 ,<coe ，z==1，2，3，… 使 得 
zll"<K,lzx | (rE€EA). 

(这 推广 了 定理 11. 12.) 

17. 假设 {w,}( 一 oo 之 n 过 2) 是 正 数 ， 使 得 wo = 二 1 并 且 对 于 所 有 整数 mr 和 x， 

Wmtn SE Wm ne 


设 A=A4(w,) 是 整数 集合 上 定义 的 所 有 复 函 数 f 的 集合 ， 其 范 数 


| fi =2 | fn) | an 
是 有 限 的 . 在 A 中 以 
(fx g)(n) = 5 fn— gh) 


一 一 co 


定义 乘法 . 

(a) 证 明 每 个 A{w,) 是 交换 Banach 代数 . 

(b) 通 过 证 明 RJ 二 inf(w,) “说 明 及 + 二 Lim(ws) “存在 并 且 有 限 ， 

(c) 类 似 地 证 明 R- 二 lim(w-.)" 存 在 并 且 R- 全 R+. 

(由) 令 A 二 {人 AEC，R_ 达 |4| 志 Ri}. 证 明 A 与 A{w,) 的 极 大 理想 空间 可 以 
等 同 ， 并 且 Gelfand 变换 是 A 上 的 绝对 收 僵 Laurent 级 数 . 

(e) 考 虑 {w,) 的 下 列 选 取 法 : 

(| )w,=1. 


第 11 章 交 挽 Banach 代数 231 


(Cw, = 2". 

《 首 ) 若 nn 守 0, ow, 二 2*; 若 2a<0，w 一 1. 

(WV )w,=1+2n?. 

(VV ) 若 n 宇 0， ww, 二 1 十 2w? ; 若 mn<0，ow 王 1. 

对 于 哪 一 种 取 法 ，A 是 圆周 ? 哪 一 种 A{w,} 是 自 伴 的 一 一 其 意义 是 A 在 复 共 
开 之 下 封闭 

(f)At{w,} 总 是 半 单 纯 的 吗 ? 

(g) 是 否 存 在 A{w,}， 以 单位 圆周 为 A， 使 得 A 完全 由 无 穷 可 微 函数 构成 ? 

18. 设 A 是 像 11. 13 节 中 定义 的 1L”(m) 的 极 大 理想 空间 ， 证 明 

(a)A 没有 孤立 点 . 

(b)A 不 包含 由 互 不 相同 点 构成 的 收敛 序列 提示; 若 pl1，p:，p3，… 是 A 
中 互 不 相同 的 点 ， 其 中 无 一 点 是 其 他 点 的 极限 ， 若 {w,} 是 任 一 有 界 数 列 ， 则 A 中 
存在 的 两 两 不 相交 开 集 V, 使 得 p,EV,， 并 且 存 在 函数 gE CC(A) 使 得 在 V, 上 , 9 


TO 


19. 设 L= (mm) 像 上 题 一 样 ， 证 明 : 若 f,EL”(m) 并 且 在 L”(m) 的 弱 拓 扑 之 
下 f.>0， 则 VpE C0， ,| | 六 lrdm > 0, 通过 构造 反例 证 明 它 的 逆 不 真 . 


20. 证 明定 理 11. 31 的 下 面部 分 逆 : 车 下 是 B' 代数 A 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 
FI ==F(0)=1， 则 下 是 正 的 . 


建议 : 取 xEA， zl 志 1, 令 F(xz')=atp， y=zz" 一 ( 训 +it)e, 一 
co<t<ce， 应 用 定理 11. 28 证 明 c(zz*)CLO， 匡 从 而 
| Fo |< yl = p09 < | 去 + 


像 引 理 5. 26 一 样 进行 . 

21. 在 C: 中 ,， 设 Ki 由 所 有 点 (e*，e-*) 构 成 ，K 由 (e*，e”) 构 成 ，0&9<< 
2x. 关于 这 些 圆周 ， 证 明 K; 是 多 项 式 的 但 Ks 不 是 . 关于 Ks 二 {(cos9，sih0): 0 
< 和 4 委 2x} 如 何 ? 


0 0 1 
0 0 0 
0 0 


22. 证 明 一 个 3X3 矩阵 MM 与 可 交换 当 且 仅 当 


AM 一 


a 
0 zz Ww 
0 


由 此 得 出 中 心 化 子 ( 见 11. 21 节 ) 不 必 是 交换 的 . 
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基本 知识 


12.1 定义 一 个 复 向 量 空间 互 称 为 内 积 空间 (或 盏 空间 )， 如 果 互 中 每 一 对 向 
量 z，? 的 序 对 有 复数 (zx，y) 对 应 ， 称 为 x 和 y 的 内 积 或 标量 积 ， 使 得 下 列 规则 
成 立 : 

Ca)(?，z) 一 (z，2)( 横 线 代 表 复 共 罗 ). 

(b)(z 十 y，z) 一 (zz，z) 十 (y，z). 

(c)(az，y) 一 a(Cz，y); 车 zx，yEH, a€C. 

(d) 对 于 所 有 XE H,， (zx，ZXx) 之 0. 

(e) 仅 当 z= 一 0 时 ，(z，z) 一 0. 

因此 ， 固 定 y>，(z，Jy) 是 zx 的 线性 函数 ， 固 定 zx， 它 是 y 的 共 思 线 性 函数 . 
两 个 变量 的 这 种 函数 有 时 称 为 一 个 半 线 性 的 . 

若 (z， 妇 =0， 称 z 正 交 于 > ， 有 时 记 为 xLy 因为 (z，J) 一 0 意味 着 (y， 
z) 一 0， 上 关系 是 对 称 的 . 若 EC 互 ，FC 妞 ， 记 号 已 上 忆 指 的 是 任何 zE 已 ，yE 
F，x|y. 还 有 ，E+ 是 与 每 个 xEE 正 交 的 所 有 元 素 y EH 的 集合 . 

每 个 内 积 空间 可 以 通过 定义 

zl = (zx,z 
而 赋 范 ， 定 理 12.2 蕴涵 着 这 一 点 . 如 果 得 到 的 赋 范 空间 是 完备 的 ， 称 它 为 
Hilbert 空间 . 
12.2 定理 如 果 电 是 内 积 空间 ，x，yE 昌 ， 则 


J12 


| zy) | zl ly), (1) 
并 且 
1z 十 ?外 委 1zl 十 外 >|， (2) 
此 外 ， 对 于 每 个 AEC,， 
Tyl 和 az 十 ?| (3) 
当 且 仅 当 工 ] yy。 
证 明 令 a=(z，y)， 简 单 的 计算 给 出 
oO< lar+t+yl’: =|A1lzl:+2Rela) 二 + ||y|?. (4) 


从 而 车 a 二 0，(3) 成 立 .， 若 x 一 0，(1) 和 (3) 是 明显 的 . 如 果 zx 关 0， 取 4 二 一 a/ 
| zx 上?. 用 这 个 *，(4) 变 为 
| ca 


2 -一 2 5 
0 委 |art+yl 1 > iT (5) 


这 证 明了 (1) 并 且说 明 当 ua 天 0 时 (3) 不 成 立 ， 平方 (2) 的 两 端 知道 (2) 是 (1) 的 结 
论 . 醒 
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注意 : 除非 有 相反 的 申明 ， 从 现在 起 字母 互 将 代表 Hilbert 空间 . 
12.3 定理 每 个 非 空 半 凸 集 下 C 百 包含 惟一 的 范 数 最 小 的 元 素 工 . 
证 明 平行 四 边 形 定律 
外 z 十 > 用 十 用 二 一 > 有 一 2 和 zj 有 十 2 (rE€EH,y€EE) (1) 
是 从 定义 1 zl? 二 (x，xz) 直 接 得 出 的 . 令 
d= inf{||xI :zx € EE). (2) 


取 xz,EE 使 zx, 上 一 d. 因为 地 (zu 十 zn) EE， 上 zx 十 zn 上 :之 4d?， 如 果 在 (1) 中 


用 xz, 和 zx 替换 xz 和 y，(1) 的 右 端 趋 于 4d. 所 以 (1) 意 味 着 {x,} 是 电 中 的 
Cauchy 序列 ， 从 而 收敛 于 某 个 zx€EE，jz = 二 d. 
若 yE 互 并 且 1 y1 =d， 正 如 我 们 刚才 看 到 的 ， 序 列 (z，y，Zz，>，…} 必 收 


伍 . 所 以 > 一 >. [J 
12.4 定理 党 MM 是 是 的 闭 子 空间 ， 则 

H=MO@M. 
更 明确 地 ， 这 个 结论 是 说 M 与 M+ 是 H 的 闭 子 空间 ， 它 们 的 交 是 {0}， 和 是 互 . 
空间 ML 称 为 M 的 正 交 补 . 


证 明 若 ECH， 作 为 z 的 函数 ，(x，y) 的 线性 说 明 E+ 是 互 的 子 空间 ， 定 
理 12. 2 的 Schwartz 不 等 式 (1) 则 意味 着 E+ 是 闭 的 . 

若 zEM 并 且 zEML， 则 (z，z)=0， 所 以 z 一 0. 于 是 MIML 三 (0). 

车 zE 互 ， 应 用 定理 12. 3 于 集合 z 一 M， 推 出 存在 x, EM 使 | x 一 x 中 最 
小 . 令 zs 二 x 一 x;， 则 对 于 所 有 yEM，| zz 和 委 下 zz 十 > 于 是 由 定理 12. 3， 


zEML.， 因为 x 二 zi 十 x;， 我 们 证 明了 M+M+ = 二 M. 
推论 若 M 是 日 的 闭 子 空间 ， 则 
M+)+= M， 


证 明 包含 关系 MC(CM-+)+! 是 显然 的 ， 因 为 
MO@BM:= H= Mi@ (Mt)+, 
M 不 可 能 是 (M+ )+ 的 真子 空间 . [| 
我 们 现在 叙述 互 的 共 轿 空间 H*. 
12.5 定理 存在 着 由 
AZ 一 (zy) (x € H) (1) 
给 出 的 从 玉 到 全 "上 的 共 示 线 性 等 距 y>AA. 
证 明 车 yE 晶 并且 A 由 (1) 定 义 ， 定理 12.2 的 Schwartz 不 等 式 (1) 说 明 
AE 昌 并且 上 Al 志 上 y 上 .因为 
lyl:= (Cy,y = Ay lANTNyl, (2) 
由 此 推出 上 Al 二 上 y|. 
剩 下 要 证 明 每 个 AE 有 日" 具有 形式 (1). 
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若 A 二 0， 取 y 二 0 车 A 关 0, 令 N(A) 是 A 的 零 空 间 . 由 定理 12.4 存在 
zE N(A)+ ,zx 关 0.。 因 为 


(AZz)z 一 (Az)zE N(A) (rx € HH), (3) 
由 此 推出 (Ax) (xz，z) 一 (Az)(rz，z) 二 0， 所 以 当 y= 二 (zxz，z) 1《Az)z 时 (1) 成 立 . 
图 


12.6 定理 如 果 {x,} 是 电 中 两 两 正 交 的 向 量 序 列 ， 则 下 列 论述 中 每 一 个 更 涵 
其 他 两 个 . 


(a) 2 7 以 日 的 范 数 拓扑 收敛 . 
(b) 2 | zz < ee， 


(ec) >) (zyy) 对 于 每 个 y€ 五 收敛 . 
n=1 


因此 对 于 正 交 向 量 的 级 数 ， 强 收敛 (a) 与 弱 收 敛 (c) 等 价 . 
证 明 由 于 当 ; 夭 ) 时 ，(x,，ZX,) 一 0， 等 式 
Hz 二 十 xa? 二 zl? 十 … 十 上 zm 有? (1) 
对 于 任何 xm 成 立 ， 所 以 (b) 意 味 着 5x 的 部 分 和 是 互 中 的 Cauchy 序列 ， 由 
于 石 完备 ，(b) 蕴 涵 (a).、Schwarz 不 等 式 说 明 (a) 蕴 涵 (c).， 最 后 ， 假设 (c) 成 立 . 
定义 A.EH': 


As = Dyr) (yE Hn=1,2,.). (2) 
1=1 


由 (c)， 对 于 每 个 yE 吾 ，{Asy} 收 敛 ; 所 以 由 Banach-Steinhaus 定理 ，{ 上 A | ) 
有 界 . 但 是 

| A, = zt 二 + 二 zi = 人 zi 十 … 十 上 z 1， (3) 
所 以 (c) 蕴 涵 (b). 图 


有 界 算 子 


依照 早 些 时 候 用 过 的 记号 ，8( 五 ) 现 在 将 表示 Hilbert 空间 五 拓 {0} 上 全 体 有 
界线 性 算 子 工 的 Banach 代数 ， 它 以 
| TI = sup{tl Trl:z€E H,lzl 1 
赋 范 ， 我 们 将 看 到 多 ( 昌 ) 有 一 个 对 合 ， 使 之 成 为 B' -代数 . 
我 们 从 一 个 简单 而 有 用 的 惟一 性 定理 开始 . 
12.7 定理 若 TE 约 (日 ) 并 且 对 于 每 个 TEH, (Tzx，x) 一 0， 则 T=0. 
证 明 ”由 于 (T(z 十 y)，(z 十 y)) 一 0， 我 们 知道 
(Tzr,y)+ (Ty,7)=0 (zx,y € H). (1) 
在 (1) 中 用 tiy 代替 y， 其 结果 是 
—i(Tr,y)Ti(Ty,z) =0 (zyE H). (2) 
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用 i 乘 (2) 并 且 与 (1) 相 加 ， 得 到 
(Tr,y)=0 (zx,y € H). (3) 
当 y= 二 Tx 时 ，(3) 得 出 上 Tzx 上 :二 0. 所 以 了 Tz 一 0. 国 
推论 若 SE 级 (日 )，TE 级 ( 吾 ) 并 且 对 于 每 个 xEH， 
(Sz ,7) = (Tz ,7x), 


则 S 王 工 . 
注意 如 果 标 量 域 是 RR 定理 12. 7 就 不 成 立 ， 为 此 可 以 考虑 R* 中 的 旋转 . 
证 明 把 定理 用 于 S 一 TT. | | 
12.8 定理 车; 百 XH->C 是 一 个 半 线 性 的 并 且 在 下 述 意 义 下 有 界 ， 
M= sup{| Fz,y) 1:1zl = lyl =1<%, (1) 
则 存在 惟一 的 SE 旬 ( 理 ) 满 足 
flxsy) = (zr,Sy) (zy € H). (2) 
此 外 | S | 王 M. 
证 明 因为 | f(x, y) | 三 Mzl 1 yl， 于 是 对 于 每 个 >E 五 ， 喘 射 
rx f(r,y) 


是 及 上 的 范 数 至 多 为 M1 y 的 有 界线 性 泛 函 ， 现 在 从 定理 12.5 推出 对 于 每 个 yE 
百 ， 对 应 有 惟一 的 SyE 互 使 得 (2) 成 立 ， 并 且 Sy 万 My1. 显然 5S: 五 一 瑟 
是 可 加 的 . 若 cEC， 则 对 于 五 中 的 所 有 >z 和 2?， 

(zyS(oy)) = f(ryay) = af (zx,y) 一 a(zySy) = (ray). 
这 得 出 S 是 线性 的 .所 以 SE BC(CH) 并 且 是 Se 专 M. 


但 我 们 又 有 
1 fez |=1 CSy) | zl lsyl a lzl Isllyl, 
这 给 出 相反 的 不 等 式 MS S|. 国 


12.9 伴随 算 子 ”如果 TESCH)， 则 (Tz， 妇 关于 工 是 线性 的 ， 关于 y 是 共 斩 
线性 的 并 且 有 界 . 故 定理 12. 8 说 明 存在 惟一 的 T* € 多 (H)， 对 于 它 


(Tzr,y) = (x,T*y) (zy E H) (1) 
并 且 
IT* = TH. (2) 
我 们 断言 T>T* 是 名 (HH) 上 的 对 合 ， 即 下 面 四 条 性 质 成 立 : 

(CT 十 S) = T+S5". (3) 

(aT)" =aT"*. (4) 

(ST)* = T*S'. (5) 

T**=T. (6) 


其 中 ，(3) 是 显然 的 .计算 
(aTzyy) = a(Tr,y) = az IT y)= (zyaT y), 
(STr,y) = (Tr,S’ y)= (xr, TS"y), 
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(Tz,y) = (Ty,7x) = (y,T’’*7x) = (T**zx,y) 
给 出 (4)，(5) 和 (6)， 因 为 对 于 每 个 xE€ 互 ， 


| Tz = (Tr,Tr) = CTT, ET*TI zl)?, 
我 们 有 上 TT ?雪上 T* 个 | ， 另 一 方面 ，(2) 给 出 
TT*TIa 和 TEITI = Th. 
所 以 对 于 每 个 TE 名 ( 态 )， 等 式 
IT*TH = TI (7) 


成 立 . 

于 是 我 们 证 明了 多 (五 ) 是 具有 由 (1) 定 义 的 对 合 T>T'* 的 -代数 . 

注意 : 在 上 面 情 况 ，T* 有 时 称 为 工 的 Hilbert 空间 伴随 算 子 以 区 别 于 第 4 章 
讨论 的 Banach 空间 伴随 算 子 . 两 者 仪 有 的 不 同 是 在 Hilbert 空间 情况 下 T 一 TT* 
是 共 思 e 线 性 而 不 是 线性 的 .这 是 由 于 共 因 线性 具有 定理 12. 5 中 叙述 的 等 距 性 质 . 
假若 宁愿 把 T 看 成 日 " 上 的 算 子 而 不 看 成 五 上 的 算 子 ， 就 正好 是 第 4 章 的 情 
况 
12.10 定理 若 TE 级 ( 蚊 )， 则 

N(T*) = RCD+,N(T) = RCT* )+. 

我 们 记 住 N(T) 和 RCT) 分 别 表示 的 零 空 间 和 值 域 , 

证 明 下 面 四 个 论断 中 每 一 个 都 明显 地 等 价 于 后 面 和 (或 ) 前 面 一 个 . 

(1)T" y=0. 

(2) 对 于 每 个 zxE HH, (zx, T*y)==0. 

(3) 对 于 每 个 xEH，(Tzx, y)=0. 


(4)yE ROT)+. 
因此 NT )=R(T)+， 由 于 T** = 二 T， 若 将 工 换 为 T* ， 第 二 个 论断 由 第 
一 个 推出 . | 


12. 11 定义 算 子 TE 多 ( 划 ) 称 为 是 

(a) 正 常 的 ， 若 TT* = 二 T* 了; 

(b) 自 伴 ( 或 Hermite) 的 ， 若 T* 一 T; 

(c) 丁 的， 车 T* 丁 =I 二 TT* ， 这 里 了 是 刀 上 的 恒 等 算 子 ; 

(d) 投影， 车 了 二 TT. 

显然 自 伴 算 子 和 西 算 子 是 正常 的 .本 章 得 到 的 多 数 定理 是 关于 正常 算 子 的 . 

位 和 它 的 伴随 可 交换 这 一 代数 条 件 引 出 很 强 的 分 析 的 和 几何 的 结论 ， 
12. 12 ”定理 算 子 TE 多 (日 ) 是 正常 的 当 且 仅 当 

lITzl| = 17Tzl|, YrE€EH. 

正常 算 子 工具 有 下 面 性 质 : 

(a N(T)=N(GT’). 

(b)RCT) 在 互 中 稠密 当 且 仅 当 工 * 是 一 一 的 . 
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《c) 工 是 可 逆 的 当 且 仅 当 卫 6>0 使 得 上 Tz 站 zl，Yzre 万 . 
(d) 若 xzE 万 ，cEC，Tz=az， 则 T’* x 二 ax. 
(e) 若 a,，B 是 TT 的 不 同 的 特征 值 ， 则 对 应 的 特征 向 量 彼此 正 交 . 
证 明 把 等 式 
| Tz | ?= (Tzr,Tr) = (T° Tz,z), 
Tx: = CT zx,T’ x) = (TT’ x,7), 
和 定理 12.7 的 推论 结合 起 来 证 明了 第 一 个 论断 ，(a) 是 它 的 直接 结论 ， 因 为 
R(T)+ 一 N(T'* ),(a) 芍 涵 (b). 若 (c 中 的 9>0 存在 ， 则 由 定理 1.26 R(T) 是 闭 
的 ， 由 (b)， 它 是 稠密 的 ， 从 而 R(T) 二 互 并 且 是 可 递 的 . 反 过 来 的 命题 由 开 映 
射 定理 推出 ， 为 得 到 (d)， 把 工 换 为 一 aI， 应 用 (a)， 最 后 ,车 Tx 二 ax，Ty 一 
By， 则 Cd) 说明 
azyy) = (aryy) = (Tr,y) = (x,T’y) 一 (x,By) = B(x, y). 


由 于 xc 天 8， 我 们 得 到 zy. | 
12.13 定理 若 UE(HH)， 下 面 三 个 论述 等 价 . 

(a)U 是 西 的 . 

(byR(U)== 瑟 并 且 对 于 所 有 zz，yE€E H,， (Uzx, Uy) 一 (zx,，»). 

(c)R(U)== 晶 并且 对 于 每 个 TEH， 上 Ux = 一 zl. 


证 明 若 U 是 西 算 子 ， 则 RCU)== 昌 ,因为 UU* =I. 又 [LU 一 了 故 
(Uz,Uy) = (xr,U’ Uy) = (zyy). 
于 是 (a) 蕴 涵 (b)，、 显 然 (b) 蕴 涵 (c).， 车 (ce) 成 立 ， 则 对 于 每 个 z€E 有 H， 


(UUzyz) = (Uz,Uz) = Uz:= zrl’: = (x,7), 
故 U*U=I. 但 (c) 还 意味 着 U 是 也 到 甩 上 的 线性 等 距 ， 故 UU 在 8( 厂 ) 中 可 逆 , 
因为 U*U=I, UT!=U"* ， 从 而 口 是 西 算 子 . 国 
注意 ，(a) 与 (b) 的 等 价 性 说 明 酉 算 子 恰 是 保持 内 积 的 日 的 线性 同 构 ， 因 此 
它们 是 Hilbert 空间 自 同 构 . 


(b) 与 (c) 的 等 价 性 也 是 习题 2 的 一 个 推论 . 

刚才 的 证 明说 明 算 子 TE 8%(H) 是 等 距 的 ( 即 上 Tz 上 = 上 xz，YzxE€ 晶 ) 当 且 
仅 当 T* T=I.， 这 是 西 算 子 需 要 的 一 半 , 但 还 不 够 ， 例 如 设 荆 是 1 上 的 右 移 算 
子 Se( 见 第 10 章 习 题 2)， 其 伴随 容易 知道 是 Si. 
12.14 定理 投影 算 子 PE 引 ( 百 ) 的 下 面 四 个 性 质 每 一 个 都 蓝 涵 其 他 三 个 : 

(a) 忆 是 自 伴 的 . 

(b)P 是 正常 的 ， 

(RCP)= NCP)+. 

(dd) 对 于 每 个 TE€EH, (Px, zx) 二 P(x) 1?. 

此 外 ， 两 个 自 伴 投影 P，Q 满足 RCP) 一 RCQ) 当 且 仅 当 PQ=0. 

通常 称 P 是 正 交 投影 以 表明 性 质 (c). 
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证 明 ” (a) 蕴涵 (b) 是 平凡 的 ， 定 理 12. 12(a) 说 明 如 果 已 是 正常 的 ，N(CP) 一 
P(P)+; 因为 P 是 投影 ，R(P)= 二 N(I 一 P)， 故 RCP) 是 闭 的 . 现在 从 定理 12. 4 
的 推论 得 出 (b) 蕴 涵 (c). 

如 果 (Cc) 成 立 ， 每 个 xEH 昌 具有 形式 x 一 y 十 z，y | zx，Py 一 0，Pz 王 xz。 所 以 
Px 二 z，(Px，Xx) 二 (xz，z). 这 证 明了 (qd). 

最 后 ， 假 若 (d) 成 立 ， 则 

| Pz 1 = 一 (CPzr,z) 一 (z,Pz) 一 (P zz). 
末尾 的 等 号 成 立 ， 是 因为 ‖ Pz |: 是 实数 并 且 (Cz，P"xz)= | Pz *. 因此 对 于 
每 个 7E 昌 ，(Px， XxX) 二 (P*x，x)， 由 定理 12.7，P 王 P*. 所 以 (d) 蕴 涵 (a). 

等 式 (Pr+，Qy) 一 (x，PQy) 证 明了 最 后 的 断言 . 国 
12.15 定理 

(a) 车 UU 是 西 算 子 ,AEokD), 则 |4|1=1. 

(b) 车 S 是 自 伴 的 ,， A4EcolS)， 则 4 是 实数 . 

证 明 ” (a) 定理 12.13 说 明 上 U| = 二 1， 从 而 车 AEclU)，| 4 | 二 1. 另 一 方 
面 ,车 1414 过 1 则 XAU" 过 1， 从 而 

A —U=—U(I~—AU’) 
在 色 ( 瑟 ) 中 可 逆 ( 定 理 10.7)， 从 而 Eco(CU)， 
(b) 假 设 $==S* ，4 二 a 十 iBEolS), 令 S, 二 S 一 XI， 简 单 的 计算 给 出 
Srl:= lSr—arl’:+i+pFl| zl?, 
故 上 Sz1 上 宇 181 上 zl. 车 pb 了 0， 由 此 推出 S 是 可 逆 的 (定理 12.12(c)), 于 
是 AEoCS). |] 


交换 性 定理 


设 zx 和 y 是 某 个 具有 对 合 的 Banach 代数 中 的 可 交换 元 素 ， 由 于 x* y* 一 
(yzx)" ， 显 然 z 与 多 是 可 交换 的 ， 是 否 由 此 得 出 z 与 y "可 交换 ? 当然 ， 只 要 工 
不 是 正常 的 并 且 y= 二 =x， 回答 是 否定 的 ,但 即使 z+ 和 y 都 是 正常 的 情况 ， 回 答 仍 
可 能 是 否定 的 (习题 28). 因此 下 面 事实 是 有 意义 的 关于 由 Hilbert 空间 伴随 提 
供 的 对 合 ， 在 多 ( 昌 ) 中 回答 是 肯定 的 (假若 zx 是 正常 的 ) : 

若 NE 级 ( 古 ) 是 正常 的 ，TEBB( 昌 ) 并 且 NT 二 TN, 则 N* TTN*. 

事实 上 ， 更 一 般 的 结论 是 对 的 . 

12.16 ”定理 (Fuglede-Putnam-Rosenblum) 假设 M，N， TEB(H),，M 和 NN 是 
正常 的 并 且 
MT = TN， (1) 
则 M* T=TN"*. 
证 明 首先 设 SEB(H). 令 V=S 一 S* ， 定义 


Q = exp(V) = > (i)v. (2) 
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则 V* = 一 V 因而 


Q* = exp(V’) = exp(~V)= QQ . (3) 
所 以 Q@ 是 西 算 子 . 我 们 所 要 的 结论 是 对 于 每 个 SE 号 (五 )， 
| exp(S—S*)| =1. (4) 
如 果 (1) 成 立 ， 由 归纳 法 ， 对 于 =1，2，3,，…，MT 二 TN*. 所 以 
exp(M)T = TexpC(N). (5) 
或 者 
T= exp(— M) Texp(N). (6) 
邻 Ui 一 exp(M' 一 M), Us 一 exp(N 一 N'), 因为 M 和 NN 是 正常 的 ， 从 (6) 得 出 
exp(M"* )Texp(— N’ ) = Ui TU;. (7) 
由 (4)， 上 Ui 二 Us1=1， 故 (7) 意 味 着 
| expCM* )Texp( 一 N ) | TH. (8) 
现在 定义 
f 4) = expQM'* )Texp(—AN’) QEO), (9) 


用 XM 和 XN 代替 M 和 NN， 定理 的 假设 成 立 ， 从 而 (8) 意 味 着 对 于 每 个 EC， 
上 Fa) 1 过 M. 于 是 了 是 9(H)7 值 有 界 整 函数 . 由 Liouville 定理 3. 32， 对 于 每 个 
AEC，f(4) 二 fC(0)= 二 TT， 所 以 (9) 变 为 
expAM'* )T= TexpQN*) CE C). (10) 

如 果 我 们 使 (10) 中 4 的 系数 相等 便 得 到 M* T= TN"*. 图 

注 审查 这 个 定理 的 证 明 可 知 它 没有 用 到 不 是 每 个 B* -代数 都 具有 的 多 (CH) 
的 特殊 性 质 ， 然 而 由 定理 12. 41， 这 并 不 导致 对 该 定理 的 推广 . 

注意 即使 M 和 NN 是 自 伴 的 ， 工 是 正常 的 ， 定理 12. 16 的 假设 并 不 意味 着 
MT* = 二 T* N. 若 


1 0 0 1 1 1 
xf istaorri 中 
0 一 1 1 0 —1 1 


则 MT=TN, 但 MT* 关 T*N. 


单位 分 解 


12.17 定义 设 《是 集合 Q 中 的 co- 代数， 互 是 Hilbert 空间 ， 在 这 种 情况 下 ， 
(在 .NA 上 的 ) 单 位 分 解 是 具有 下 面 性 质 的 映射 
E:.N~> $B(H): 

(WE(G)=0, E(Q)=I. 

(b) 每 个 E(w) 是 一 个 自 伴 投影 算 子 . 

(OECw Nw )= E(w ) EC ). 

(由 若 w 站 w= 名 ， 则 ECw Uw)==E(w) 十 E(w ). 

(e) 对 于 每 个 zE 有 日 和 和 yE 日 ,由 
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Ey(w) = (E(w)zr,y) 
定义 的 集 函 数 EF,,, 是 KN 上 的 复 测度 . 

当 A 是 紧 或 者 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 的 所 有 Borel 集 的 oc- 代数 时 ， 通 过 对 
(e) 加 上 另外 的 要 求 : 每 个 E,,, 是 正则 Borel 测度 ，( 在 紧 度 量 空间 上 这 一 点 是 自 
动 满足 的 . 例如 ， 见 [23]. ) 

这 里 是 这 些 性 质 的 一 些 直接 推论 . 

因为 每 个 E(w) 是 自 伴 投 影 ， 我 们 有 


E(w) = (E(w)zr,z) = E(w rl)’: (rz € 万 )， (1) 
因此 每 个 下,,, 是 UA 上 的 正 测度 ， 其 全 变 差 是 
IE,.,:| = EQ)= zl’. (2) 


由 (c)， 任 意 两 个 投影 E(w) 彼 此 可 交换 . 

车 ww 一 儿 ，(a) 和 (ce) 说 明 Ew) 和 ECw ) 的 值 域 是 互相 正 交 的 (定理 
12. 14). 

由 (d)，E 是 有 限 可 加 的 .问题 是 是 否 可 数 可 加 ， 即 是 否 级 数 


SECw,) (3) 


对 于 任何 不 相交 集 w, EA 的 并 ww， 都 以 (日 ) 的 范 数 拓扑 收 伍 于 E(w).， 因 为 任 
一 投影 的 范 数 或 者 为 0 或 者 至 少 为 1， 级 数 (3) 的 部 分 和 不 是 Cauchy 序列 ， 除 非 
E(w,) 除 去 有 限 多 项 之 外 全 为 0。 于 是 除了 某 些 平 几 的 情况 之 外 ，E 不 是 可 数 可 
加 的 . 

然而 ， 设 {ro) 如 上 上 上， 固定 zE 及， 由 于 当 mw 关 n 时 ，E(w,)E(w) 二 0， 疝 量 
E(w)z 与 E(wn)x 彼 此 正 交 ( 定 理 12.14). 由 (e)， 对 于 每 个 yE 五 ， 


oo 


SECw) ry) = (E(w)zx,y). (4) 


n=1 


现在 从 定理 12. 6 推出 


DJ ECw) zr = ECw)z. (5) 


其 一 了 


级 数 (5) 以 互 的 范 数 拓扑 收敛 .综合 这 些 结果 我 们 恰好 证 明了 ， 
12.18 命题 若 忆 是 单位 分 解 并 且 xXEH 晶 ， 则 
w— E(w)r 
是 NN 上 的 可 数 可 加 于- 值 测度 . 
此 外 ， 零 测度 集 可 以 用 通常 方法 处 理 : 
12.19 命题 设 巨 是 单位 分 解 。 若 w, 忆 AH 并且 El(wn) 一 0,， n 二 1]，2，3,，…， 


w= Uw,, 则 E(w)=0. 


证 明 ”因为 Ew) 二 0， 对 于 每 个 XxEH，E,,,(w,) 一 0 因为 E,,; 可 数 可 加 ， 
推出 E(w) 二 0 但 是 上 ECw)z ?==E,,;(w)， 所 以 E(w) 一 0. | 
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12.20 L”(E) 代 数 设 E 像 上 面 一 样 是 .上 的 单位 分 解 ， 又 设 /是 Q 上 的 .人 可 
测 复 函 数 ， 存 在 可 数 多 个 开 圆 盘 {D,}， 它 构成 C 的 拓扑 基 . 设 V 是 使 EC( 广 '(D.)) 
二 0 的 那些 D, 的 并 .由 命题 12.19，E(f™!1(V))==0. 而且 Y 是 具有 这 种 性 质 的 
C 的 最 大 开 子 集 . 

由 定义 ， 太 的 本 性 值 域 是 Y 的 余 集 ， 它 是 C 中 包含 f(p) 的 最 小 闭 子 集 ， 其 
中 尹 取 遍 Q 中 几乎 所 有 元 ， 即 除去 属于 某 个 集合 wEA，E(w) 二 0 之 外 的 9 中 
所 有 的 元 . 

我 们 说 f 是 本 性 有 界 的 ， 若 它 的 本 性 值 域 是 有 界 的 ， 从 而 是 紧 的 ， 在 这 种 情 
况 ， 当 遍历 f 的 本 性 值 域 时 ， | X | 的 最 大 值 称 为 f 的 本 性 上 确 界 上 1. 

设 B 是 Q 上 所 有 有 界 . 杂 可 测 复 函数 的 代数 ， 具 有 范 数 

fl = sup{| fp) |:p € 0), 
容易 看 出 B 是 Banach 代数 并 且 
N= {f€B:|f|.=0}) 

是 B 的 理想 ， 由 命题 12. 19 它 是 闭 的 .所 以 B/N 是 Banach 代数 ， 我 们 ( 像 通常 
那样 ) 记 之 为 L”(E). 

L~ (FE) 的 任 一 陪 集 [ 有 = f 十 NN 的 范 数 等 于 | 7 -， 它 的 谱 o([ 由 ) 是 f 的 本 
性 值 域 ， 正 像 测度 论 中 常 做 的 那样 ，f 与 其 等 价 类 [让 之 间 的 差别 将 忽略 不 计 . 

我 们 下 面 关 心 的 是 函数 关于 上 面 叙述 的 投影 值 测度 的 积分 ， 所 得 到 的 积分 


/aE 原来 不 仅 是 线性 的 (正如 所 有 好 的 积分 都 应 该 具备 的 )， 而 且 还 是 乘法 的 . 


12.21 定理 若是 像 上 面 一 样 的 单位 分 解 ， 则 存在 Banach 代数 工 ”( 五 ) 到 
3(H)7 的 闭 正规 子 代数 A 上 的 等 距 " - 同 构 更 ， 它 由 公式 
(到 (zyy) 一 | ma (zsy € H,f € L=(CE)) (1) 
与 五 联系 ， 这 是 记号 
Ww(f) = | faE (2) 
的 依据 . 
此 外 
| Pz = | | fl?dE,., (rE€ H,f € 1L*(E)), (3) 
并 且 一 个 算 子 QE 级 (HH) 与 殉 (f) 可 交换 当 且 仅 当 Q 与 每 个 E(w) 可 交换 . 
回忆 多 CH) 的 正规 子 代 数 A 是 一 个 交换 子 代数 ， 对 于 每 个 TEA,， 则 IT” € 
A. 称 亚 是 " - 同 构 ， 意 思 是 亚 是 一 一 ， 线 性 ， 乘 法 的 并 且 
Vf) 一 更 ( 门 "， (fFf EL”*(E)). (4) 
证 阴 首先 设 {wi， "gy ws,}) 是 0 的 分 划 ， Ww EM, 并 且 设 ;是 简单 函数 ， 
在 ww 上 ;二 a,。 以 
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更 (5) = DaE lw,) C5) 
定义 亚 (s) E 有 CH)、 因 为 每 个 E(w ) 是 自 伴 的 ， 
Ws) = DaEw) = = Ys). (6) 
车 {wl，…，wm} 是 另 一 一 个 这 样 的 分 划 在 w, 上， :二 Bp,， 则 
Vs) WH) = 2 ‘BECw) E(wW,) = ab Ew 站 w,). 
因为 殿 是 简单 函数 并 且 在 久 ， 站 zw 上 等 于 a8,， 由 此 推出 


Wl)VUH) = VO). (7) 
完全 类 似 的 讨论 说 明 
更 (as 十 订 ) = a¥(s) + BV). (8) 
车 xX，y€ 及，(5) 导 致 
CY — DalElw) ry) = DaErslw) = | sdE.,. (9) 
1=1 一] 
由 (6) 和 (7)， 
VO) VWs) = WCG) PS) = Vss) = Ws 1). (10) 
所 以 从 (9) 得 出 
| wo) rl =) Ws) zz) = (VO s | )xr,7) 
=| 1s ldE.., (11) 
Nn 
从 而 由 12. 17 公式 (2) 
lvyzrl < sz (12) 
另 一 方面 ， 若 zERCE(Cw))， 则 
更 (zz = aE(w)r= axrx, (13) 
因为 投影 E(ww,) 具 有 相互 正 交 的 值 域 ， 如 果 取 j 使 得 | a, | 二 上 ss， 从 (12)， 
(13) 推 出 
| 更 Cs = 1s.. (14) 


现在 假设 /EL”(E). 存在 简单 可 测 函 数 序列 wx 以 L”(E) 的 范 数 收 化 于 人 
由 (14)， 对 应 的 算 子 更 (s) 是 名 ( 互 ) 中 的 Cauchy 序列 ， 从 而 范 数 收敛 于 一 个 算 
子 ， 我 们 称 之 为 (了 ); 容易 看 到 亚 ( 有) 不 依赖 于 (56) 的 特殊 取 法 . 显然 (14) 导 致 
lv = 1 CE (CE)). (15) 
现在 (1) 从 (9) 推 出 (s 换 为 s,)， 因 为 每 个 已 -., 是 有 限 测 度 ; 〈27 和 (3) 从 (6) 和 
(11) 推 出 ， 如 果 有 界 可 测 函 数 /，g 被 简单 可 测 函 数 *， 上 以 L”(E) 范 数 双 近 ， 我 
们 看 到 将 ;s，: 换 为 1/，g，(7) 和 (8) 成 立 . 
于 是 亚 是 L~(E) 到 名 (日) 中 的 等 距 同 构 ， 因 为 L”(E) 是 完备 的 ， 由 于 (15)， 
它 的 象 A 二 Y(L”(E)) 在 名 ( 吾 ) 中 是 闭 的 . 
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最 后 ， 若 Q 与 每 个 下 (xzo) 是 可 交换 的 ， 对 于 任何 简单 函数 *，Q 与 下 (*) 是 可 


交换 的 ， 从 而 上 面 用 过 的 逼近 过 程 说 明 Q 与 A 的 每 个 元 可 交换 . 国 
也 许 提 到 下 面 等 式 是 值得 的 ， 即 由 (3) 和 (15)， 
Al = sup(| If ldE: zl <1). (16) 
谱 定 理 


谱 定理 主要 是 断言 Hilbert 空间 上 的 每 个 有 界 正常 算 子 工 (以 标准 方式 ) 在 它 
的 谱 c(T) 的 Borel 子 集 上 产生 一 个 单位 分 解 玉 ， 并 且 了 可 以 通过 定理 12. 21 中 讨 
论 的 那 种 积分 从 瑟 重新 构造 出 来 .正常 算 子 的 大 部 分 理论 依赖 于 这 个 事实 . 

也 许 应 该 明确 地 说 ， 一 个 算 子 TE 级 ( 理 ) 的 谱 olT) 将 总 是 涉及 到 整个 代数 
(HH). 换 甸 话说， XEolT) 当 且 仅 当 T 一 41 在 多 (日) 中 没有 逆 ， 有 时 我 们 还 将 考 
虑 多 ( 吾 ) 的 闭 子 代数 A，A 具有 附加 性 质 : TfE A， 并 且 对 于 任何 T€A, T*€ 
A. (这 种 代数 有 时 称 为 -代数 . ) 

设 A 是 这 样 的 代数 ,假定 TE A，T-"'E€ 8(H).， 因为 TT" 是 自 伴 的 ， 
olTT"* ) 是 实数 轴 上 的 紧 子 集 (定理 12.15)， 于 是 它 不 隔离 C， 从 而 由 定理 10. 18 
推论 ，oa 《TT* ) 二 ge(TT* )， 由 于 TT'* 在 8(H) 中 可 逆 ， 此 等 式 说 明 (TT"*)"'€ 
A， 从 而 TI:=T (TT*)"!'€EA. 

于 是 工 关 于 (HH) 中 包含 的 所 有 闭 * -代数 有 同样 的 谱 . 

定理 12. 23 将 作为 特殊 情况 从 下 面 结 果 得 出 ， 它 以 处 理 算 子 的 正规 代数 代替 
处 理 单个 算 子 . 

12.22 定理 车 A 是 级 ( 昌 ) 的 包含 单位 算 子 了 的 正规 闭 子 代 数 ， A 是 A 的 极 大 
理想 空间 ， 则 下 面 论 断 是 对 的 : 

(a) 在 A 的 Borel 子 集 上 存在 惟一 的 单位 分 解 下 ， 对 于 每 个 TEA 满足 

工 一 | TaE, (1) 


其 中 个 是 和 十 的 Gelfand 变换 . 
(b) 通 过 公式 
Bf) =| faE (f € 1L*(E)) (2) 


Gelfand 变换 的 逆 ( 即 把 个 返回 到 工 的 映射 ) 延 拓 为 L*(E) 到 名 ( 昌 ) 的 闭 子 代数 了 
上 的 等 距 ' - 同 构 $，B 屋 A， 确切 地 说 ，5B 是 线性 的 ， 乘 法 的 并 且 满 足 
GF = (81 ,MoD = Fl, (Ff EL (CE))， (3) 
Cc) (在 色 ( 瑟 ) 的 范 数 拓扑 中 )B 是 投影 算 子 E(w) 的 全 体 有 限 线性 组 合 的 
闭 包 . 
(d) 若 wCA 是 非 空 开 集 ， 则 下 (ww) 天 0. 
(e) 算 子 SE8(H) 与 每 个 TEA 可 交换 当 且 仅 当 S 与 每 个 下 (w) 可 交换 . 
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证 有 明 注意 公式 (1) 是 
CTzyy) = | TaE,,, (Csye TEA) (4) 


的 缩写 . 

因为 %( 昌 ) 是 B* -代数 (12.9 节 )， 我 们 给 定 的 代数 A 是 交换 B' -代数 . 从 
而 Geifand-Naimark 定理 11. 18 断定 > 人 是 A 到 C(A) 上 的 等 距 * - 同 构 . 

这 导致 已 的 惟一 性 的 一 个 简单 证 明 .， 假设 五 满足 (4)， 因 为 宁 在 整个 CCA) 
上 变动 ， 复 Borel 测度 FE,,, 的 正则 性 假设 说 明 每 个 EE,,y 由 (4) 惟 一 确定 ; 这 一 点 可 
以 从 Riesz 表示 定理 ([23]， 定 理 6. 19) 的 惟一 性 论断 推出 ， 因 为 ， 由 定义 

(E(w)zx,y) = Ey(w), 

每 个 投影 E(w) 也 由 (4) 惟 一 确定 . 

这 个 惟一 性 的 证 明 促 成 了 下 面 E 的 存在 性 的 证 明 . 如 果 x，y€ 昌 , 定理 
11. 18 说 明 个 一 (Tz,y) 是 C(A) 上 的 范 数 小 于 或 等 于 上 x 上 ly 站 的 有 界线 性 泛 


函 ， 因 为 个 == 上 TT .从 而 Riesz 表示 定理 给 我 们 提供 了 惟一 的 A 上 的 正则 
复 Borel 测度 pw-,,， 使 得 
(Tr,y) = | Ta (zy€E HTEA). (5) 


对 于 固定 的 (5) 的 左 端 是 一 个 半 线 性 的 ， 从 而 右 端 也 如 此 ， 并 且 把 连续 
函数 全 换 为 任何 有 界 Borel 函数 也 如 此 ， 由 定理 12. 8， 对 应 于 每 个 这 样 的 f， 存 
在 算 子 B(CPeE9(H) 使 得 


(BI) zy) = | ya (xz,y€ H) (6) 


(5) 和 (6) 的 比较 表明 BC 个) 二 TT， 于 是 @ 是 Gelfand 变换 的 道 的 延 拓 . 
显然 四 是 线性 的 . 
Gelfand-Naimark 定理 的 一 部 分 说 明 本 是 自 伴 的 当 且 仅 当 个 是 实 的 ， 对 于 这 


样 的 工 ， 
| ?du = (Tr,y) = (x1Ty) = T1717) = | Tau， 
A 


这 意味 着 ps = py: 所 以 Vz， yE€EH, 


(BF)z;y) = | Fay = | du = TB IT) = (x, (BY). 


于 是 
BF = (Bf)'. (7) 
我 们 的 下 一 个 目标 是 证 明 对 于 有 界 Borel 函数 上 和 8g， 
Sfg) = (8Bf) GBg). (8) 
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| sTdu， = (STzx,y) = | sa VS € CCA). 
从 而 若 把 S 换 为 任意 两 个 有 界 Borel 函数 ， 这 两 个 积分 相等 所 以 
| du， = | apr。 = (BA Tr,y) = (Tr,z) = | Tao 
这 里 xz 二 @B(f)'y， 再 有 车 将 个 换 为 g 第 一 个 和 最 后 一 个 积分 仍 相等 ， 因 此 
(Ber) = | des 一 | gay... 


一 ((Gg)zz) 一 ((Gg)z (BF) y) = (BN Dlg) zx,y) 
这 证 明了 (8). 
最 后 我 们 来 定义 E. 若 凤 是 A 的 Borel 子 集 ， 设 x。 是 特征 函数 ， 令 
E(w) = D(xy,) (9) 
由 (8)，ECw 门 w= 二 E(w)E(w)， 当 w= 二 ww 时， 这 说 明 每 个 E(w) 是 一 个 投 
影 ， 因 为 车 f 是 实 的 ， 由 (7)， 每 个 E(w) 是 自 伴 的 ，B(f) 是 自 伴 的 . 显然 
E(@)=B(0)= 二 0， 从 (5) 和 (06) 推出 ECA)= 二 I，E 的 有 限 可 加 性 是 (6) 和 


E,,y(w) = (E(w)7zx,y) = | = Cw), (Vzx,y € H) 


的 推论 ， 于 是 (6) 变 为 (2)， 现 在 由 定理 12. 21 推出 HB 有 = 上 f1 >. 

这 完成 了 (a) 和 (b) 的 证 明 . 

(c) 明 显 地 是 因为 每 个 fE L”(E) 是 简单 函数 ( 即 取 有 限 多 个 值 的 函数 ) 的 一 
致 极限 . 

下 面 假设 w 是 开 集 并 且 E(w) 二 0。 如 果 TE A 并且 个 的 支撑 在 w 中 ，(1) 
意味 着 T=0， 所 以 个 =0， 因 为 A==C(A)，Urysohn 引 理 现在 蕴涵 ww 二 忆 ， 这 证 
明了 (qd). 

为 证 (e)， 选 取 SE 级 ( 晶 )，x，yE 昌 并 且 令 < 一 S* >， 对 于 任何 TEA 和 任 
何 Borel 集 wCA 我 们 有 


CSTz,y) = (Tr,z) = | TaE..., (10) 

(TSz,y) = | Tags。， (11) 

(CSE(rzo)zyy) = (E(w)zx,2) = Er (Ww), (12) 

(E(w Sr,y) 一 Es,y(w), (13) 

车 对 于 每 个 TE€EA，ST= 二 TS，(10) 和 (11) 中 的 测度 相等 ， 故 SE(w) 一 

E(Cw)S。， 同样 的 理由 建立 了 逆 命 题 . 证 毕 . 醒 
现在 把 这 个 定理 特殊 化 到 单个 算 子 . 


12.23 定理 若 TEB( 晶 ) 并 且 芽 是 正常 的 ， 则 在 ol(T) 的 Borel 子 全 上 存在 惟 
r=| AdE). (1) 
oT 
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而 有 全 ， 每 个 投影 E(w) 和 每 个 与 本 可 交换 的 SE 级 ( 电 ) 可 交换 . 

我 们 称 这 个 玉 是 丁 的 谱 分 解 . 

有 了 时， 把 下 看 成 定义 在 C 中 所 有 Borel 子 集 上 是 方便 的 ; 为 了 达到 这 一 点 ， 
可 令 E(w) 二 0， 如 果 ww 站 oC( 了 ==2. 

证 明 设 A 是 (日 ) 的 包含 I，T，T'* 的 最 小 闭 子 代数 . 因为 工 是 正常 的 ， 
定理 12. 22 可 用 于 A， 由 定理 11.19， 通 过 对 于 每 个 AEcolT), 让 了 0) 一 4,，A 
的 极 大 理想 空间 能 够 与 o《( 了 T) 等 同 ， 现 在 EE 的 存在 性 从 定理 12. 22 推出 . 

另 一 方面 ， 若 EE 存 在 使 得 (1) 成 立 ， 定 理 12. 21 说 明 


p(T,T*) 一 | pA DdEQ), (2) 


其 中 p 是 任 一 两 变 元 ( 复 系数 ) 多 项 式 ， 由 Stone-Weierstrass 定理 ， 这 些 多 项 式 
在 CCc6T) ) 中 稠密 ， 所 以 投影 E(w) 被 积分 (2) 惟 一 确定 ， 从 而 像 定 理 12. 22 中 惟 
一 性 的 证 明 一 样 被 了 确定 . 

如 果 ST 二 TS， 则 由 定理 12. 16 又 有 ST 一 T* Si 从 而 S 与 A 的 每 个 元 可 
交换 .由 定理 12. 22(c) ， 对 于 每 个 Borel 集 wCo(T)，SE(w) 二 E(w)S. 国 
12.24 正常 算 子 的 符号 演算 若是 正常 算 子 TEB( 昌 ) 的 谱 分 解 ，f 是 oT 了 T) 
上 的 有 界 Borel 函数 ， 通 常 以 FCT) 记 算 子 


到 (六 = | ,faE (1) 


应 用 这 个 记号 ， 定 理 12. 22 到 12. 23 的 内 容 可 以 概括 如 下 : 
映射 f=f(T) 是 ol(T) 上 全 体 有 界 Borel 函数 的 代数 到 名 (及 ) 中 的 同 态 ， 它 把 
函数 1 映射 为 1， 把 ol(T) 上 的 恒 等 函 数 映射 为 合并 且 满 足 
f(D = f(D (2) 
和 
| FCT) HN RQ sup{| f0) | :A € oT)). (3) 
若 fEClol(T))，(3) 中 的 等 号 成 立 ， 从 而 f(T) 是 满足 


| PCTzlz: = | 11zdE。。 


的 Clo(T)) 上 的 同 构 . 

如 果 f, 一 f 一 至 收敛 ， 则 上 fC 了 一 DD 0(n>o0). 

如 果 SECH)，ST 一 TS， 则 对 于 每 个 有 界 Borel 函数 f，Sf(T) 二 f(T)S. 

因为 在 oC(T) 上 ， 恒 等 函数 可 由 简单 Borel 函数 一 致 遇 近 ， 由 此 推出 了 依 
勇 ( 百 ) 的 范 教 拓扑 是 投影 算 子 E(w) 的 有 限 线 性 组 合 的 极限 . 

下 面 证 明 包 含 了 这 种 符 导演 算 的 第 一 个 应 用 . 
12.25 定理 车 TE 红 ( 囊 ) 是 正常 的 ， 则 

| TI =sup(l (CTzz) |:zE H,|xr)| 1)}. 
证 明 取 s>0， 显 然 只 须 证 明 对 于 某 个 z,. EH，| zo =1， 


种 12 章 Bibpert 空 间 上 的 方 累 划 子 247 


| (CTzoyzo) |> | TH ~e. (1) 
因为 T= 个 ,= 二 p(T) (定理 11.18)， 存 在 和 ooEc(T) 使 得 | 1。| = 
首开 . 设 w 是 所 有 XEol(T) 的 集合 ， 它 使 得 | 一 1 | 二 e.。 如 果 互 是 工 的 谱 分 
解 ， 则 定理 12. 22(d) 意 味 着 E(w) 关 0， 从 而 存在 7。€E 日 i x。 二 1， 并 是 
E(w)xo = xo. 
对 于 AEw， 定 义 f(4) 二 4 一 no， 对 于 其 他 AEolT), 令 (4) 二 0， 则 
fT = (CT 一 iDECo). 


从 而 
f(T)xo = Tro 一 07Z0. 
所 以 
| CTroy xo) 一 1 |= | (CFCT)rzoyz) | | ACT) 1 < 
因为 对 于 所 有 EccT)，| ra) | 二 e， 这 蕴涵 (1)， 因 为 1%。1 = 二 上 TT. | 


为 了 明白 正常 性 在 这 里 是 需要 的 ， 设 荆 是 C?( 具 有 基底 e ，e) 上 的 线性 算 
子 ，Te 二 0，Tes 二 @， 则 | 下 | 王 1， 但 若 i z| 委 1， | CTz，z) | < 


我 们 的 下 一 个 结果 包含 了 定理 12. 15 的 逆 , 
12.26 定理 正常 算 子 工 E 引 ( 互 ) 是 

(a) 自 伴 的 ， 当 且 仅 当 c(T) 位 于 实数 轴 上 . 

(bp) 西 的 ， 当 且 仅 当 co(T) 位 于 单位 园 周 上 ， 

证 明 ”选取 A 像 定理 12. 23 证 明 中 那样 。 由 0) 一 * 并且 在 TD 上 CT*)* 00 二 
区 所 以 T=T* 当 且 仅 当 在 cCT) 上 上》 一 人、TT* = 了 当 且 仅 当 在 eC(T) 上 AM=1. 

国 

12.27 不 变 子 空间 像 定理 10. 35 中 一 样 ， 百 的 闭 子 空间 M 是 集合 Cg(H) 
的 不 变 子 空间 ， 如 果 每 个 了 EZ 把 M 映射 到 M 中 .例如 ， 了 的 每 个 特征 空间 是 
T 的 不 变 子 空间 ， 当 dimHE< co 时 ， 谱 定理 意味 着 每 个 正常 算 子 的 特征 空间 张 成 
五 . (证 明 提要 : c(T) 中 每 一 点 的 特征 函数 对 应 于 H 中 的 一 个 投影 ， 这 些 投 影 之 
和 是 ElecT))=1.) 若 dim 昌 =oo，T 可 能 不 具有 特征 值 (习题 20)， 但 是 正常 算 
子 仍 具有 非 平 凡 ( 即 不 为 (0) 和 五) 的 不 变 子 空间 ， 

事实 上 , 设 A 是 像 定 理 12. 22 中 一 样 的 正规 代数 并 且 互 是 它 在 A 的 Borel 子 
集 上 的 单位 分 解 ， 车 A 由 单个 点 构成 ， 则 A 由 了 的 标量 倍数 构成 并 且 日 的 每 个 
子 空间 在 A 之 下 是 不 变 的 .假设 A=wUw ， 其 中 w 与 w 是 非 空 不 相交 的 Borel 
集 ， 设 M 和 M' 是 E(w) 和 ECw ) 的 值 域 ， 则 对 于 每 个 TEA,，TE(w) 一 ECw) 工 . 
车 xEM， 由 此 推出 

Tz = TE(w)z = E(w)Tzx, 

故 有 TzEM. 同样 的 事实 对 于 M 也 成 立 . 

所 以 M 和 MM 是 A 的 不 变 子 空间 . 


248 第 三 部 分 Banach 代数 与 谱 论 


此 外 ，M = 一 Mi, 并 有 8 H=MO@M. 
用 同样 的 方式 ，A 到 有 限 多 个 (甚至 可 数 多 个 ) 不 相交 Borel 集 的 分 解 导 致 瓦 
到 A 的 两 两 正 交 的 不 变 子 空间 的 分 解 . 
如 果 瓦 是 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 ， 是 否 每 个 ( 非 正常 的 )TE 8( 吾 ) 都 具有 
非 平凡 的 不 变 子 空间 ， 这 是 一 个 悬而未决 的 问题 . 
正常 算 子 的 特征 值 
车 TE 级 ( 右 ) 是 正常 的 ， 它 的 特征 值 与 它 的 谱 分 解 具有 一 个 简单 的 关系 (定理 
12. 29)， 这 一 点 将 从 符号 演算 的 下 面 应 用 中 得 到 . 
12.28 定理 假设 TEg( 日 ) 是 正常 的 ， 下 是 它 的 谱 分 解 ， 若 fE CCc(T)) 并 且 
wo 二 '(0)， 则 
NCFCT)) = RCE(w,)). (1) 
证 明 在 上 令 gGQ)=1， 在 c(T) 的 其 他 点 上 令 g(4)= 二 0， 则 fg 二 0， 故 
f(T)g(T)==0. 因为 g(T)= 二 E(wo)， 由 此 得 出 
R(E(w)) CNCFCT)). (2) 


对 于 每 个 正 整数 n， 设 ww, 是 使 二 < | /(X) | < 的 所 有 AEo(T) 的 集合 . 
多 是 wo 关于 CT) 的 余 集 ， 则 也 是 不 相交 Borel 集 w 的 并 ， 定 义 


1 在 TO 上 ， 
f.(0) 一 I (3) 
0 在 olT) 的 其 他 地 方 . 
每 个 凡是 zc(CT) 上 的 有 界 Borel 函数 ， 并 且 
户 (T) FCT) = ECw) (n= 1,2,3,.). (4) 
如 果 f(T)z= 二 0， 由 此 推出 Elw,)z 二 0， 因 此 映射 w 一 E(xw)z 的 可 数 可 加 性 
(命题 12. 18) 说 明 E(w)x==0， 但 E(w) 十 E(w)==I， 所 以 E(wo)zx 王 x， 我 们 现 
在 证 明了 


NCFGCT)) CRCECeo))， (5) 
并 且 (1) 由 (2) 和 (5) 推 出， 国 
12.29 定理 假设 玉 是 正常 算 子 TE 级 (日) 的 谱 分 解 ，ho Eo《T)，Eo 一 
E({Xo)). 则 


Ca) NCT—hD)=R(E,). 

(bi 是 工 的 特征 值 当 且 仅 当下 , 关 0. 

(c)c(T) 的 每 个 孤立 点 是 下 的 特征 值 . 

(d) 此 外 ， 若 oo(T) 一 {h，h，1，…} 是 可 数 集 ， 则 每 个 工 E 如 有 惟一 的 
形 如 
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的 展开 式 ， 其 中 Tz, 一 AX.x,， 而 且 对 于 任何 iz)，zx, x). 

命题 (b) 和 (c) 说 明了 把 了 的 全 体 特 征 值 集合 称 为 工 的 点 谱 的 理由 . 

证 明 (Ca) 是 f(4) 一 人 一 io 时 定理 12. 28 的 直接 推论 ， 显 然 (b) 可 从 (a) 推 出 . 
车 % 是 ol(T) 的 孤立 点 ， 则 {hs} 是 ol(T) 的 非 空 开 子 集 ; 所 以 由 定理 12.22(b)， 
已 二 0， 从 而 Ce) 从 (b) 推 出 . 

为 了 证 明 (d), 令 巨 二 ECA4,))，i 二 1]，2，3, .在 olT) 的 极限 点 4,，E, 
可 能 为 0 也 可 能 不 为 0。 在 任何 一 种 情况 ， 投 影 已 有 两 两 正 交 的 值 域 . 也 一 
E(w)z 的 可 数 可 加 性 (命题 12. 18) 说 明 


DEzr= EC(T)zr=x (rE€H). 
1 一 】 


此 级 数 以 日 的 范 数 收 伍 . 若 x, 一 Ex ， 这 给 出 了 所 要 的 zx 的 表达 式 . 惟一 性 从 向 
量 z, 的 正 交 性 推出 ，Tz, 一 4.x, 从 (Ca) 推出 . | 
12.30 定理 正常 算 子 TE 多 ( 日 ) 是 紧 的 当 且 仅 当 它 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(a)ol(T) 没 有 0 以 外 的 其 他 极限 点 . 

(b) 若 4 了 0， 则 dimN(T 一 A 之 oo. 

证 明 对 于 必要 性 ， 见 定理 4. 18(d) 和 定理 4. 25. 

为 了 证 明 充 分 性 ， 假 定 (a) 和 (b) 成 立 , 设 人 A,}) 是 ol 了 的 非 0 点 列 ， 使 得 | | 之 
| | 宇 T46| 实 …， 若 A= 并且 im 令 (4)= 二 4， 在 olT) 的 其 他 点 ， 
f,(4) 二 0， 如 果 瑟 二 E({4,})， 像 定理 12. 29 中 那样 ， 

f(T) = E+ +AE,. 
因为 dimR(E,) 二 dimN(T 一 A.1)< 之 co ， 每 个 f,(T) 是 紧 算 子 . 因为 对 于 所 有 4E€ 
ol(T), | 4 一 .4) | 三 1 4, |， 我 们 有 
1T—fDI EIA1l>0 (一 co)， 
现在 由 定理 4. 18(c) 推 出 工 是 紧 的 . 国 

我 们 已 悄然 地 假定 了 c(T) 是 无 穷 的 ， 若 c(T) 只 包含 个 不 同 于 0 的 点 ， 则 
在 刚才 的 证 明 中 f,(T) = 人 下 ， 定 理 4. 18 是 不 需要 的 . 

12.31 定理 假设 TECH) 是 正常 的 和 紧 的 ， 则 

(a) 工 有 特征 值 +?，|X| 二 上 工 |， 

(b) 若 fECColT)) 并 且 f(0) 二 0，f(T) 是 紧 的 . 但 是 

(0c) 若 fECCol(T))，f(0) 关 0 并 且 dim 昌 二 co， 则 f(T) 不 是 紧 的 . 

证 明 ”因为 工 是 正常 的 ， 定 理 11. 18 说 明 存 在 4Ec(T)，|41|= 二 |T1. 若 
1 TH 守 0， 这 个 4 是 oCT) 的 孤立 点 (定理 12. 30)， 所 以 是 工 的 特征 值 ( 定 理 
12.29). 车 上 Te =0，(a) 是 显然 的 . 

为 证 明 (b), 取 e>>0, 5 汪 >0 使 | f() | 过 e, 若 |11 委 9 设 和 ,AnE 
xz(T) 并 且 | 4 | 之 8， 找 出 多 项 式 Q. (1 所 NN) 使 得 Q (X41) 一 1，Q;(%,) 二 0， 若 
j 关 k,l1 志 j 寺 NN. 定义 
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N A M 
PO0) = PD fA)(F) QO), 
k=1 * 


这 里 M 是 正 整数 ， 大 到 使 | 1 | 三 时 ，| PQ) | 二 e。 多 项 式 P 以 A 为 因子 ,由 
定理 4.18(f)，P(T) 是 紧 算 子 . 此 外 PQ) 二 fQ,)，1 志 j 志 NN. 由 此 推出 ，VYAE 
oCT)，| PD) 一 ff) | 过 2e， 故 上 PCT) 一 了 f(T) 上 二 2e， 定 理 4.18(c) 意 味 着 
f( 了 是 紧 的 . 

为 证 明 (c)， 不 失 一 般 性 ， 假 设 f(0)==1， 然 后 将 Cb) 应 用 于 1 一 f， 说 明 算 子 
S 二 1 一 f(T) 是 紧 的 . 设 刀 是 互 的 单位 球 ， 则 

BC SCB) + fT) B). 

如 果 fCT) 是 紧 的 ， 就 能 推出 B 属于 两 个 紧 集 之 和 中 ， 这 样 互 就 是 局 部 紧 的 ， 从 
而 是 有 限 维 的 ， 此 与 假设 矛盾 . | 


正 算 子 与 平方 根 


12.32 定理 假设 TEJ( 有 H)， 则 

(a) 对 于 每 个 XE 电 ，(Tx，X) 之 0 当 且 仅 当 

Cb)T 二 T* 并 且 oT)CE0，%). 

如 果 TE 红 (万 ) 满 足 (a)， 我 们 称 为 正 算 子 并 且 记 为 TT 宕 0, 

定理 断定 这 一 术语 与 定义 11. 27 一 致 . 

证 明 一般 地 ，(Tz，z) 和 (z，Tz) 互 为 复 共 罗 ， 但 若 (a) 成 立 ， 则 (7Tz， 
z) 是 实 的 ， 故 对 于 每 个 z6E 有 H， 

(zy Tez) 一 (Tzz) 一 (z,Tz)， 
由 定理 12. 7，T==T* ， 于 是 z(T) 位 于 实 轴 中 (定理 12. 25). 若 )>0，(a) 意 味 着 
az := Gr,z) EAT+ADz, x) T+ADz) 1 
故 有 
上 TT4ADz1l 之 站 zz 

从 而 由 定理 12. 12(c) ，T 十 MT 在 9(H) 中 是 可 道 的 ， 又 一 人 不 在 c(T) 中 ， 由 此 推 
出 (a) 蕴 涵 (b). 

现在 假定 (b) 成 立 ，E 是 T 的 谱 分 解 ， 于 是 


CTz,z) = | AdE,02) (ze HB) 
DD) 


因为 每 个 E,.; 是 正 测度 并 且 在 oC(T) 上 4 之 0， 我 们 有 (Tzx，x) 之 0， 于 是 (b) 
蕴 泣 (a). |] 
12. 33 定理 每 个 正 的 TE 级 (人 甩 ) 有 惟一 正 的 平方 根 SE 9G(H)， 著 工 是 可 逆 的 ， 
S 也 是 . 

证 明 设 和 A 是 名 (HH) 的 任 一 包含 T 和 工 的 闲 正 规 子 代数 ，A 是 A 的 极 大 理想 
空间 、 由 定理 11.18, A 二 CC(A)， 因 为 全 满足 定理 12. 32 条 件 (b)， 并 且 CT) 一 
人 CA) ,我 们 知道 了 T 宇 0， 因 为 每 个 非 负 连续 函数 具有 惟一 的 非 负 连 续 平方 根 ， 由 
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此 推出 存在 惟一 的 SEA 满足 S:== 丁 并且 S$ 之 0; 由 定理 12.32，S$ 之 0 等 价 
于 S 之 0. 

特别 地 ， 设 A。 是 这 些 代数 A 中 最 小 的 ， 则 存在 SvE 4。 使 得 S 二 本 并 且 
Su 志 0. 若 SE9( 囊 ) 是 工 的 任 一 正平 方 根 ， 设 4 是 细 ( 五 ) 的 包含 了 上 和 3 的 最 小 闭 
子 代 数 ， 则 TE A， 因 为 T=S:. 所 以 A,CA， 故 SEA 现在 上 面 一 段 的 结论 
说 明 S 一 So. 

最 后 ， 若 工 是 可 逆 的 ， 则 S-!= 二 T'S， 因 为 S$ 与 S$ 二 本 可 交换 . [| 
12.34 定理 若 TE(H),， 则 T' 丁 的 正平 方 根 是 对 于 任何 xEE 晶 ,满足 上 Px | 一 
| 下 的 惟一 正 算 子 PEZ(CDD)， 

证 明 首先 注意 

CT Tryz) = (Tr,Tr)= | Trl:>0 (zeE 万 )， (1) 
故 有 T* TT 宕 0，( 在 定理 11. 28 的 比较 抽象 的 情况 ， 这 一 点 多 么 难于 证 明 !) 
其 次 , 车 PE8B(H) 并 且 P 二 P*， 则 
(Px,x) = (Pzx,Pzx)= | Px 上 |: CxE€H) (2) 
由 定理 12.7 推出 ， 对 于 每 个 z€， 上 Pz 二 Tz 当 且 仅 当 P= 了 T* 工 . 

证 毕 . | 

每 个 复数 能 够 分 解 为 * 二 a | | ， 其 中 | a | 二 1， 这 个 事实 提出 了 试图 分 解 
TE (HH) 为 T=UP 的 问题 ， 其 中 UU 为 西 算 子 ，P 守 0， 如 果 这 是 可 能 的 ， 我 们 
称 UP 是 T 的 极 分 解 . 

注意 作为 西 算 子 ,，U 是 一 个 等 距 ， 从 而 定理 12. 34 说 明 已 由 了 惟一 确定 . 
12.35 定理 

(a) 若 TE(HD) 是 可 逆 的 ， 则 工 有 惟一 的 极 分 解 工 一 UP. 

(b) 若 TE88(H) 是 正常 的 ， 则 全 有 极 分 解 了 王 UP， 其 中 避 ， 已 彼此 可 交接 
并 且 与 工 可 交换 . 

证 明 (a) 若 全 可 道 ，T"* 与 T* 全 也 可 逆 ， 定理 12. 33 说 明 五 下 的 正平 方 
根 P 也 可 道 ， 令 U=TP-:， 则 CU 可 道 ， 并 且 

UrU = PT TP- 一 PPP- = 
从 而 UU 是 西 算 子 ， 因 为 P 可 逆 ， 显 然 TP-: 是 U 的 惟一 可 能 的 选择 . 

(b) 令 200= |4|1， ul2)==X/ AT， 当 ) 天 0，x(0) 一 1 则 户 和 w 是 oT) 
上 的 有 界 Borel 函数 . 令 P=p(T),，U 一 uw(T)， 因 为 p 之 0， 定理 12. 32 说 明 PP 过 
0， 因 为 二 =1，UU" =U*'U=I， 因 为 4 一 w(X)p(X)， 从 符号 演算 推出 T=UP. 

| 

注 每 个 TE8(H) 有 极 分 解 是 不 真 的 . (见习 题 19. ) 然 而 如 果 呈 是 T* 工 的 
正平 方 根 ， 则 对 于 每 个 zE 玉 ，| Pz 二 上 Tz 从 而 由 于 线性 ， 车 Px= Py， 
则 Tz 三 Ty， 公式 

VPzxz = Tz 
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定义 了 RC(P) 到 RCT) 上 的 线性 等 距 V， 它 可 以 连续 延 拓 为 RCP) 的 闭 包 到 RCT) 
的 闭 包 上 的 线性 等 距 . 

如 果 存 在 RCP)+ 到 R(T)+ 上 的 线性 等 距 ， 则 V 可 以 延 拓 为 日 上 的 西 算 子 ， 
这 样 工 就 有 一 个 极 分 解 . 当 dim 理 达 co 时 ， 这 一 点 总 会 发 生 ， 因 为 RCP) 和 RCT) 
有 同样 的 余 维 数 ， 

如 果 V 延 拓 为 由 Vy 二 0CVY yE RC(P)+ ) 确 定 的 秀 ( 五 ) 的 某 个 元 ， 则 Y 称 为 部 
分 等 距 . 

于 是 每 个 TE 和 (五 ) 具 有 分 解 式 T= 二 VP ， 其 中 PP 是 正 的 , V 是 部 分 等 距 . 

在 (a) 中 ，T，U， 已 任 两 个 都 不 必 是 交换 的 ， 例 如 


(9)- (1 oo 


与 定理 12. 16 结合 起 来 ， 极 分 解 导致 关于 正常 算 子 相似 性 的 一 个 有 趣 的 


结果 . 
12.36 定理 假设 M，N，TE38( 万 )，M 与 N 是 正常 的 ， 开 是 可 道 的 ， 并 且 
M = TNT. (1) 
如 果 TT 二 UP 是 工 的 极 分 解 ， 则 
M = UNU-， (2) 


满足 (1) 的 两 个 算 子 M 和 NN 通常 叫做 相似 的 ， 如 果 U 是 西 算 子 并 且 (2) 成 
立 ，M 和 NN 称 为 是 西 等 价 的 . 于 是 本 定理 断言 相似 正常 算 子 实际 上 是 西 等 价 的 . 

证 明 由 (1)，MT=TN， 所 以 由 定理 12.16，M* T=TN*， 因此 

T*M= (MD* 一 (CTN = NT', 
由 于 P= 二 T* 下 故 有 
NP: = NT’*T=T*MT=T*TN= PN. 
所 以 对 于 每 个 AE Clel(P)),，N 与 f(P?) 可 交换 ( 见 12. 24 节 . ) 因 为 P 之 0， 
ol( 忆 )C[0，oo)， 若 在 oCP) 上 ，f(4) 二 XA 人 宇 0， 由 此 得 出 NP= PN 所 以 (1) 
得 出 
M= (UP)NIUP) = UPNP-U- = UNU. 十 


可 逆 算 子 群 


对 于 Banach 代数 A 中 所 有 可 逆 元 的 群 ， 它 的 某 些 特征 曾经 在 第 10 章 末 必 狗 
述 过 ， 下 面 两 个 定理 包含 了 在 A 二 多 ( 旦 ) 的 特殊 情况 关于 这 个 群 的 进一步 信息 . 
12.37 定理 名 ( 态 ) 中 所 有 可 逆 算 子 工 的 群 G 是 连通 的 ， 并 且 每 个 TEG 是 两 
个 指数 型 算 子 的 乘积 . 

当然 ， 这 里 指数 型 算 子 是 形 如 exp(S) 的 任 一 算 子 ， 其 中 SE 9( 互 ). 

证 明 设 了 =UP 是 某 个 TEG 的 极 分 解 . 回忆 U 是 西 的 并 且 P 是 正 的 和 可 
道 的 . 因为 cCP)C(0，co)，log 是 o(P) 上 的 连续 实 函 数 . 从 符号 演算 推出 存在 
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自 伴 的 SE 多 ( 旦 ) 使 得 PP 二 exp(S)， 因 为 U 是 西 的 ，o (CU) 位 于 单位 圆周 上 ， 故 
o(U) 上 存在 有 和 界 Borel 实 函 数 了 满足 
exp{if (2)} =A (QE€E oOU)). 
(注意 可 能 不 存在 具有 这 一 性 质 的 任何 连续 函数 f1) 令 Q 二 A(U)， 则 QE 级 ( 昌 ) 是 
自 伴 的 并 且 U=exp(iQ)、 于 是 
T= UP = exp(1Q)explS). 
由 此 容易 推出 G 是 连通 的 . 假若 对 于 0 委 " 委 1， 了 T 由 
T, = exp(irQ)exp(rS) 
定义 ， 则 rT, 是 单位 区 间 [0，1J 到 G 中 的 连续 映射 ，T。 一 IT， 九 二 了， 证 毕 . 
国 
现在 自然 要 问 是 否 每 个 TEG 是 指数 型 的 而 不 仅仅 是 两 个 指数 型 算 子 的 乘 
积 ， 换 名 话说 ， 每 个 指数 型 的 乘积 是 指数 型 吗 ? 如果 dim 有 HH 二 o20， 回答 是 肯定 
的 .事实 上 ， 作 为 定理 10. 30 的 结果 ， 对 于 等 个 有 限 维 Banach 代数 都 是 肯定 的 . 
但 正如 我 们 即将 看 到 的 ， 在 一 般 情况 下 回答 是 否定 的 . 
12.38 定理 设 D 是 C 中 的 有 界 开 集 ， 使 得 集合 


0=(aocEcCc:c ED) (1) 
是 连通 的 并 且 0 不 在 也 的 闭 包 中 ,， 设 是 是 满足 
| | f ldm < (2) 
的 所 有 在 万 中 全 纯 的 函数 了 的 空间 ，( 这 时 ms 是 平面 中 的 Lebesgue 测度 )， 以 
D 
为 内 积 ， 则 互 是 Hilbert 空间 .定义 乘法 算 子 ME (HH)， 
(Mf)(z) = zf(z) (f EH,z € DD). (4) 


则 M 是 可 逆 的 ， 但 M 在 另 ( 互 ) 中 没有 平方 根 . 

因为 每 个 指数 型 算 子 有 任意 阶 的 根 ， 由 此 推出 M 不 是 指数 型 的 . 

证 明 显然 (3) 定 义 一 个 内 积 ， 它 使 日 为 西 空间 .现在 我 们 证 明 互 是 完备 
的 ， 设 太 为 D 的 紧 子 集 ， 它 到 DD 的 余 集 距离 为 8， 车 zEK，A 是 半径 为 6 中 心 
在 z 的 开 圆 盘 并 且 对 于 5EA，F( 89 =3a,(5 一 2=)"， 简 单 的 计算 说 明 


Dt ola" = | 17 ledm. (5) 
n=0 Ta 

因为 f(z)= 二 a。， 由 此 推出 
[fC Ex |fl (EK,f EH), (6) 


这 里 上 f= 二 Cf， 有 从 而 H 中 的 每 个 Cauchy 序列 在 DD 的 紧 子 集 上 一 致 收 
敛 ， 由 此 容易 推出 五 是 完备 的 .所 以 互 是 Hilbert 空间 . 

因为 DD 是 有 界 的 ，ME BCH).， 因 为 1/z 在 D 中 有 界 ，M '€ 8(H)， 

为 了 得 出 矛盾 ， 现 在 假定 对 于 某 个 QE B( 昌 )，M 一 ， 固 定 a€ 0Q, 令 4= 
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oz ， 则 AED. 定义 


M= Mil,S= Q—al,T= Q+tal. (7) 
则 
ST = M, = TS. (8) 
因为 我 们 处 理 的 是 全 纯 函 数 ， 公 式 
(Mg)(z) = (z—Ag(z) (z€E D,g € HH) (9) 


说 明 M, 是 一 一 的 并 且 它 的 值 域 RCM,) 恰 由 满足 f(X) 二 0 的 f€ 构成 .所 以 
(6) 说 明 RM, ) 是 余 维 数 为 1 的 互 的 财 子 空间 . 

因为 M 是 一 一 的 ，(8) 中 的 第 一 个 等 式 说 明 S 是 一 一 的 ， 第 二 个 说 明 工 是 
一 一 的 ， 因 为 RCM,) 关 日 ，M 在 8( 态 ) 中 不 是 可 道 的 从 而 S 和 工 至 少 有 一 个 
不 是 可 逆 的 .假设 S 不 是 可 逆 的 ， 因 为 M 二 ST，R(M)CRCS)， 故 RCS) 或 者 
是 RCM ) 或 者 是 入 ， 在 后 一 种 情况 ， 开 映射 定理 蕴涵 S 是 可 逆 的 ， 所 以 3 是 玖 
到 RR(CM,) 上 的 一 一 映射 ， 但 等 式 MW 二 ST 说 明 S 把 RCT) 映 射 到 RCM) 上 .所 以 
R(T) 二 了 H， 再 一 次 应 用 开 上 映射 定 理 说 明 TT '&€ 8(H). 

现在 我 们 证 明了 算 子 S 和 工 中 有 一 个 并 且 仅 有 一 个 是 在 8( 互 ) 中 可 逆 的 .从 
而 如 果 cEQ，a 和 一 a 中 恰 有 一 个 属于 oC(Q). 由 此 推出 0 是 两 个 不 相交 可 选 合 
集 r(QJna 与 -Co)mna 的 并 ， 两 者 都 是 (关于 Q) 闭 的 .因为 CQ) 是 紧 的 于 
是 M=Q 的 假定 导致 Q 不 是 连通 的 ， 与 假设 矛盾 . 

证 明 毕 . 图 

满足 定理 12. 38 中 假设 的 最 简单 区 域 的 例子 是 中 心 在 0 的 圆 环 ， 在 这 种 情 
况 ， 一 个 更 理性 的 证 明 由 习题 40 给 出 . 


B -代数 的 一 个 特征 


整个 这 一 章 用 到 的 一 个 事实 是 每 个 外 ( 瑟 ) 是 一 个 B' -代数 .我 们 现在 要 建立 
一 个 道 定理 (定理 12. 41) ， 它 断言 每 个 (交换 或 非 交换 )B" -代数 等 距 " - 同 构 于 某 
个 多 (本 ) 的 闭 子 代数 ， 其 证 明 依赖 于 充分 多 的 正 泛 杖 的 存在 性 ， 
12.39 定理 若 A 是 B' -代数 并 且 zEA， 则 在 人 上 存在 正 远 函 下 ， 使 得 
Fle) =1,F(zz*)= |‖z|:. (1) 
证 明 设 zz" = 二 x。， 由 定理 11. 28(e)， cz)C[0，ce). 车 A。o 是 由 e 和 x。 
生成 的 闭 子 代数 AvCA 的 极 大 理想 空间 ， 则 A。 二 CCA),， (由 定理 11. 19)7ze 是 
A, 上 的 非 负 实 连 续 函 数 . 它 在 某 个 点 hE As 达到 其 极 大 值 ， 于 是 


Zo) = rls= zl = lzl,. (2) 
由 f(z) 二 (1) 定义 A。 上 的 线性 泛 函 ， 则 
fle) =1,f(zz")= | zl’, (3) 
并 且 1 Fl =1， 因 为 | Frz 1 委 1zl- 一 zl，Yzc4， 


Hahn-Banach 定理 将 f 延 拓 为 A 上 的 线性 泛 函 Ff， 上 Fi=1， 我 们 需要 证 
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明 Y y€E A,，F(yy’ ) 之 0. 

固定 y€E A, 设 Ai 是 由 e 和 yy "生成 的 闭 子 代数 A, CA 的 极 大 理想 空间 ， 
则 Ai 二 CC(A1)， 用 下 通过 

p(x) = F(zx), (xr € A) C4) 

定义 CLA1) 上 的 线性 泛 函 p, 则 pg(1D)=ple@)=f(@)=1,， | p07) | 二 上 z=]zx1.， 
从 而 上 p==1 并 且 对 于 在 A 上 Zz 守 0 的 所 有 zEA， 引 理 5. 26 说 明 p(x) 宇 0， 车 
Zi 一 yy" ， 正 如 在 证 明 开头 看 到 的 ,在 A 上 zl 这 0, 于 是 F(yy” ) 一 下 (zi) 一 
9g(Zz1) 之 0， 恰 如 所 需 . 图 
12.40 定理 若 AA 是 B' -代数 并 且 wuEA，w 了 0， 则 存在 Hilbert 空间 如。 并 且 
存在 A 到 级 ( 玉 ,) 中 的 同 坊 T, 满足 T,(e) 二 了， 


T(x)= T(r)’ (zx € A), (1) 
iT allzl (re A), (2) 
并 且 上 TC) = 二 上 zl. 
证 明 ”我 们 把 x 看 成 固定 的 并 且 省 去 干 标 x。 国定 A 上 的 正 泛 函 FF， 下 满足 
Fle) 一 1, Fe w= lul’. 《3) 
由 定理 12. 39， 这 样 的 下 存在 ,定义 
Y= {y€ A:F(xy) = 0,Vr € A). (4) 


因为 下 连续 (定理 11. 31), Y 是 A 的 闭 子 空间 ， 以 x' 记 Y 的 陪 集 ， 即 A/Y 的 
元 素 ， 
x 一 zx 十 Y (rE€ A). (5) 
我 们 断言 
(ab’) 一 下 (0 a) (6) 
定义 了 A/Y 上 的 内 积 . 
要 知道 由 (6) 定 义 的 (a% ) 是 确定 的 ， 即 ， 它 是 与 代表 a 和 8 的 元 素 的 选择 无 
关 的 ， 具 须 说 明 当 a 或 者 6 至 少 有 一 个 在 Y 中 时 ，F(b*a) 一 0 车 a€Y， 由 (4) 
推出 FCb* a) 二 0. 若 5EY， 由 定理 11. 31(a) 并 且 再 次 应 用 (4) 则 


Fl(b*a) = F(a’b)=0. (7) 
于 是 (a 是 确定 的 ， 它 关于 a 线性， 关于 5 共 亏 线性， 并且 
(a’,a’) 二 F(a’a) 之 0， (8) 


因为 下 是 正 泛 函 ， 若 l(a， a 二 0， 则 F(a* 4) 二 0; 所 以 由 定理 11. 31(b)， 对 于 
每 个 zEA，FCza) 一 0， 故 acEY 并 且 a“ 一 0. 
于 是 A/ 这 是 内 积 空间 ， 具 有 范 数 | ao 中 ==Fla* a). 它 的 完备 化 空间 瓦 正 
是 我 们 要 寻找 的 Hilbert 空间 . 在 A/Y 上 定义 线性 算 子 T(x); 
TCz)a' = (za)》 (9) 
同样 ， 容 易 验 证 这 个 定义 与 a€a 的 选取 是 无 关 的 .因为 车 yEY，(4) 蕴 涵 xy€ 
Y.(Y 是 A 的 左 理想 . ) 显 然 r~T(z) 是 线性 的 并 且 
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T(x) T(x,) 一 了 (zizs) (ZX1 » Xs E A)， (10) 
特别 地 ，(9) 说 明 TC(e) 是 A/Y 上 的 单位 算 子 ， 现在 我 们 断言 
| Tc 委 1zl (eA). (11) 


一 且 证 明了 这 一 点 ， 算 子 T(x) 的 一 致 连续 性 就 能 使 我 们 将 它 延 拓 为 日 上 的 有 界 
线性 算 子 ， 注 意 
| TGz)ye ?= (Cra)’, (za)’) = Fla’ rz’ ra). (12) 
对 于 固定 的 a€ A， 定 义 G(xz)= 二 Fla' za). 于 是 G 是 4A 上 的 正 泛 函 .所 以 由 定 
理 11. 31(d)， 
Glz* x) Gle) | zr’. (13) 
从 而 
| Tra l= Gr) Flaa)|zrl:= la llzl’, (14) 
这 证 明了 (11). 
下 面 ， 计 算得 出 
(Tlz* a’,b) 一 (za ,60) = Fb* xa) = F((2w)' a) 
一 (ae ,Ww)) = (a’, T(r)6b) = (T(x)*a’,b’) 
这 说 明 对 于 所 有 a EA/Y，T(zx* )a 二 T(zx)*a’. 因为 A/Y 在 日 中 稠密 ， 这 证 
明了 (1). 
最 后 ，(3) 和 (12) 说 明 


ual? = Fw = | TOY)e :| TOGO) 1?, (15) 
因为 | e 上 : 一 F(e*e)= 二 Fl(e) 二 1. (11)，(15) 一 起 得 出 上 TG(w) 上 = 二 皮 lH,， 证 
毕 . | 


12.41 定理 若 A 是 B" -代数 ， 则 存在 A 到 级 (时) 的 闭 子 代数 上 的 等 距 "- 同 
构 ， 其 中 吾 是 适当 选取 的 Hilbert 空间 . 
证 明 设 互 是 定理 12. 40 中 构造 的 Hilbert 空间 H, 的 “ 址 和 ”， 这 里 是 互 的 
一 个 精确 的 描述 : 设 x,《v) 是 瓦 , 的 笛 卡 儿 乘 积 中 元 素 v 的 五 -坐标 . 则 由 定义 ， 
v€E 当日 仅 当 
Dir)’ < eco， (1) 


其 中 Cv) | 表示 元 (5) 的 日 . 范 数 ，(1) 的 收敛 性 意味 着 至 多 可 数 多 个 .Co 不 
为 0。 万 中 的 内 积 由 


CV) = DD mv nd)) vd € HH), (2) 
给 出 ， 故 (1) 的 左边 是 ev := (vw，v). 我 们 把 现在 的 末 满足 Hilbert 空间 的 全 
部 公理 留 下 作为 练习 . 


如 果 S.E (HH,)， 对 于 所 有 wu， 上 5S, ‖ 委 M， 并 且 Sv 是 这 样 的 向 量 ， 它 在 


五 . 中 的 坐标 是 
rs(So) 一 Suru Cv), (3) 
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容易 验证 车 v€ H，SvE HH，SE 8H( 晶 ) 以 及 
1 sl = sup | Ss, | . (4) 
现在 我 们 把 每 个 zx€E A 与 一 个 算 子 T(z)E 引 (有 万) 联系 起 来 ， 要 求 
mr Tz)v) = T(r) nv)), (5) 
其 中 TT, 和 定理 12. 40 中 一 样 . 因为 根据 定理 12. 40， 


[THzl = | Tx), (6) 
由 (4) 推 出 
| TGz) = supl T(z) 上 = zl (7) 
对 于 每 个 坐标 应 用 定理 12. 40 得 出 A 到 色 ( 昌 ) 中 的 映射 +- 一 T(z) 具 有 所 要 求 
的 其 他 性 质 . 国 
遍历 定理 


12.42 定义 “遍历 ”一 词 来 自 统计 力学 ， 在 那里 它 被 用 于 那些 系统 ， 其 中 对 于 
某 些 量 “ 时 间 平 均一 空间 平均 "， 为 了 看 一 个 简单 的 数学 的 例子 ， 设 /是 集合 Q 中 
某 个 代数 和 VW 上 的 概率 测度 ，y 映 Q 到 Q 中， 定义 它 的 迭代 : ==y, 六 一。 
4: 一 2，3，4，…)， 如 果 我 们 把 时 间 设 想 为 离散 的 ， 则 Q 上 的 函数 f/， 相 对 
,于 变换 y 的 “时 间 平 均 ” 是 

lim (f+ fo gt" tf yr), (1) 
倘若 这 一 极限 在 某 种 意义 下 存在 . 

一 个 函数 /EL' (yp) 的 “空间 平均 ”， 简 单 地 说 就 是 | fdp 


我 们 将 关心 从 0Q 到 Q 上 的 保 测 一 一 映射 这 是 指 V EE Uy(E), V1(E)E 

VW 并 且 它 们 的 测度 仍 是 xy(E)， 于 是 显然 VY fEL' Co)， 
| sp dy = | fa 

此 外 车 仅 当 uCE)=0 和 CE) 二 1 时 ,YLE) 一 EE YU 称 y 是 遍历 的 在 那 种 
情况 显然 每 个 可 测 函 数 5 满足 有 ? y=g a. EC， AL 则 g 是 常数 4， €. fi 

现在 我 们 可 以 叙述 von Neumann 的 平均 遍历 定理 ， 之 所 以 如 此 称呼 ， 因 为 
L? 收敛 习惯 上 称 为 “平均 收 仿 ” 
12.43 定理 设 (Q，%V, p) 像 上 面 一 样 ， 车 J: Q 一 9 是 一 一 的 和 保 测 的 ，f € 
L(y) ， 则 平均 

Ai = f+fo gt tf yn) 

以 L 度量 收敛 于 某 个 gE L(y). 

此 外 g。 yg， 从 而 若 y 是 澳 历 的 , 则 g == | yd 
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显然 第 二 个 断言 从 第 一 个 推出 ， 而 第 一 个 确切 地 说 是 
lim| | #—Af ldx=0. 
证 明 的 关键 是 注意 到 映射 [一 f。y 是 L(y) 到 L(y) 上 的 等 距 . 因此 是 
Hilbert 空间 L?(y) 上 的 西 算 子 . 下 面 定 理 12. 43 的 抽象 的 重新 表述 是 谱 定理 的 直 
12.44 定理 车 UE 名 ( 态 ) 是 西 算 子 ，x€ 互 ， 则 平均 


Axz = 二 (z+ Uz + + Uz) (1) 


以 互 的 范 数 拓扑 收敛 于 某 个 yE HH. 
证 明 设 EE 是 U 的 谱 分 解 . 在 单位 圆周 上 定义 函数 a, 和 6: 


ah) 二 二 (1 十 A 十 十 4m1)， (2) 
5(]1) 二 1，65(4) 二 0，YX 关 1， 则 Az 二 a,(U)zx， 设 y==6b5(U)z。 这 给 出 
1y—Aszl’ = ora rl’ = | 15 一 ao ldE. (3) 
因为 在 单位 圆周 上 | 5 一 a, | 过 1 并 且 点 态 地 (8 一 as)() 一 0， 控 制 收 伍 定理 说 明 
lim|| y—A,.rl =0. (4) 
| 


习题 
所 有 这 些 习题 中 ， 字 母 五 表示 Hilbert 空间 . 
1. 内 积 空间 的 完备 化 空间 是 Hilbert 空间 ， 更 细致 地 叙述 这 个 命题 并 证 明 
之 (作为 一 个 应 用 ， 见 定理 12. 40 的 证 明 . ) 
2. 假设 N 是 一 个 正 整 数 ，aEC， a* 二 1 并 且 a? 关 1. 证 明 每 个 Hilbert 空间 
的 内 积 满足 恒等式 
1 ~ a 
(zx,y) = NZ | z 十 eny ?a 
和 
(X,Y) 一 | 目 z 十 esy | ?ed0. 
推广 这 一 点 ; 集合 Q 上 的 哪 种 函数 f 和 测度 jy 导致 恒等式 
(zy) = | r+ fep) yl ducp)? 
3，(a) 假定 z, 和 在 五 的 团 单位 球 中 并 且 当 zcoe 时 ，(ze，y) 一 1， 证 
明 | zx, 一 | 一 0. 


Cb) 假定 zsE 互 ，z, 一 工 弱 收敛 并 且 ez 一 上 x. 证 明 | xz. 一 xz 一 0. 
4. 设 互 "是 互 的 共 斩 空 间 ， 定 义 %: H* 了 H， 
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yy (xz)= (ry (rE Hy EH') 
( 见 定 理 12. 5) 证 明 瓦 * 关 于 内 职 
[zy 了 二 (的 ,yr*) 
是 Hilbert 空间 ， 若 8: HH** 一 HH* 对 于 所 有 多 EH* 和 xz"EH** 满 足 
zz (0 ) 一 [y 四]， 
证 明 y$ 是 互 …… 到 百 上 的 同 构 ， 其 存在 性 列 涵 互 是 自 反 的 . 
5. 假设 {u,} 是 互 中 的 单位 向 量 序列 ( 即 站 zx, e 三 1)， 并 且 假 定 
=) | (wb) | < co. 


若 {a,} 是 任 一 标量 序列 ， 证 明 
AD a aul <a+tmDD la 
并 且 推 证 {a.} 的 下 面 三 个 性 质 彼此 等 价 : 


(Yale. 
Cb) > wu, 依 H 的 范 数 收 全 


(c) 对 于 每 个 y € 昌 , 》)o,(u,y) 收敛 . 


这 推广 了 定理 12. 6. 

6， 假 设 瑟 是 像 12. 17 节 中 那样 的 单位 分 解 ， 证 明 对 于 所 有 x，yEH 和 wE A， 

| Es,, (Cw) | < E,,, Cw)E,,, (Cw). 

7. 假设 UEB(H) 是 西 的 并 且 e 之 0. 证 明 如 果 oCU) 是 单位 图 周 的 真子 集 ， 

则 可 以 选取 标量 a。，…，a 使 得 
| 0 一 ao 一 aaU 一 … 一 o 太 | <e, 

但 若 xc(D) 复 盖 整 个 圆周 ， 这 个 范 数 总 不 小 于 1. 

8. 证 明 以 PU 代替 UP 的 定理 12. 35. 

9. 假设 T=UP 是 可 逆 算 子 TEB(CH) 的 极 分 解 . 证 明代 是 正常 的 当 且 仅 当 
UP=PU. 

10. 证 明 每 个 正常 可 道 算 子 TE BC(H) 是 某 个 正常 算 子 SE B(H) 的 指数 型 
算 子 . 

11. 假设 NEBCH) 是 正常 的 并 且 TE B(H) 是 可 道 的 . 证 明 TNT 是 正常 
的 当 且 仅 当 NN 与 工 工 可 交换 ， 

12，(a) 假设 S，TEBCH)，S 和 了 是 正常 的 ， 并 且 ST 二 TS. 证明 S 十 工 
和 ST 是 正常 的 . 

(b) 此 外 ， 若 S 关 0 并 且 T 守 0( 见 定理 12. 32) ， 证 明 S 十 T 之 0 并 且 ST 之 0. 

Cc) 然而 ， 说 明 存 在 S 宕 0 和 T 守 0， 使 得 ST 甚至 不 是 正常 的 (当然 S 了 天 
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TS). 事实 上 ， 当 dim 昌 =2 时 就 存在 这 种 例子 . 
13. 若 TE B( 态 ) 是 正常 的 , 说明 对 于 某 个 西 算 子 U，T* 二 UT. 何 时 U 


惟一 ? 


14. 假定 TE BC(H) 并 且 T* 丁 是 紧 算 子 . 说 明 工 是 紧 算 子 . 

15. 找 出 一 个 非 紧 算 子 TEB( 互 ) 使 得 ?二 0， 这 样 的 算 子 能 否 是 正常 的 ? 

16. 假设 TE B(HH) 是 正常 的 ， 并且 octT) 是 有 限 集 ， 尽 你 所 能 从 这 一 点 推导 
出 关于 工 的 尽量 多 的 信息 . 

17. 在 定理 12. 29(d) 的 假设 下 说 明 方程 Ty 二 x 有 和 解 y€ 日 当 且 仅 当 


Dilizl? < ee. 
t=1 


(车 对 于 一 个 i,，4, 二 0 则 对 于 这 个 i，z, 必 为 0). 
18，TE BCH) 的 谱 olT) 可 以 分 为 三 个 不 相交 的 片 : 
点 谱 o,《 了 T) 由 所 有 AEC 构 成， 对 于 它 ，T 一 X41 不 是 一 一 的 . 
连续 谱 o.(T) 由 所 有 EC 构成 ， 它 使 T 一 XI 成 为 理 到 日 的 稠密 真子 空间 上 
的 一 一 映射 . 
剩余 谱 o,(T) 由 其 余 的 所 有 AEolT) 构 成 . 
(a) 证 明 对 于 每 个 正常 的 TE B(H)， 其 剩余 谱 是 空 集 . 
(b) 车 互 是 可 分 的 ,证明 正常 算 子 TE B(H) 的 点 谱 至 多 是 可 数 的 . 
(c) 设 Se 和 Sz 是 作用 在 Hilbert 空间 站 上 的 右 移 和 左 移 算 子 ( 像 第 10 章 习 
题 2 一 样 定义 ). 
证 明 (Sx)' 二 Si 并 且 
op(S$1) = oSr) = (4%: |4 11), 
0.(S1) = o.(Sr) = {%: | A|= 1), 
or(Sr) = o, (Sg) = YZ. 
19. 设 Se 和 Si 如 上 ， 证明 无 论 Sx 或 者 Si 都 没有 极 分 解 UP， 其 中 U 是 酉 
算 子 而 P 宕 0. 
20. 设 “是 测度 空间 9 上 的 正 测度 ， 昌 =L?(y)， 具 有 通常 的 内 积 


(fr) = | fd 


对 于 $8EL” (jy)， 以 Ms(f 有 ) 二 $f 定义 乘法 算 子 M;， 则 ME BCH). 

$ 满足 什么 条 件 Ms 具有 特征 值 ? 给 出 一 个 oCM;) 二 o. (Ms) 的 例子 ， 证 明 每 
个 Ms 是 正常 的 .oCM) 与 $ 的 本 性 值 域 之 间 有 什么 关系 ?证明 $7>Ms 是 L™ Cp) 
到 BCH) 的 闭 子 代数 A 上 的 等 距 " - 同 构 . (为 了 使 最 后 的 论断 正确 ， 某 些 病态 的 
测度 y 必须 除外 . )A 是 否 为 BCH) 的 极 大 交换 子 代数 ? 提示 : 车 TE BCH) 并 上 且 
对 于 所 有 $EL” (oO ，TM 一 MT 以 及 pn(9)<co， 说 明了 是 用 (1) 所 作 的 乘 
法 ， 从 而 TEA. 

21. 假设 TE BCH) 是 正常 的 ，A 是 由 1, 工 和 了 T* 生成 的 B( 瑟 ) 的 闭 子 代数 ， 


第 12 童 了 Hilbert 空间 上 的 有 界 算 子 261 


工 以 BR) 的 范 数 拓扑 能 用 A 中 的 投影 的 有 限 线 性 组 合 通 近 . 

caCT) 满 足 什么 (充分 和 必要 ) 条 件 这 种 情况 出 现 ? 

22， 是 否 每 个 正常 的 TEB(5D) 在 B( 态 ) 中 具有 平方 根 ” 关 于 工 的 全 体 平方 
根 集合 的 势 你 能 说 些 什 么 ? 能 否 出 现 同一 个 工 的 两 个 平方 根 不 可 交换 ? 当 工 一 7 
时 这 一 点 是 否 出 现 ? 

23. 证 明 Fourier 变换 f 一 了 是 L?(R") 上 的 西 算 子 . 它 的 谱 是 什么 ? 建议 : 
当 n= 二 0 时 ， 计 算 


exp (二 卫 )( 二 ) exp( 一 Tz) (m=0,1,2,.") 


的 Fourier 变换 . 
24. 说 明 任 何 两 个 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 是 等 距 同 构 的 (通过 可 数 正 交 基 ， 
见 [23]). 说 明定 理 12. 38 中 的 空间 昌 是 可 分 的 . 从 而 说 明定 理 12. 38 前 面 的 问 
题 对 于 每 个 可 分 或 者 不 可 分 无 穷 维 空间 惠 回答 是 否定 的 . 
25. 假设 TE B(H) 是 正常 的 ，f 是 ao(T) 上 的 有 界 Borel 函数 并 且 S= ACT)， 
若 Er 和 Es 分 别 是 和 S 的 谱 分 解 . 证明 对 于 每 个 Borel 集 wCo(S)， 
Es(w) = Er(f!(w)). 
26. 车 S，TE BC(H),， 记号 S 之 TT 是 指 S 一 T 之 90， 即 
(Sr,7z) 之 (Tr,x), VZzE 万. 
证 明 关 于 自 伴 投影 算 子 P 和 QQ 的 下 面 四 个 性 质 等 价 : 
(a) P>Q. 
(b) RCP)IORC(O). 
(c) PQ=Q&. 
(d) QP=Q&, 
车 下 是 单位 分 解 ， 推 证 ECw ) 宇 E(w ) 当 且 仅 当 w Dw 
27. 假设 * 是 复 代数 A 中 的 对 合 ，g 是 A 中 的 可 逆 元 使 得 9 " 二 g 并 且 对 于 每 
个 TEA，x* 由 


定义 .说 明 * 是 A 中 的 对 合 . 
28, 设 A 是 所 有 复 4X4 上 矩阵 的 代数 .车 M= Cm, )EA，M" 是 M 的 转 置 共 


辆 : my ” mji. 令 


OO OOO“ OODLD 
OO OOOP~“ OO 
OOOOOoOoP~O 
OO OO oorr- 
OO OpP~” OO 
OO OOD 
OO OOD 
OO OOD 
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像 习 题 27 那样 定义 . 
M = 一 QIMQ (MEA). 
(a) 证 明 S 和 工 关于 对 合 + 是 正常 的 ，ST=TS 但 ST* 关 T*S. 
(b) 证明 S 十 工 不 是 * -正常 的 ， 
(c) 比较 | SSs*# 与 SI?. 
(d) 计算 谱 半 径 pC(S 十 S* ); 证 明 它 与 外 S 十 S*+ | 不同. 
(e) 定义 V=(vy)EA, 使 vs 一 Va 二 i，wvsi 二 vs 一 一 :， 其 余 v, 一 0 计算 
olVV* ); 它 不 在 [0，coo) 中 . 
Ca) 说明 定理 12. 16 对 于 某 些 对 合 不 成 立 ，(b) 说 明 对 于 习题 12(a) 有 同样 情 
况 ; (c)，(d) 和 (e) 说 明定 理 11，28 的 各 部 分 对 于 对 合 * 不 成 立 . 
29. 设 X 是 实 直线 上 的 所 有 三 角 多 项 式 的 向 量 空 间 : 它们 是 一 些 形 如 
Fi) = ciesl 二 "二 Ce 
的 函数， 其 中 5 ER，ceEC， 1 雪人 委 7. 证 明 


。 1 [4 一 六 
Ca = lim | AD Bhd 


存在 并 且 是 X 上 的 内 积 ， 
和 时 三 (CPP 方 三 ci 十 十 | cs |, 
并 且 X 的 完备 化 空间 是 不 可 分 Hilbert 空间 瓦 ， 证明 瑟 包 含 三 角 多 项 式 的 所 有 
一 致 极限 ; 它们 是 所 谓 的 R 上 的 “ 概 周 期 ”函数 . 
30. 设 瓦 。 是 无 穷 维 Hilbert 空间 ， 带 有 弱 拓 扑 ， 证 明 内 积 是 态 ,。 X ,上 分 


别 连续 而 不 同时 连续 的 函数 . 
31. 假定 T, EBCH),， n= 二 1，2，3，… 并 且 对 于 每 个 xEH， 
lim | Tz | = 0. 
能 否 推 出 对 于 每 个 xzE 万， 
lim|| T*zxzi1| =0 


32. 设 久 是 一 致 西 Banach 空间 ， 由 定义 ， 这 是 指 当 
lz il, yl 1l, lzrdtyl >2 

时 ， | zx 一 ?nr | -一 0. 

例如 每 个 Hilbert 空间 是 一 致 凸 的 . 

(a) 证 明 在 X 中 定理 12. 3 成 立 . 

(b) 假定 上 z= 二 1，AEX*， 上 AI=1 并 且 Az. 一 1. 证明 {x,} 是 Cauchy 
序列 (在 X 的 范 数 拓扑 中 ). 提示 : 考虑 A(Cz, 十 ze). 

(c) 证 明 每 个 AEX" 在 X 的 闭 单位 球 上 达到 它 的 最 大 值 . 

(d) 假定 x,>x 弱 收 敛 并 且 | zx. 一 下 zz. 证 明 上 zx 一 z 上 一 0。 提示; 归 
结 到 xz | 二 1 的 情况 .对 于 适当 的 A 考虑 ACz 十 z). 

(e) 说 明 上 面 四 个 性 质 在 某 些 Banach 空间 中 不 成 立 ( 例 如 ， 在 LL! 中 或 C 
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中 ). 从 而 这 些 空间 不 是 一 致 凸 的 ， 

33， 证 明定 理 12. 35 后 面 注 中 关于 dim 理 二 oo 情况 的 断言 . 

34. 找 一 个 既 非 西 的 又 非 自 伴 的 算 子 TE BC(H)， 具 有 olT) 王 (1). 

35. 车 S 是 自 伴 的 ，U 二 exp(iS), 证 明 U 是 酉 算 子 ， 由 此 以 及 cz(D) 位 于 贺 
周 上 的 事实 得 出 a(S) 位 于 实数 轴 上 . 

36. 若 TE B(H) 是 正常 的 ,证明 RCT* ) 一 R(T). 提示 :应 用 定理 12. 35， 
T=T*U:’. 

37. 在 昌 =L(0, 1) 上 以 (Tf 有 ) (xz) 一 x 了 Cx) 定 义 T. 证 明 工 是 自 伴 的 并 且 
R(T) 是 日 的 稠密 真子 空间 . 

38. 找 一 个 非 正常 的 算 子 TE BCH)， 使 得 

ITI = sup{| (CTzsz) |: x E H,lz) 1). 

(这 说 明定 理 12. 35 没有 逆 . ) 

39. 证 明 工 和 工 ' 可 能 有 相同 的 0 空间， 即使 不 是 正常 的 . 

40. 设 DD 是 C 中 中 心 在 0 的 圆 环 ， 定义 万 MEBCH) 如 同 定理 12.38. 通过 
完成 下 面 提纲 证 明 M 在 BCBHD) 中 没有 平方 根 : 设 QEBCH), Q@ 一 M. 令 uz) 二 1， 
v(z) 一 zx， 有 二 Qu， 因 为 QM=MQ， 归 纳 法 表明 对 于 所 有 整数 mn，Qv 一 po". 由 
Laurent 级 数 展开 推出 Y f€ 晶 ， Qf 二 hf， 这 导致 所 二 v， 即 VzED, h*(z) 二 z， 
这 不 可 能 . 

找 出 M 的 伴随 M* (应 用 Laurent 级 数 ). 
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13.1 定义 设 互 是 Hilbert 空 间 ， 我 们 现在 把 五 中 的 算 子 理解 为 定义 域 3(T) 
是 五 的 子 空 间 ， 值 域 R(T) 在 互 中 的 线性 映射 , 
没有 假定 TT 是 有 界 的 或 连续 的 . 当然， 如果 工 (关于 29(T) 从 互 诱导 的 范 数 
拓扑 ) 是 连续 的 ， 则 工 有 到 9(T) 的 闭 包 的 连续 延 拓 ， 从 而 有 到 互 的 连续 延 拓 ， 
因为 3(T) 在 互 中 是 可 余 的 ， 在 这 种 情况 ， 人 是 %( 五 ) 的 某 个 元 到 2(T) 的 限制 
互 中 的 算 子 工 的 图 像 38(T) 是 由 {zx，Tz} 构 成 的 肪 XH 的 子 空间 ， 其 中 x 遍 
历 9(T). 显然 ，S 是 T 的 延 拓 ( 即 2(T)C9(CS) 并 且 对 于 xzE€9(T)，Szx==T(x) 
当 目 仅 当 儿 (T)C$(S)， 这 个 包含 关系 常常 写成 更 简单 的 形式 
TCS. (1) 
互 中 的 闭 算 子 是 它 的 图 像 为 日 XH 的 闭 子 空间 的 算 子 ， 由 闭 图 像 定理 ， 
TE 9G( 五 ) 当 且 仅 当 34T)== 昌 并 且 工 是 闭 的 . 
我 们 希望 有 一 个 Hilbert 空间 伴随 TT* 与 工 对 应 ， 其 定义 域 9CT"* ) 由 使 得 线 
性 泛 函 
rr— (Tr,y) (2) 
在 9(T) 上 连续 的 全 体 y€E HH 构成， 如 果 y€E 9(T* )， 则 Hahn-Banach 定理 把 (2) 
延 拓 为 HH 上 的 连续 线性 泛 函 ， 从 而 存在 T" yE 互 满 足 
(Tr,y) = (zx,T*y) (zx € 9(7)), (3) 
显然 ，T* y 被 (3) 惟 一 确定 当 且 仅 当 9(T) 在 互 中 稠密 ， 即 当 且 仅 当 工 是 稠 定 
的 . 因此， 能 够 提供 伴随 算 子 T* 的 只 有 稠 定 算 子 ， 通 常 的 验证 说 明 TT" 也 是 旷 
中 的 算 子 ， 即 9(T* ) 是 互 的 子 空间 并 且 工 " 是 线性 的 . 
注意 若 TEB(CH)， 则 这 里 给 出 的 工 " 的 定义 与 12. 9 节 给 出 的 相同 .特别 地 ， 
29(T*)=H 并 有 T* €B(H). 
对 于 无 界 算 子 的 通常 代数 运算 应 该 小 心 处 置 ， 必 须 看 清 定义 域 . 这 里 是 关于 


和 与 积 的 定义 域 的 自然 定义 : 
9(S+ TT) = 2(5) 站 9(7), (4) 
9(ST) = {xz € 29(T).:Tzr € 9(S)). (5) 
通常 的 结合 率 
(RS)++T= R+i+(S+T), (RS)T = R(ST) (6) 


成 立 ， 至 于 分 配 率 ， 其 中 之 一 ， 即 (R 十 S)T=RT 十 ST 是 成 立 的 . 但 另 一 个 只 能 
以 形式 

T(R+S)DOTR+TS (7) 
成 立 ， 因 为 可 能 出 现 (R 十 S)zE 39(T)， 其 至 Rz 或 Sz 之 一 不 在 34T) 中 . 标量 
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乘法 定义 如 下 : 若 a 二 0， 则 2CaT)= 互 并 且 aT 王 0. 车 e 和 0， 则 2(cT) 一 90CT) 
并 是 YXEQCT), (aT)zx=a(Tz). 
13.2 定理 假设 S，T 和 ST 是 玉 中 的 稠 定 算 子 . 则 
T*S* CC (ST)*. (1) 
此 外 ， 若 SE 54( 万 ) ， 则 
T*S* 一 (9S7T) . (2) 
注意 (1) 断 言 (ST)* 是 T* S' 的 延 拓 (2) 意味 着 T* S* 与 (ST) 实际 上 有 同 
样 的 定义 域 . 
证 有 明 假设 zeE9(ST) 并 且 y€23CT*S*), 因为 zxE93(T), S*yE€ 
2(T* ), 则 


(Tz,S’y)= (rx,T’”S’y). (3) 
因为 TzE9(S)，yE9(S )， 则 
(STzx,y) = (Tz,S"* y). (4) 
所 以 
(STz,y) = (zx,T* S" y). (5) 
这 证 明了 (1). 


现在 假定 SE BCH)，y€ 9((ST)' )， 则 S € 级 (有 H),，— 故 9(S* ) 二 日 并 且 对 
于 每 个 zx€ 2(ST)， 


(Tr,S*y) = (STz,y) = (zx,(ST)' y). (6) 
所 以 S* yE9CT* )， 从 而 yE QCT* S* )， 现 在 (2) 从 (1) 推 出 . | 
13.3 定义 互 中 的 算 子 工 称 为 是 对 称 的 ， 如 果 对 于 任何 zE9(T) 和 yES92(CIT)， 
(Tryy) = (x, Ty). (1) 

于 是 笛 定 对 称 算 子 恰 好 是 满足 
TCT’ (2) 


的 算 子 ， 
如 果 T=T" ， 则 称 工 是 自 伴 的 . 
当 TE 59( 媚 ) 时 ， 这 两 个 性 质 显 然 是 一 致 的 ， 一 般 说 来 二 者 不 同 . 
此 外 ， 若 93(T) 是 稠密 的 并 且 VzE9(T)，yE9(S)，(Tz，y) 一 (zZ，937)， 
则 SCT*. 
13.4 例 设 昌 =LL==L?([0，1])( 关 于 Lebesgue 测度 )， 我 们 在 L* 中 定义 算 
子 石 ，T 和 Ts 它们 的 定义 域 如 下 : 
9(T) 由 在 [0，1] 上 具有 导 函 数 /EL? 的 全 体 绝对 连续 函数 构成. 
Q(T,) = QT) NN {f:760) = f0)}. 
QT,) = DT) NN {Ff:f00) = AFL) = 0). 
它们 在 L? 中 是 稠密 的 .定义 
Tif=if’, fEQT), k=1,2,3. (C1) 
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我 们 断言 
Ti: =T, T=T,, T=T1. (2) 
因为 TCTCTi， 由 此 推出 T 是 对 称 (但 不 自 伴 ) 算 子 Ts 的 自 伴 延 拓 ， 并 
且 T, 的 延 拓 TT 不 是 对 称 的 . 
证 我 们 证 明 (2). 注意 当 f€E 9(T,)，g€ 2304T,) 并 且 mm 十 k 二 4 时， 


(Tf en) = | (V8= | /0 = (fF,T,g)) (3) 
因为 此 时 f(1)g(1) 二 f(0)g(0)， 由 此 推出 T,CT? 或 者 
TCT, TCT, TCT. (4) 


现在 假设 gE9(T:), $=Tig. 令 B(z) 一 | 则 对 于 fe 96T)， 


1 _ _ 
| ez- (Tif sg) = (fp) = /CD BT 一 | .75. (5) 


当 二 1 或 2 时 ，9(T,) 包 含 非 零 常数 ， 故 (5) 蕴 涵 @(1) 二 0， 当 k=3 时 ，f(1) 二 
0， 由 此 推出 ， 在 所 有 情况 下 ， 
ig — BE R(T)+. (6) 
因为 R(T1)==L:， 当 k=1 时 ,， ig 二 @， 又 因为 在 那 种 情况 8(1) 一 0, gE 
9(T,). 于 是 TY CT,. 
若 上 =2 或 3， 则 R(T;) 由 所 有 使 | ju 一 0 的 EL? 构成 ,于 是 
R(T,) = R(Ts) 一 Y+， (7) 
其 中 YY 是 L 的 包含 常 函数 的 一 维 子 空间 ， 所 以 (6 意味 着 ig 一 8B 是 常数 ， 从 而 5 
绝对 连续 并 且 g EL:， 即 gE€9CT1)， 于 是 Ts CT. 

若 上 =2， 则 8B(1) 二 0， 从 而 g(0)==g(1)，g E929(Ts). 于 是 Tz CC 于. 

证 毕 

在 转向 对 称 算 子 与 自 伴 算 子 之 间 关 系 的 更 详细 研究 之 前 ， 我 们 插入 另 一 个 
例子 . 

13.5 例 设 电 =L:，, 像 例 13.4 一 样 ， 对 于 fE9(T) 定 义 Df=f (精确 的 定 
义 域 现在 不 太 重 要 )， 并 且 定 义 CM 有 (2)=tf(1)， 则 CDM 一 MD)f 二 或 者 

DM— MD=1, (1) 
这 里 1 表示 D 的 定义 域 上 的 单位 算 子 . 

于 是 单位 算 子 是 作为 两 个 算 子 的 换 位 子 出 现 的 ， 其 中 仅 有 一 个 是 有 界 的 ， 量 
子 力学 中 提出 的 问题 是 ， 单 位 算 子 能 否 是 上 两 个 有 界 算 子 的 换 位 子 ， 不 仅 在 
务 ( 百 ) 中 ， 就 是 在 任何 Banach 代数 中 回答 都 是 否定 的 . 

13.6 定理 如 果 A 是 具有 单位 元 e 的 Banach 代数 ，z，yEA， 则 
zy 一 yz 天 ee. 

下 面 证 明 属 于 Wielandt， 连 A 的 完备 性 都 没 用 到 . 

证 明 假定 zy 一 yz 二 e。 做 归纳 假设 
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xX"y— yx" 二 nz"! 关 0， (1) 
对 于 n==1， 已 假定 成 立 ， 如 果 对 于 某 个 正 整 数 x，(1) 成 立 ， 则 z" 隆 0 并 县 
Xiy— yx! = (ry 一 名) 十 (zy ~ yr DZ 
一 Zre 十 ?Hz 之 一 (2 十 1)z7， 


故 将 半 换 为 2 十 1，(1) 成 立 ， 由 此 推出 ， 


alz™T |= ley S21rl yl <2 | zl lyl, 
或 者 n<2 1 zy， 这 显然 是 不 可 能 的 . 加 
图 像 与 对 称 算 子 


13.7 图 像 车 妃 是 Hilbert 空间 ， 通 过 定义 日 XH 的 两 个 元 {a, 6b), {c,d) 
的 内 积 为 
({a,b), {c,d}) = (a,c) + (6b,d), (1) 
HXHH 可 以 成 为 Hilbert 空间 ， 其 中 Ca，c) 表 示 互 中 的 内 积 。 我们 把 验证 它 满足 
12. 1 节 中 列 出 的 全 部 性 质 留 下 作为 练习 ， 特 别 地 ，HX 互 中 的 范 数 由 
| {a,b ?= lall’*+t lol? (2) 


V{a,b} = {—b,a} (a,b € H). (3) 
则 V 是 吾 XH 上 的 盏 算 子 ， 满足 二 一 I 因此 若 M 是 豆 X 互 的 任 一 子 空间 ， 
ViM=M. 
由 这 个 算 子 得 出 通过 本 对 于 全 的 一 个 值得 注意 的 描述 . 
13.8 定理 车 工 是 五 中 的 稠 定 算 子 ， 则 
g(T*) 一 [VSGCT)]+， (1) 
后 者 是 V9(T) 在 日 XH 中 的 正 交 补 空间 . 
注意 一 旦 知道 了 9CT" )，9(T ) 和 T' 也 就 知道 了 . 
证 明 ”下 面 四 个 论述 中 每 一 个 明显 地 等 价 于 它 后 面 和 (或 ) 前 面 一 个 . 


{y,z} € GT"). (2) 
(Tr,y) = (x,z) (Vr € 29(T)) (3) 
({— Tr,xr},{y,2})) =0 (Vx € 29(T)) (4) 
{y,z} €E [VGCT) + (5) 

是 


13.9 定理 车 本 是 日 中 的 币 定 算 子 ， 则 TT* 是 闭 算 子 ,特别 地 ， 自 伴 算 子 是 闭 
的 . 

证 明 ”对 于 每 个 MCHXH，M1 是 闭 的 .所 以 由 定理 13. 8， gC(T'*) 在 HX 
五 中 闭 . | 
13. 10 定理 若 荆 是 是 中 的 闭 秽 定 算 子 ， 则 
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HxH=V8$(T OD YT’) (1) 
一 一 两 个 正 交 子 空间 的 直 和 . 
证 明 若 汪 T) 是 闭 的 ，VS(CT) 也是. 因为 V 是 西 的 ， 从 而 定理 13. 8 蕴涵 


V8(T) 二 [8(T* )]+， 见 定理 12. 4. 图 
推论 若 a，65E 昌 ， 则 方程 组 
一 Tzr 十 > 一 
并 十 了 yy 一 六 


有 惟一 的 解 z-E 9(T)，y€ 9(T*). 

下 一 个 定理 令 述 了 对 称 算 子 成 为 自 伴 算 子 的 某 些 条 件 . 
13. 11 定理 假设 工 是 五 中 的 笛 定 算 子 并 且 了 是 对 称 的 . 

(a) 若 BCT) 二 电 ， 则 荆 是 自 伴 的 并 且 TE 多 (H). 

(b) 著 开 是 自 伴 的 和 一 一 的 ， 则 RCT) 在 互 中 秽 密 并 且 工 -! 是 自 伴 的 ， 

(c) 车 R(T) 在 日 中 稠密 ， 则 本 是 一 一 的 . 

(d) 若 R(T) 二 彩 ， 则 工 是 自 伴 的 并 且 TE€ 8(H)， 

证 明 (a) 由 假设 ，TCT* ,车 9(T) 二 有 H， 显然 T= 二 T*， 所 以 工 是 闭 的 
(定理 13. 9)， 从 而 由 闭 图 像 定理 它 是 连续 的 (还 可 以 应 用 定理 5. 1) 

(b) 假设 yLRCT). 则 zx 一 (Tz，y) 一 0 是 在 84T) 中 连续 的 ， 所 以 yE€ 
Q(T'* ) 二 9(T) 并 且 对 于 所 有 XE9(T)，(x，Ty) 二 (Tx，y) 二 0 于 是 Ty=0. 
因为 工 假定 是 一 一 的 ， 由 此 推出 y= 二 0。 这 证 明 R(T) 在 日 中 稠密 . 

因此 T! 是 稠 定 的 ，2(T"!)= 二 R(T) 并 有 昌 (TT!)* 存在 .关系 式 

GT) = VG(— TT),VGCT!) = Y(—T) (1) 
是 容易 验证 的 . 
{a,b} E HT YO{ba) E HTIOtb, —a} € 9(—T) 
{a,b} E VG(— T). 
因为 工 自 伴 , 工 闭 (定理 13.9)， 从 而 由 (1)， 一 全 ， 荆 ' 闭 ， 定 理 13. 10 可 以 应 
用 于 TT"! 和 一 修得 出 正 交 分 解 


Hx H=V8(T) OD YT )') (2) 
以 及 
Hx H=Vg(—DOBYIT) = HT!) BVGITY). (3) 
因此 ， 
G(T) ) 一 [VGCT ) 1 = GT), (4) 
这 说 明 (T DD)*=T71. 
Cc) 假设 Tz=0， 则 对 于 每 个 y€ BC(T)，(x，Ty) 二 (Tx，y) 二 0. 于 是 xz 
R(T)， 从 而 z 一 0. 


(d) 因为 RT) 二 及 ，(c) 意 味 着 全 是 一 一 的 并 且 93(T ')=H. 着 Xz€H,， 
yE 瑟 , 则 对 于 某 个 zE Q(T)，wE 98(T)， zx 二 Tz，、y 一 Tw， 邦 有 
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(Tx,y) = (z,Tw) = (Tz,w) 一 (zy T 1y). 
所 以 三 :是 对 称 的 . (a) 蕴 涵 T! 是 自 伴 ( 和 有 界 ) 的 ， 现 在 从 (b) 推 出 个 = CT-)! 
也 是 自 伴 的 . 国 
13. 12 定理 车 了 是 瓦 中 的 闭 笛 定 算 子 ， 则 9(T' ) 是 稠密 的 并 且 T"* 一 工 
证 明 因为 V 是 本 的 并 且 妈 三 一 T， 定 理 13. 10 给 出 正 交 分 解 


Hx H= YT) DVSGCT:). (1) 
假设 z |] 9CT* )， 则 (z，y)==0 从 而 对 于 所 有 y€E 2CT*) 
({0,z},(— T* y,y}) 二 0， (2) 


于 是 {0，z} EL[V38CT* )]+ 二 8(T)， 这 意味 着 x 二 TC(0) 一 0. 因此 ，92(T” ) 在 互 
中 稠密 并 且 T** 有 定义 . 
再 一 次 应 用 定理 13. 10 给 出 


Hx H=VAT') DYT''). (3) 
由 (1) 和 (3)， 

CT"*) = [VET )]: = YT), (4) 
故 有 T" “二 TT. 遂 


我 们 现在 将 看 到 形 如 T*" T 的 算 子 具有 有 趣 的 性 质 ， 特别 地 ，2(CT" 本 ) 不 可 
能 太 小 . 
13.13 定理 假设 修 是 昌 中 的 闭 翻 定 算 子 并 且 Q= 二 I 十 T* 工 . 
(a) 在 这 些 假设 之 下 ，Q 是 
29(Q) = 29T*TD = {rE 9D: Tr € UAT’))} 
到 电 上 的 一 一 映射 并 且 存 在 B，CE 名 (HH) 满足 Be 志 1， 上 | Cll,，C=TB 以 
及 
BO(I+T*T)C(I+T*TB=1. (1) 
此 外 ，B 之 0 并 且 TT* 丁 是 自 伴 的 . 
(b) 若 T 是 荆 在 9CT* 丁 ) 上 的 限制 ， 则 SCT) 在 GT) 中 稠密 . 
这 里 和 今后 ， 字 母 1 表示 以 日 为 定义 域 的 单位 算 子 . 
证 明 车 zE9CQ) 则 TzE9(T  )， 故 有 
(rz) 十 (TzTz) 一 (zz) 十 (zT Tr) = (zx,Qr). (2) 
从 而 上 zi ?过 上 zj QzrH， 这 说 明 Q 是 一 一 的 . 
由 定理 13. 10，、， 对 应 于 每 个 h€ 互 有 惟一 的 向 量 Bh € 9(T) 和 惟一 的 ChE 
9(T* ) 使 得 
{0,h} = {— TBh ,Bh} + {0,T* On}. (3) 
显然 B 和 C 是 以 日 为 定义 域 的 再 中 的 线性 算 子 . (3) 的 右边 的 两 个 向 量 是 彼此 
正 交 的 (定理 13. 10)， 从 而 肪 XH 中 范 数 的 定义 意味 着 
上 关上 六合 十 上 CO Ge€eH), (4) 
故 有 Bl 过 1,， 上 Cl 委 1. 
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考察 (3) 中 的 分 量 说 明 C= 二 TB 并 且 对 于 每 个 hE€H， 
h=Bhai+TC = BhT’*TBh = QBh. (5) 
从 而 QB 二 I， 特别 地 ，B 是 电 到 2(Q) 上 的 一 一 映射 ， 若 yE 29CQ)， 则 对 于 某 个 
hE 有 HH,，y 王 Bh， 所 以 Qy 一 QBh 一 h,， 并 且 BQy 二 Bh 一 y， 于 是 BQCT，(1) 
得 证 . 
若 关 E 互 ， 则 对 于 某 个 <E9CQ)，AEQzrz， 从 而 由 (2)， 
(Bh,h) = (BQz,Qr) = (zyQz) 过 0. (6) 
于 是 B 之 0，B 是 自 伴 的 (定理 12. 32)， 现 在 定理 13. 11(b) 说 明 Q 是 自 伴 的 ， 所 
以 T*"T==Q 一 I 自 伴 . 
这 完成 了 (a) 的 证 明 . 
因为 是 闭 算 子 ，9(T) 是 玉 X HH 的 闭 子 空间 ; 所 以 8(T) 是 Hilbert 空间 ， 
假定 {z，Tz} € 9(T) 正 交 于 9《T ) 则 对 于 每 个 x-€E 9(T* TT) 二 3(Q)， 
0= ({x,Tz},{x, Tr}) = (z,7x)++ (Tz, Tz) 
一 (z,Z) 十 (zz 了 Tr) = (z,Qr)., 
但 RCQ) 王 五， 所 以 xz 一 0. 这 证 明了 (b). | | 
13.14 定义 ”五 中 的 对 称 算 子 工 称 为 是 极 大 对 称 的 ， 若 全 不 具有 真 对 称 延 拓 ， 
即 若 
TCS，S 对 称 (1) 
则 S=TT, 
13.15 定理 自 伴 算 子 是 极 大 对 称 的 ， 
证 明 假设 工 是 自 伴 的 ，S 是 对 称 的 ( 即 SCS* ) 并 且 TCS( 直 接 由 伴随 算 
子 的 定义 ). 这 个 包含 关系 蕴涵 S" CT*. 所 以 
SCS*CT=TCS, 
这 证 明 $=. | 
应 该 注意 极 大 对 称 算 子 不 必 是 自 伴 的 ， 见 例 13, 21 和 习题 10. 
13.16 定理 车 工 是 五 中 的 对 称 算 子 ( 不 必 稠 定 )， 下 面 论 述 成 立 . 
(a) 外 Tz 十 这 用 :下 z :十 外 Tzl2 (rE QT). 
(b) 开 是 闭 算 子 当 且 仅 当 民 (T 十 i 门 是 闭 的 ， 
(c) T 十 订 是 一 一 的 ， 
(d) 若 R(T 十 i])= 二 及 ， 则 全 是 极 大 对 称 的 . 
(e) 若 把 i 搁 为 一 i， 上 面 论述 仍 是 真 的 . 
证 明 ”从 恒等式 
| Trt+izl:= z+ | Trl Czr,Tr)+ (Tr,ir) 
以 及 工 的 对 称 性 推出 (a)， 由 (a)， 
(T+il)r<—> {zx, Tz) 
是 T 十 江 的 值 域 和 T 的 图 像 之 间 的 等 距 一 一 对 应 ， 这 证 明了 (b)， 然后 ，(c) 也 是 
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Ca) 的 直接 结论 。 若 RICT 二 iD) 一 百 并 且 T 是 工 的 真 延 拓 ( 即 92(T) 是 9(T) 的 真 
子 集 )， 则 工 十 这 是 个 十 订 的 真 延 拓 ， 它 不 会 是 一 一 的 ， 由 (c)，T 不 是 对 称 
的 ， 这 证 明了 (d). 

显然 ， 把 i 换 为 一 :， 此 证 明 同 样 有 效 . 县 


Cayley 变换 
13.17 定义 ”映射 


t—z2 
titi 
建立 了 实 直 线 与 (去 掉 1 的 ?单位 圆周 之 间 的 一 一 对 应 .从 而 第 12 章 研 究 的 符号 
演算 说 明 每 个 自 伴 的 TE 弛 ( 妃 ) 给 出 一 个 酉 算 子 
U = (T—i)(T+i) 7 (2) 

并 且 每 个 谱 不 包含 1 的 西 算 子 U 都 能 用 这 种 方式 得 到 . 

T< ->U7 的 对 应 关系 现在 将 推广 为 对 称 算 子 之 间 的 一 一 对 应 ， 另 一 方面 也 将 
成 为 等 距 算 子 之 间 的 一 一 对 应 . 

设 工 为 HH 中 的 对 称 算 子 ， 定 理 13. 16 说 明 


上 一 > (1) 


| Tri+izl:= zf:+ Tl:= | Trizl’ (rE QD). (3) 
从 而 存在 等 距 算 子 QU， 使 得 
9(U) = RCT 十 这 ),RCUOD = R(T— 1i1), (4) 
并 且 被 
UC(Tz+iz) = Tr—ir (rzE9CT)) (5) 
确定 ， 因 为 (TiD-! 把 9(0) 映 射 到 9(T) 上 , U 还 可 以 写成 
U = (T—i)(T+il)7 (6) 
的 形式 . 


这 个 算 子 U 称 为 工 的 Gayley 变换 。 它 的 主要 特性 概括 在 定理 13. 19 中 ， 它 
将 导致 自 伴 ( 不 必 有 界 ) 算 子 谱 定理 的 一 个 简捷 的 证 明 . 
13.18 引 理 假设 避 是 百 中 的 等 距 算 子 ， 对 于 每 个 zE9CGCD，1Uz | 一 下 1， 
(a) 若 z，yEQ(U)， 则 (Ux, Uy) 二 (zx，》). 
(b) 若 RC(I 一 U) 在 晶 中 稠密 ， 则 I 一 U 是 一 一 的 . 
(c) 其 三 全 空间 9(U)，R(U) 和 8(UU) 中 任何 一 个 是 闭 的 ， 其 他 两 个 也 闭 . 
证 明 第 12 章 习题 2 中 列 出 的 任何 一 个 恒等式 都 证 明了 (a). 为 证 (b)， 假 
设 zE9(U) 并 且 (I 一 DU)z=0， 即 zx 一 Uz ， 则 对 于 每 个 y€ 2(U)， 
CryT—Uy) = (Cry) 一 (zUy) = (Uz,Uy) 一 (CrUy) 一 0. 
于 是 zLRGI 一 U)， 故 关 RCI 一 CD 在 日 中 黎 密 ，z 二 0. (ec) 的 证 明 是 关系 式 
IUz—Uyl = lz—yl = 启 | {zsUr} — {y,Uy} 1 


的 结论 ， 此 式 对 于 任何 x，yE 2300) 成 立 . [ 
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13.19 定理 假设 口 是 互 中 的 对 称 算 子 丁 的 Cayley 变换 ， 则 下 面 论述 是 真 的 ， 
(a) U 是 闭 的 当 且 仅 当 本 是 闭 的 . 
(b) RC 一 U) 一 8(T)，I 一 U 是 一 一 的 并 且 工 可 以 用 公式 
T=iI+ODU—U) 
从 品 重 新 构造 出 来 . (从 而 不 同 对 称 算 子 的 Cayley 变换 是 不 同 的 . ) 
(c)U 是 酉 的 当 且 仅 当 本 是 自 伴 的 . 
(d) 反 过 来 ， 若 V 是 旷 中 的 等 距 算 子 ， 并 且 I 一 V 是 一 一 的 . 则 双 是 瑟 中 
的 对 称 算 子 的 Cayley 变换 . 
证 明 ”由 定理 13.16, 工 是 闭 的 当 且 仅 当 RCT 十 i]) 是 闭 的 . 由 引 理 13. 18， 
U 是 闭 的 当 且 仪 当 9(U) 是 闭 的 .因为 9(U) 二 R(T 十 iIT)， 由 Cayley 变换 的 定 
义 ，(a) 得 证 . 


由 
zz 一 Tzr 十 和 这 ，Uz 一 Tzr 一 人 这 (1) 
给 出 的 9(T) 与 9(U) 二 RCI 十 i 了 ) 之 间 的 一 一 对 应 z< >~z 可 以 写成 
(I—U)z= 2iz, (I+U)z= 2Tz. (2) 


这 说 明 I 一 U 是 一 一 的 ，R( 一 避 二 9《T)， 从 而 (I 一 U) "1 把 9(T) 映 射 到 29(U) 
上 并 且 


2Tz = (TI 十 U)z= (T 十 UDCGT 一 UDC2iz) (rx € 9(T)). (3) 
这 证 明了 (b). 
现在 设 本 是 自 伴 的 . 则 由 定理 13. 13， 
R(I+T)=H (4) 
因为 
(T+i Ti)=I+T = (T-—i)(T+iU) (5) 
((5) 的 三 个 算 子 定义 域 都 是 2CT*))， 由 此 从 (4) 推 出 
9(U) = R(T+il)= H (6) 
以 及 
RU) = R(T—il)= HH (7) 


因为 U 是 等 距 的 . (6) 和 (7) 蕴 涵 U 是 西 的 (定理 12. 13). 
为 了 完成 (c) 的 证 明 ， 假定 U 是 酉 的 ， 则 由 (b) 和 I 一 U 的 正常 性 (定理 
12.12)， 
[ROI—U)J]+= N(I—U) = {0}, (8) 
从 而 9(T)==R(I 一 UU) 在 日 中 稠密 .于 是 T* 是 确定 的 并 且 TCT*. 
固定 yE 9CT" )， 因 为 RCT+i])==8(U)= 二 电 ， 存在 y。€ 2(T) 使 得 
(T* +il)y = (T+il)y = (T* + il)yo (9) 
因为 TCT* ， 最 后 一 个 等 号 成 立 ， 若 一 y 一 m， 则 mm E 9(T" ) 并 且 对 于 每 个 
rEQ(T), 
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(CT—il)zxyy) = (rz,(T’ 二 +i)y) = (rz,0)= 0. (10) 
于 是 yy LRCT—iD)= 一 R(U)= 二 有 HH， 从 而 yy 二 0，y 二 yoE€9(7). 
所 以 T* CT，(c) 得 证 . 
最 后 ， 设 VV 像 逆 命题 中 叙述 的 那样 ， 则 2CV) 与 RCI 一 V) 间 存在 由 


=z—Vz (11) 
给 出 的 一 一 对 应 z<>zx. 在 3(S) 二 RCO 一 V) 上 , 若 x 二 x 一 Vz， 以 
Sr = i(z 二 Vz) (12) 


定义 S， 若 +，yE 9(CS)， 则 对 于 某 个 z，uE 8(V)， zx 一 z 一 Vz，y 一 uw 一 Vu， 因 
为 V 是 等 距 ， 现 在 从 引 理 13. 18(a) 推 出 
(Sr,y)= i(z+ Vzyu— Vu) = i(Vz,u) — i(z, Vu) 
= (z— Vz,iu iVu) 


= (7z,Sy). (13) 
所 以 S 是 对 称 的 .因为 (12) 可 以 写成 
2iVz = Sr 一 了 这， 2iz= Str+irz (z € 9(V)) (14) 
我 们 看 到 ， 
V(Sr+ix)= St—irx (rx€ 9(5)) (15) 
并 且 9(V)= 二 RCS 二 iT)， 从 而 V 是 S 的 Cayley 变换 . | 


13.20 亏 指标 ”如果 Un ，U: 是 对 称 算 子 T，Ti 的 Cayley 变换 ， 显然 CT 
当 且 仅 当 UICU,， 从 而 关于 对 称 算 子 的 对 称 延 拓 问题 归结 为 (通常 是 更 容易 的 ) 
等 距 延 拓 问 题 . 

现在 让 我 们 考虑 达 中 的 具有 Cayley 变换 U 的 闭 稠 定 对 称 算 子 工 ， 则 R(T 十 
i[) 和 RCT 一 i]) 是 闭 的 ( 见 定理 13. 16) 并 且 U 是 从 第 一 个 到 第 二 个 上 的 等 距 ， 这 
两 个 空间 的 正 交 补 空间 的 维 数 称 为 T 的 亏 指标 . (由 定义 ，Hilbert 空间 的 维 数 是 
它 的 任 一 正 交 基 的 势 , ) 

现在 ， 因 为 假设 RCI 一 U) 二 34T) 在 H 中 稠密 ,，U 的 每 个 等 距 延 拓 Ui 使 
R (I 一 U,) 在 H 中 稠密 ， 于 是 [一 U 是 一 一 的 ( 引 理 13.18) 并 且 Ui 是 工 的 对 称 
延 拓 Ti, 的 Cayley 变换 . 

下 面 三 个 命题 是 定理 13. 19 和 上 面 讨论 的 简单 推论 ， 我 们 仍 假定 工 是 闭 的 、 
对 称 的 和 稠 定 的 . 

(a) 工 是 自 伴 的 当 且 仅 当 亏 指 标 都 为 0. 

(b) 工 是 极 大 对 称 的 当 且 仅 当 亏 指标 至 少 有 一 个 为 0. 

(c) 工具 有 自 伴 延 拓 当 且 仅 当 两 个 亏 指 标 相等 . 

(a) 和 (b) 的 证 明 是 显然 的 . 为 了 (c)， 应 用 定理 13. 19(c) 并 且 注 意 到 U 的 每 
个 西 延 拓 必 为 [RCT 十 i])]- 到 [LRC(T 一 iT)]+ 上 的 等 距 ， 
13.21 例 设 V 是 1: 上 的 右 移 算 子 , 则 V 是 等 距 并 且 T 一 V 是 一 一 的 (第 12 章 
习题 18)， 从 而 V 是 一 个 对 称 算 子 工 的 Cayley 变换 .因为 32(V) 一 并且 RCV) 
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的 余 维 数 是 1， 工 的 亏 指标 是 0 和 1. 
这 给 我 们 提供 了 一 个 稠 定 的 、 极 大 对 称 的 、 闭 算 子 工 不 是 自 伴 算 子 的 例子 , 


单位 分 解 


13,22 记号 ”现在 .X 将 表示 集合 Q 中 的 oo 代数 ,五 代表 Hilbert 空间 ，E: .人 ~ 
多 ( 吾 ) 是 具有 定义 12. 17 中 列 出 的 所 有 性 质 的 单位 分 解 。 定理 12. 21 叙述 了 符号 
演算 ， 它 通过 公式 

(更 (Pryy) = | /dE.., (zy € H), 01) 


使 每 个 f/f€EL”(E) 与 算 子 严 (CPE 红 (T) 联 系 起 来 . 这 一 点 现在 将 推广 到 无 界 可 测 
函数 (定理 13. 24)。 我们 将 应 用 与 定义 12. 17 中 一 样 的 记号 . 
13.23 引 理 设 f: 0 一 C 是 可 测 的 . 令 


9,= |ze 了 | rpdge < ~). (GD) 
1/2 
fialE.,l< ol 人 Pa . (2) 
n nn 
车 /是 有 界 的 并 且 v 一 久 (/)z， 则 
dE,,, = fdE,, (zx,z € H). (3) 


证 阴 车 zz 十 y 并 且 wEA， 则 
1 EC)z) ?< EC)zl| + | EC)y | E22) ECw) zl +2) Ew)y | 
或 者 
E,,.(w) < 2FE。 Cw) + 2E,,y (Cw). (4) 
由 此 推出 9; 对 于 加 法 是 封闭 的 ， 标 量 乘法 更 容易 验证 . 于 是 9 是 互 的 子 空间 ， 
对 于 n= 二 1，2，3，…， 设 w 是 2 的 子 集 ,在 其 中 | 了 | <m 着 xE RCECw))， 


则 
E(w zr = E(w E(w)z = Elw 门 o)z， 《5) 
故 有 
Fw) = Ew fw) (wE ND, {6) 
从 而 
| fla =| If Pade Sw lzl’ < (7) 


于 是 RCE(w,))C9j、 因 为 0 Uw,，w 一 E(w)y 的 可 数 可 加 性 意味 着 对 于 每 个 
yE€ 昌 ,y=limE(w,)y， 从 而 y 在 9; 的 闭 包 中 ， 所 以 9 是 稠密 的 . 
车 x，yE 晶 ，f 是 上 的 有 界 可 测 消 数 ，Radon-Nikodym 定理 [23] 说 明 存 


在 Q 上 的 可 测 函 数 x，| x | 二 1， 使 得 
uf dEs,, =| f | dl| Ey|. (8) 
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所 以 
[flal Es, |= pay < vpyzl lyl. (9) 
由 定理 12. 21， 
| uf)z | = | | uf |*dE,,, -| | f |?dE,,,. (10) 


现在 对 于 有 界 的 /，(9) 和 (10) 给 出 (2)， 一 般 情 况 由 此 得 出 . 
最 后 (3) 成 立 ， 因 为 对 于 每 个 有 界 可 测 的 g， 由 定理 12. 21， 


| gaE...=— (更 (gzyo) = (Vg) zr, Vf)z) 


(VF) Te) zz) = (Vfe)xr,z) 
| gf dE,,,. | 
nA 


13.24 定理 设 玉 是 在 集 Q 上 的 单位 分 解 . 
(a) 对 于 每 个 可 测 的 f; Q>C 对 应 有 百 中 的 闭 筒 定 算 子 更 ( 门 ， 定 义 域 为 9( 吏 
(f))=9,, 它 由 


(Vf zyY) = | faE.., (xz€E 9 yeEH) (1) 
确定 并 且 满 足 
lw pzl*=| 17 lade. (re€ 2. C2) 
(b》 下 面 形 式 的 乘法 定理 成 立 : 若 /和 g 可 测 ， 则 
yOP YE) CV fg) VP YE)) C 9 站 9n. (3) 


所 以 亚 ( 有 )W(g) 二 于 (fg) 当 且 仅 当 9js C9,. 
(c) 对 于 每 个 可 测 的 f: QC， 
Vf)" = Vf) (4) 
并 且 
VAP = Tf|) = VN" VN. (5) 
证 明 车 z€ 9, 则 y 一 | fdE., 是 日 上 的 有 界 共 思 线 性 泛 函 ,由 引 更 


13. 23(2) ,其 范 数 至 多 是 (| | 1*dE.,) .由 此 推出 对 于 每 个 >E 日 ， 存 在 以 一 
的 元 素 殉 (f)xE HH 满足 届 ) 和 
lwpzl < 1 hae (ze 9). (6) 


因为 E,,, 关 于 zz 是 线性 的 ， 亚 (让 在 9; 上 的 线性 由 (1) 推 出 . 

对 于 每 个 f”， 相 应 地 有 截断 函数 户 = 所 ， 其 中 当 | FCp) | 三 n 时 ， (Pp) 二 
1; 当 | f(p) | 守 n 时 ，$(p) 二 0. 

从 而 9/_。 二 9;， 因 为 每 个 f, 是 有 界 的 ， 所 以 由 控制 收敛 定理 和 (C6) 说 明 对 
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于 每 个 XED, 
‖ fz Wf rl <| | ff ldE ,>0 oo) (7) 


因为 f, 是 有 界 的 ， 将 f 换 为 f,，(2) 成 立 ( 定 理 12.21)， 所 以 (7) 意 味 着 (2) 
成 立 . 

这 证 明了 除去 更 (. 亡 是 闭 的 断言 以 外 ，(a) 成 立 ， 如 果 用 二 替换 A， 把 (4)( 马 
上 就 要 证 明 ) 应 用 于 f/， 亚 (有 是 闭 的 从 定理 13. 9 推出 . 

我 们 转 到 (b) 的 证 明 . . 

首先 假定 f 是 有 界 的 ， 则 3% CB. 若 zE 日 ,，v 王 吏 (f)z， 引 理 13. 23 的 等 
式 (3) 和 定理 12. 21 说 明 

(VC Ve) r= (Vlg)r, Vf)z) = (Vg)r,v) 


一 | gaE... = | fedkE,. = (V(fg)zr,2z). 
na 


所 以 
vier = Vfe)r (rE Df EL”). (8) 
车 y= 亚 (g)zr， 从 (C8) 和 (C2) 推出 
| | fl?dE,., = | | fg |? dE,.. (rEQ9,f EL”). (9) 


现在 设 f 是 任意 的 (可 能 无 界 )， 因为 (9) 对 于 所 有 fEL” 成 立 ， 它 对 于 所 有 
可 测 的 f 成立， 因为 9(WV(/) 亚 (g)) 是 由 所 有 使 YE 9 的 xE 9 构成， 又 因为 
C9) 说 明 y€E 9 当 且 仅 当 x E939， 我 们 看 到 
(VP VE)) = 9 MN Dn. (10) 
若 zE9. 站 9 ，y 一 更 (g)z 并 且 像 上 面 一 样 定义 截断 函数 f,， 则 在 L?(E,,,) 
中 一 了 ,在 L(E,.;) 中 fg 悦 fg， 现 在 (8)(f 换 为 f,) 和 (2) 意 味 着 
Vf Ve)zr = Vf)y= lim¥(f.)y 一 lim¥( fg)r 
= VT(fge)r 
这 证 明了 (3)， 从 而 证 明了 (b). 
现在 假设 zxE€9,;，y€E 9 一 9;/。 从 (7) 和 和 定理 12. 21 推出 
(yD zy) =limCpl fi) zy) = lim(z, p(s)y) 
=(z,p 1) y). 
于 是 y€E9CV(f)*), 并 且 
Vv(f) CC VA’. (11) 
为 了 从 (11) 过 渡 到 (4)， 我 们 必须 说 明 每 个 zE 9CVC1)' ) 在 9/ 中 . 令 v= 
要 (了 )" xz. 因为 f= 二 f$,， 乘 法 定理 给 出 
Vf,) = VO TVS,). (12) 
因为 和 ($8,) 是 自 伴 的 ， 我 们 从 定理 13.2 和 12. 21 得 出 
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VHT CEVA 和 VS) = yf)" = Vf). 


所 以 
VV= Wf zr (n= 1,2,3,.). (13) 
因为 | 如 | 入 1，(13) 和 (2) 意 味 着 对 于 mn 一 1，2，3，…。， 
| PaE = | 1 ldE,, < E,.(0). (14) 
所 以 z€E 9;，(4) 得 证 . 
最 后 ， 因 为 97 C9;， 再 次 应 用 乘法 定理 ，(5) 从 (4) 推 出 . 


注 车 有 界 ， 则 9 己 9, (就 因为 9,=H), 故 及 ( 有 (8g) 二 (fg). 这 
曾 在 (12) 中 使 用 过 .， 它 还 说 明 对 于 有 界 的 g， 
Va vf) CV Ve), (15) 
因为 于 (g)( 有 CC(gf1) = 二 (fg)， 如 果 g 是 可 测 集 wCC0 的 特征 函数 ，(15) 
变 为 


EC VO CVA Ew). (16) 
车 xzE9/ 门 RCE(w))， 由 此 推出 
EC ) VIAz = VE = W(x. (17) 


于 是 更 ( 亡 把 9/ 门 RCE(w)) 映 射 到 RCE(w)) 中 、. 

这 一 点 可 以 与 12. 27 节 中 不 变 子 空间 的 讨论 作 比 较 . 

还 要 注意 ， 类 似 于 (3) 

V+YVg) CC 更 CF 十 8). (18) 

等 号 成 立 当 且 仅 当 914s 一 241) 门 9(g)， 当 /，g 至 少 有 一 个 是 有 界 的 时 候 此 式 
成 立 ， 
13.25 定理 在 定理 13. 24 的 情况 ，9j 一 日 当 且 仅 当 EL”(E). 

证 明 假定 9 一 互 . 因 为 (让 是 闭 算 子 ， 闭 图 像 定理 蕴涵 更 (JE (HH). 
若 ,= 二/$, 是 了 的 截断 ， 乘法 定理 和 定理 12. 21 一 起 推出 


fds = vy) = vA) < |vAE, 
因为 上 ($8) | 一 站 各 外 -入 1、 于 是 上 Al- 委 中 到 CD 上 并 且 fEL”《E)， 首 定 
理 包 含 在 定理 12. 21 中 . | | 
13.26 定义 ” 互 中 的 线性 算 子 工 的 预 解 集 是 使 工 一 17 成 为 9(T) 到 互 上 的 一 一 
映射 并 旦 逆 算 子 属于 纸 ( 互 ) 的 所 有 4CC. 


换 句 话说 ，T 一 XT 有 北 算 子 SE 名 ( 吾 ) 满 足 
SCT 一 MT) CT—ADS= I. 
例如 ， 定 理 13. 13 说 明了 车 工 是 稠 定 闭 算 子 ， 一 1 在 位 工 的 预 解 集中 . 
开 的 谱 eCT)， 正 像 有 界 算 子 一 样 ， 是 工 的 预 解 集 的 余 集 . 
对 于 无 界 算 子 T，c(T) 的 某 些 性 质 在 习题 17 一 20 中 叙述 . 
对 于 下 面 定 理 ， 我 们 使 用 了 12. 20 节 中 函数 关于 给 定 的 单位 分 解 的 本 性 值 域 
的 定义 . 
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13.27 定理 假设 瑟 是 集合 QQ 上 的 单位 分 解 ，f: 0 一 C 是 可 测 的 ， 并 且 
w= {ppE Nfp) =a) (etEC). 

(a) 车 w 在 j 太 的 本 性 值 域 中 并 且 五 (w) 天 0， 则 更 ( 门 一 co 不 是 一 一 的 . 

(b) 车 we 在 j 太 的 本 性 值 域 中 但 下 (os) 王 0， 则 更 ( 记 一 cf 是 gr 到 互 的 稠密 真 
子 空间 上 的 一 一 映射 ， 并 且 存 在 向 量 ZE 事 ，|| x, | 三 1， 使 得 

lim[ fz ~ arr] = 0. 

(Cc) ol(W(f)) 是 f 的 本 性 值 域 . 

应 用 早 些 时 候 使 用 过 的 关于 有 界 算 子 的 术语 ， 在 (a) 的 情况 我 们 可 以 说 w 在 
更 ( 户 的 点 谱 中 ; 在 (b) 的 情况 ， 可 以 说 a 在 亚 (/) 的 连续 谱 中 . 有 时 称 v 为 
更 ( 亡 的 渐 近 特征 值 以 说 明 (b) 的 结论 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 我 们 将 假定 a=0. 

(a) 若 ECwo) 关 0， 存 在 zo ER(E(w))， xo = 二 1. 设 加 是 wo 的 特征 函 
数 ， 则 /三 =0， 所 以 由 乘法 定理 ， 更 ( 门 更 (上 ) 天 0， 因为 更 (加 ) 一 下 (wo)， 由 此 
推出 

Vf ro = VO ECwo) zo = VO Vb) zo = 0. 
(b) 这 里 的 假设 现在 是 ECw) 一 0 但 BE(w,) 天 0，z 王 1，2，3，…， 其 中 


w, = pe 0: | fp) 1<2). 


取 zERCECoo))，| zs 一 1; 设 各 为 wo 的 特征 函数 (〈a) 中 使 用 过 的 论证 
导致 
| wf zl 


lw) zl < yfg) || 
1 
| yl 二. 


于 是 更 (JP rz 一 0， 尽 管 | zu。 | 一 1 
若 对 于 某 个 ZE9r， V(f) zr, =0, 则 


| fae = yrl’ =0. 
n 


因为 | 让 >>0 ae. [Ej, 必 有 EQ)==0. 但 EE.(Q)= 二 上 xz?. 所 以 
加 (六 是 一 一 的 . 

类 似 地 ， 更 (用 二 于 (了 有) 是 一 一 的 , 若 y 上 RCC1)), 则 zx>(( 有 zx，y) 王 
0 是 在 9; 中 连续 的 ， 所 以 y€ 39((f)" )， 并且 

(zs Bf)Y) = (Vr yy) =0 (rE 2). 

从 而 亚 ( 了 y=0 并 且 y= 二 0。， 这 证 明了 RCC 了 )) 在 日 中 稠密 . 

因为 更 ( 户 是 闭 的 ， 从 而 亚 (f)"! 闭 .车 RC(V( 了 )) 充 满 及 ， 闭 图 像 定理 便 意 
味 着 殉 (f)-!E (日 ),， 但 考虑 到 上 面 构造 的 序列 {zx,}， 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 (b) 得 证 . 

(co) 从 (a) 和 (b) 推 出 ，f 的 本 性 值 域 是 oC(WC7f)) 的 子 集 . 为 得 到 相反 的 包含 
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关系 ， 假 定 0 不 在 f 的 本 性 值 域 中 ,， 则 g==1/fEL”(E),，fg 二 1， 所 以 于 (有 WV(g) 
二 丈 (1) 二 TI， 这 证 明 RC(V(f)) 二 昌 。 因 为 | f | 之 0, 像 (b) 中 的 证 明 一 样 殉 (让 是 
一 一 的 ， 从 而 由 闭 图 像 定 理 炎 (了 f) 'E€E 8( 太 )， 证 毕 . 国 

下 面 定理 有 时 称 为 测度 变换 原理 . 
13.28 定理 假设 

(a) 人 和 从 是 集合 0 和 中 的 o- 代 数 . 

(b) 玉 ， MU->B( 昌 ) 是 单位 分 解 ， 并 且 

(c) $8: 0 一 0 具有 下 面 性 质 : 对 于 每 个 ww EM ,$1(w)EX 

若 所 (w= 二 EC$-!1(w))， 则 EM 一 委 ( 昌 ) 也 是 单位 分 解 并 且 对 于 每 个 使 两 
个 积分 都 存在 的 N- 可 测 函 数 f: 0 一 C， 


| fdE'.,— | cr $dE,,. (1) 


证 明 对 于 特征 函数 f/，(1) 正 是 E' 的 定义 ， 所 以 (1) 对 于 简单 函数 f 成 立 ， 
一 般 情 况 由 此 得 出 ，E 是 单位 分 解 的 证 明 是 直接 验证 的 问题 ， 故 略 去 . | 


谱 定 理 


13.29 正常 算 子 ”已 中 的 线性 算 子 T( 不 必 有 界 ) 称 为 是 正常 的 ， 若 工 是 闭 稠 定 
的 并 且 
T*T= TT*. 

定理 13. 24 中 所 说 的 每 个 更 (. 记 是 正常 的 ， 这 是 定理 结论 的 一 部 分 .现在 我 
们 将 看 到 ， 像 第 12 章 中 讨论 的 有 界 情况 一 样 ， 所 有 正常 算 子 都 能 以 这 种 方式 借 
助 于 它 的 谱 ( 定 义 13. 36) 上 的 单位 分 解 来 表现 .对 于 自 伴 算 子 ,这 可 以 很 快 地 经 
过 Cayley 变换 (定理 13. 30) 从 西 情况 得 到 ， 对 于 一 般 正常 算 子 ， 一 个 不 同 的 证 明 
将 在 定理 13. 33 中 给 出 . 
13.30 定理 对 于 如 中 每 个 自 伴 算 子 A 对 应 有 惟一 的 实 直线 的 Borel 子 集 上 的 
单位 分 解 下， 使 得 

(Azsy) = | age (xz € 9CA)，y e H). (1) 


此 外 ， 下 在 玉 (o(A)) 二 了 意义 下 集中 在 oCA)C(C 一 oo0，o0) 上 . 

像 前 面 一 样 ， 这 个 王将 称 为 A 的 谱 分 解 . 

证 明 设 U 是 A 的 Cayley 变换 ，Q 是 去 掉 1 的 单位 圆周 ， 已 是 U 的 谱 分 解 
( 见 定 理 12. 23 和 12. 26). 因为 [一 U 是 一 一 的 (定理 13. 19)， 由 定理 12. 29(b)， 
E'({1})) 二 0， 从 而 


(Uz,y) =| AdE' ,GOD (zx,y € H). (2) 
n 
定义 
Fa) = 了 和 Qa € 0), (3) 
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用 EF 替换 玉 ， 像 定理 13. 24 中 一 样 定义 W( 了)， 
(YP zy) = | fd, (z€ 9,y€ H). (4) 


因为 /是 实 值 的 ， 更 ( 户 是 自 伴 的 (定理 13. 24) ， 又 因为 fQ0) (1 一 4) 二 i(1 十 
4)， 乘 法 定理 给 出 


VNU) = i(l+U). (5) 
特别 地 ，(5) 意 味 着 RC 一 由 C9(V(f))， 由 定理 13. 19， 
ACT 一 U) = i(I+U), (6) 


并 且 9(A)==R(CI 一 U0)C9CV(f)).， 现在 比较 (5) 和 (C6) 说 明王 (有 ) 是 自 伴 算 子 A 
的 自 伴 延 拓 ， 由 定理 13.15，A 二 炎 (f)， 于 是 


(Ar,y) -| fdE',, (x € 2(A),y € 万 ). (7) 
n 


由 定理 13. 27(c) ，ca(A) 是 f 的 本 性 值 域 . 于 是 so(A)C( 一 oO，coo). 注意 了 
在 Q 中 是 一 一 的 . 如 果 我 们 对 于 每 个 Borel 集 wCQ 定义 
E(f(w)) = E(w), (8) 
我 们 得 到 所 要 的 分 解 E， 它 把 (7) 转 变 为 (1). 
正 像 经 过 Cayley 变换 从 (2) 得 到 (1) 一 样 ， 应 用 Cayley 变换 的 逆 从 (1) 可 以 得 
到 (2). 从 而 定理 12. 23 表达 式 (2) 的 惟一 性 导致 满足 (1) 的 分 解 王 的 惟一 性 . 


证 毕 . 出 
在 定理 13. 24 中 展现 出 来 的 整个 方法 现在 可 以 用 于 自 伴 算 子 ， 下 面 定理 提供 
了 这 样 的 例子 . 


13.31 定理 设 4A 是 吾 中 的 自 伴 算 子 . 

(a) 对 于 每 个 TE9(A)，(Ax，x) 守 0( 简 记 为 A 守 0) 当 且 仅 当 o(A)CL[0， 
co ). 

(b) 著 A 宇 0， 奉 在 惟一 的 自 伴 算 子 B 之 0 使 得 B: 一 4. 

证 明 (a) 的 证 明 与 定理 12. 32 类 似 ， 故 略 去 . 

假定 A 宇 0， 于 是 cCA)CL0，co) 并 且 


(Ax;y) = 站 ae (z € 9(A),y € H), (1) 
0 


其 中 3(A)= {rE€ H: |£dE..,C?) < coo) ;积分 区 域 是 [0,co). 设 sz) 是 1: 宇 0 的 非 
负 平 方 根 , 令 B = 更 (5); 明显 地 ， 
(Br,y) 一 | sdE.s (z € 9,,y € H). (2) 


取 f==g= 二 s， 定 理 13. 24 的 乘法 定理 (b) 说 明 B* =A， 因为 ;是 实 的 ，B 是 自 伴 的 
(定理 13. 24(c))， 又 因为 s(t) 守 0,， 取 x 二 y，(2) 说 明 B 之 0. 
为 了 证 明 惟 一 性 ， 假 设 C 是 自 伴 的 ，C 宇 90， C= 二 A 并 且 E' 是 它 的 谱 分 解 ， 


CCz yy) = 站 age Ce 9O,y € H). (3) 
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对 于 0=[0,， co)， $(s)=s 9 f(2)=t 以 及 


E($(w0)) = Fw) (w€ [0,co))， (4) 

应 用 定理 13. 28 得 到 
Ar,y) = (Cz,y) 一 | as 一 | dB,C0). (5) 
由 (1) 和 (5) ， 定 理 13. 30 中 的 惟一 性 论断 说 明 下 = 已 由 (4)， 巨 确定 了 已: 从 而 
确定 了 C. [| 


正常 算 子 的 下 面 性 质 将 用 于 谱 定理 13. 33 的 证 明 中 . 
13.32 定理 若 和 NN 是 态 中 的 正常 算 子 ， 则 

(a) DN) = QCN' )， 

(b) 对 于 每 个 zE9S(CH)，|Nzl=1N zl， 并 且 

(c) N 是 极 大 正常 的 . 

证 明 车 yEQCN' N) 一 QCNN* )， 则 因为 Ny€E2CN*), (Ny, Ny)=(y， 
N* Ny); 因为 N* yE BC(N) 并 且 N= 二 N** (定理 13.12), (N’*y, N'y)=(y， 
NN* y)， 由 于 N*' N= 二 NN* ,推出 当 yE 9(N* N) 时 ， 

Ny = lIN’yl (1) 

现在 取 zE9(CN). 设 N 是 N 到 BCN* N) 上 的 限制 .由 定理 13. 13，{z， 

Nz) 在 N' 的 图 像 的 闭 包 中 . 所 以 存在 向 量 y,€ BCN* N) 使 得 


ly—zl|l~>0 Go°%) (2) 
并 且 
1 Ny ,一 Nzl 一 0 (i™> oo). (3) 
由 (1)，1 一 让 = Ny 一 Ny 下， 故 (3) 意 味 着 {N yy) 是 五 中 的 
Cauchy 序列 ， 从 而 存在 z€E 惠 使 得 
| N yy 一 z1 一 0 (i oo). (4) 


因为 N*' 是 闭 算 子 ，(2) 和 和 (4) 蕴涵 {zx，z) ECN'*). 
从 这 一 点 我 们 首先 得 到 xE QCN*" )， 于 是 9CN)CQ9CN* )， 其 次 
IN*zl= jzl = lmlN’ yl 
=liml Ny,| = | Nz 1. 
这 证 明了 (b) 和 (a) 的 一 半 . 对 于 另 一 半 ， 注 意 N 也 是 正常 的 (因为 六 “一 N)， 
故 有 


9(N’*) C O(N’'') = 9(N). (6) 

最 后 ， 假 设 M 是 正常 的 并 且 NCM. 则 M* CN*， 于 是 
9M = 9COM ) C 9N') = 9(N) C 93M), (7) 
这 给 出 3CM) = 二 9(N)， 所 以 M=N. | 


13.33 ”定理 矿 中 的 每 个 正常 算 子 N 具有 惟一 的 谱 分 解 巨 满足 
(Nr;y) = | 2dE.., 0) (z € 9(N)，y € H). (1) 
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此 外 ， 对 于 每 个 Borel 集 wCoal(N) 以 及 每 个 在 SNCNS 意义 下 与 N 可 交换 
的 SE(CH),， E(w)S=SE(w). 

从 (1) 和 定理 13. 24 还 推出 E(w)NCNE(Cw). 

证 明 我 们 的 第 一 个 目标 是 寻找 自 伴 投影 P,， 它 具有 两 两 正 交 的 值 域 ， 使 
得 PNCNP,E BCH)，NP, 是 正常 的 并 且 对 于 每 个 zE 媚 ，z= 过 Prz.， 然后 把 
有 界 正常 算 子 的 谱 定理 应 用 于 算 子 NP,， 这 将 导致 所 要 的 结果 . 

由 定理 13. 13， 存 在 B，CE 络 ( 晶 ) 使 得 B 宇 0， 上 Be 所 1,， C= 二 NB, 并 且 


B(T 十 NIN)ICT=(T 十 NN)B. (2) 
因为 N* N= 二 NN* ，(2) 意 味 着 
BN = BN(I+N*N)B= B(I+-N*NNBCNB=C. (3) 


因此 ，BC=BCNB)=(BN)BCCB， 因为 B 和 C 是 有 界 的 ， 由 此 推出 BC=CB 
从 而 C 与 B 的 每 个 有 界 Borel 函数 可 交换 ( 见 12. 24 节 ). 

取 {1,) 使 得 1 二 之 之 之 …，limt, 一 0. 设 p, 是 (11，t-1j] 的 特征 洱 数 ，i 二 
1，2，3，…， 又 令 f.(?) 二 p,(t)/t， 每 个 f 在 o(B)C[L0，1] 上 是 有 界 的 ， 设 E” 
是 B 的 谱 分 解 。 等 式 (2) 说 明 B 是 一 一 的 ， 即 0 不 在 B 的 点 谱 中 .所 以 E*({0)) 
= 二 0，Es 集中 在 (0，1j 中 . 

定义 

P,= p(B) (i = 1,2,3,.). (4) 
因为 车 i 隆 j，p,p, 一 0， 投影 p, 有 相互 正 交 的 值 域 ， 因 为 之 户 是 (0，1j] 的 特征 函 
数 ， 我 们 有 


DPr= ES((0,1D)r=zx (rE€ HH). (5) 
1=1 
因为 p, (1)= 二 tf,(2)， 
NP, = NBf.(B) = Cf,(B) € %(H), (6) 
并 且 由 (3)，P,N 一 f,(B)BNCf.(B)C， 故 有 


PIN C NP,, (7) 
由 (6)，9(NP,) 一 电 ， 从 而 
R(P) CDN) (i= 1,2,3,.) (8) 
所 以 , 车 Px 二 x，(7) 意 味 着 P,Nz 一 NPix 二 x. 于 是 NN 把 RCP,) 映 射 到 RCP.) 
中 . 或 者 说 RCP,) 是 NN 的 不 变 子 空间 . 
下 面 ， 我 们 希望 证 明 每 个 NP, 是 正常 的 .由 (7) 和 定理 13. 2， 


(NP,) CCPN)” =N'P.. (9) 
但 NP,EB(H)， 故 (NP,)" 有 定义 域 H. 所 以 
(NP,)* = N’:P,, (10) 


现在 定理 13. 32 说 明 由 (8) 和 (10)， 
INP.z| = IN*Pzr| = | (NP)'zx|| (rE€ HH). (11) 
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由 定理 12, 12(11) 蕴 涵 NP, 是 正常 的 . 
所 以 (5)，(6) 和 (7) 说 明 我 们 的 第 一 个 目标 已 经 达到 ， 
由 定理 12. 33， 每 个 NP, 有 在 C 的 Borel 子 集 上 的 谱 分 解 已 . 


因为 NN 把 R(P,) 映 入 RCP,) 中 ，P, 与 NP, 可 交换 . 故 对 于 每 个 Borel 集 wC 


C，P, 与 E'(w) 可 交换 ， 从 而 
F'(w)P,x 一 PE'(w)zr € R(CP,),(z EE H,i 一 1,2,3，……). 
因为 这 些 值 域 是 两 两 正 交 的 ， 并 且 (5) 意 味 着 
2 | EC)Pzrl’ < 2 i Pzl?:= lz)’, 
故 级 数 >》) EF'(w) Px 以 五 的 范 数 收 剑 ， 从 而 使 得 对 于 所 有 Borel 集 wCC 
E(w) = ECwP， 


是 有 意义 的 . 
容易 验证 EE 是 单位 分 解 ， 所 以 存在 正常 算 子 M， 它 由 
(Mz ,y) = jadE..,0) Ce 9M,yE H) 
定义 ， 其 中 的 积分 区 域 是 C， 并 且 
90 = |ze H:| [4 1dE...0) < o0}. 
若 证 明了 M= N，(1) 将 被 证 明 . 
对 于 任何 zxE 吾 ，(14) 说 明 


EC) = EC)zl’: = DHE)P,r)? 
3 一 ] 


= DFE, (wo)， 
这 里 xz, 二 Pz， 车 XE9(N)， 则 PNz 一 NP,zx， 故 
| Ia lade 0) = DNPz,l? 
i=1 


1=1 


— SPpNrh:= Neh’. 


i=1 
从 (17) 和 (18) 推 出 (16) 中 的 积分 对 于 每 个 zx€ 2CN) 是 有 限 的 ， 所 以 
29(N) C 2M). 
若 xERC(P,), 则 z=Px， 攻 E(w)zx== 忆 (lw)z; 于 是 对 于 每 个 y€ HH， 
户 ,,， 所 以 


(Nzx,y)= (NP,x,Y) = haE:.,0) 


= JaaE,, 0) = (Mz,y). 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


E,,, 一 
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因此 ， 

PiNz = NP,zx = MP,r [zx € 9N),i= 1,2,3,.…]. (20) 
若 Q, 寺 Pi 十 … 十 P,， 由 此 推出 Q.Nz 王 MQz， 于 是 

{Qz,QNzr} € GM) [zr € DN) i= 1,2,3,.]. (21) 


因为 8CM) 是 闭 的 ， 从 (5) 和 (21) 推 出 {x，Nz)E(M)， 即 对 于 每 个 zxE€ BC(N)， 
Nz 二 Mx. 于 是 由 (19)，NCM， 现 在 NN 的 极 大 性 (定理 13. 32) 意 味 着 N 一 M. 
这 给 出 表达 式 (1)， 其 中 C 代替 了 oCN). 从 定理 13.27(c) 推 出 EE 事 实 上 是 
聚集 在 cCN) 上 的 . 
为 了 证 明 五 的 惟一 性 ， 考 虑 算 子 


T= N(I+VN’* N) (22) 
这 里 YN* N 是 N "NN 惟一 的 正平 方 根 ， 若 (1) 成 立 ， 从 定理 13. 24 推出 
T= saE, (23) 


其 中 $4)==4/(1 十 1X*1)， 从 而 TE 妈 ( 晶 ) 并 且 $ 在 C 上 是 一 一 的 ， 定 理 13. 28 
意味 着 工 的 谱 分 解 E7 对 于 每 个 Borel 集 wCC 满足 
E(w) = ET($(w)). (24) 
现在 五 的 惟一 性 由 五 ” 的 惟一 性 推出 (定理 12. 23). 
最 后 ， 假 定 SE 8( 晶 )，SNCNS. 令 Q=Q, 一 E(6), 其 中 6 一 (0: 141 二 
n}， nn 是 某 个 正 整数 ， 则 NQE 8B( 吾 ) 是 正常 的 并 且 由 


NQ = | ma (25) 


给 出 ,在 6 上 f/f()=X, 在 6 之 外 f(4)= 二 0， 定理 13. 28 意味 着 NQ 的 谱 分 解 已 
满足 E(w)= 二 EC(f 1(w))， 或 者 
人 = E(w 6@) = QE(w), 若 0 蕊 w，, 


(26) 
E’({0})) = E({0} UY (C—)) = E({0))+ I—Q. 


所 以 若 wCow， 
. Elw) = QE (w) = QE'(w). (27) 
由 定理 13. 24，QNCNQ=QNQ， 故 有 
(QSQ) CNQ) = QSNQ C QNSQ C (NQ) (QSQ). (28) 


因为 (QSQ) CNQ) E€ 8(HH)，(28) 中 的 包含 关系 实际 上 是 等 式 . 现在 定理 12. 23 区 
涵 QSQ 与 每 个 E(w) 可 交换 . 
考虑 有 界 的 w， 并 且 取 n 如 此 大 ， 使。C6. 由 (27)， 
QSE (w) 一 QSQE (co) 一 FE’(w)QSQ 一 E(w) SQ, 
故 有 
QSE(w) = E(w)SQ, (n= 1,2,3,."). (29) 
现在 从 命题 12. 18 推出 ， 若 w 是 有 界 的 (在 (29) 中 令 n->o0)， 
SE(w) = E(w)S. (30) 
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从 而 当 w 是 C 中 任何 Borel 集 时 仍 成 立 . | 
算 子 半 群 
13.34 定义 设 X 是 Banach 空 间 ， 并 且 对 于 每 个 上 E[0，ce) 对 应 有 算 子 Q(2) 
EB(X)， 使 得 

(a) QO0)=IL. 


(b) 对 于 每 个 S 之 0 和 1 宇 0，Q(s 十 二 Q(s)Q(1),， 并 且 

(c) 对 于 每 个 TE X, lim | QO)zr—zl =0. 

若 (a)，(b) 成 立 ，{Q(C7)) 称 为 半 群 (或 者 更 确切 地 ， 单 参数 半 群 )， 倘若 映射 
:>Q(z) 满 足 某 种 连续 性 假设 ， 这 种 半 群 具有 指数 型 表达 式 . 这 里 的 (c) 即 是 容易 
奏效 的 一 种 . 

每 一 个 满足 f(s 十 收 二 f(s) 了 f(z) 的 连续 复 函 数 具 有 形式 f(1) 一 exp(At) 并 且 f 
被 A 二 了 (0) 确定 . 以 此 为 动机 ， 我 们 通过 


Az = [Q(z —z] (x € Xe > 0), (1) 
把 {Q(z)) 与 算 子 A, 相 联 系 ， 并 且 定 义 
Az = limAez, (2) 


这 里 zxE 9(A)， 也 就 是 使 (2) 在 X 的 范 数 拓扑 中 存在 的 所 有 z. 

显然 9(A) 是 义 的 子 空间 并 且 A 是 X 中 的 线性 算 子 . 

这 个 算 子 ， 本 质 上 就 是 Q (0)， 称 为 半 群 {Q(1)} 的 无 穷 小 生成 元 . 国 
13.35 定理 如 果 半 群 {Q(z)} 满 足 上 面 的 假设 ， 则 

(a) 存在 常数 C，r 使 得 

| Qco ECe, O&K&t<%; 

(b) 对 于 每 个 zEX，1>Q(1)z 是 [0，oo) 到 XX 中 的 连续 映射 

(c) A 是 外 中 的 闭 稠 定 线性 算 子 ; 

(d) 对 于 每 个 TE 9(A)，Q(z)z 满足 微分 方程 


QD = AQ(Dz = QD Az; 
(e) 对 于 每 个 TEX， 
Q(z = limLexp(1A.)Jz, 


其 中 收敛 性 在 [0，co0) 的 每 个 紧 子 集 上 是 一 致 的 ; 
(人 若 AEC，ReXA 汪 >r， 积 分 


Ra)z = | exQCDxzdi 


定义 一 个 算 子 RODE 呈 CD( 所 谓 {Q(D } 的 子 解 式 )， 它 是 AT 一 入 的 逆 值 域 是 9CA). 
值得 注意 的 是 对 于 每 个 zE XX 而 不 仅 是 对 于 zE9(4)，(e) 成 立 . (e) 中 的 极 
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限 理 解 为 依 X 的 范 数 拓扑 . (d) 中 的 导数 所 包含 的 极限 过 程 也 是 这 样 . 
证 明 (a) 如 果 存 在 序列 t,->0 使 得 Q(z) | 一 ce，Banach-Steinhaus 定理 
意味 着 存在 zxE XX ，{ | Q(t,)z 中 无界. 这 与 假设 
|QcDoz 一 zl 一 0 (4 一 0) (1) 
了 矛盾 . 所 以 存在 S>>0 和 CC 二 oo 使 得 上 Q(z) | 志 CCO0 志 1 和 6)， 现 在 若 0 所 1! 和 ,nn 
是 正 整 数 满足 (x 一 1)6 志 1 过 x5， 则 Q(t/n) 站 委 C. 由 泛 函 方程 
Qs 二 2) 二 QC) QO (2) 


导致 
1 Qc 1 = eel ace, (3) 
这 证 明了 (a)， 其 中 e@ 二 0 
(b) 车 0 所 ;< 所 TT， 则 (a) 和 (C2) 意味 着 
Il QWzr— QOz|E QD) 1QcG 一 >)z 一 工 | 
|CeTlQG— rz 一 0， (人 一 5 一 0)， 
(c) 由 (b) 可 以 定义 外 值 积分 


Mz = 二 | Qc)zds (xz € X,t > 0). (4) 
事实 上 ，M,E (XX) 并且 由 (a)，1 M,|‖ 科 于 我们 断言 恒等式 
AMz = AMxz (e>0t>0,r€ X) (5) 


成 立 . 
为 证 (5) ， 把 被 积 函 数 填 人 


= =|]; 
由 (2)， 左 端 变 为 


| = [Qlet+s) — Qs) zrds = [Qle) 一 | acozd = eA,tM,z. 


用 同样 方法 ， 右 端 变 为 1AeM.z， 这 给 出 (5)， 
当 ex>0 时 ，(5) 的 右 端 收敛 于 4A,z, 于 是 Mx E 9CA). 由 于 当 1>0 时 ,Mz 
一 r+， 所 以 9(A) 在 X 中 稠密 ， 并且 
AMr = Arxr (x EX) (6) 
为 证 明 A 是 闭 的 , 设 z,E 9(A)， x, 一 xz 并 且 Axs 习 y. 因为 Q(s) 与 Q(2) 可 
交换 ，A. 与 M, 可 交换 ， 故 A 与 M, 在 9(A) 上 可 交换 ,于 是 (6) 给 出 
Aiz — AMz, —= MAzxz,. 
令 n>co， 我 们 得 到 
AZ = M,y. (7) 
当 1x0 时 ，(7) 的 右 端 收 伍 于 y>， 故 同样 地 Aiz 也 如 此 . 这 说 明 E94A)，Ax 王 
y. 所 以 A 的 图 像 是 闭 的 . 
(d) 用 + 上乘 (6) 得 到 
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A| Q(zds 一 人 CD) 工 一 工 , (8) 


被 积 函数 是 连续 的 . 从 而 这 一 积分 的 微分 证 明了 (d) ， 因 为 
Q(DAz 一 4QCDzr YrE€E 9(4)，( 注 意 Q(D)A, = A.QQ)). 
(e) 我 们 需要 估计 


exp(tA.) = eexp(TQe) )= e wy zQCze) 


n=0 nle” 
的 范 数 . 把 和 的 范 数 换 为 范 数 的 和 ， 用 上 (a)， 估 计 所 得 到 级 数 的 和 ， 对 于 0 一 se 一 
1， 得 到 


| expCa.) ‖ 声 Cexp| 二 (er 一 0 |< Cexp(ten ). (9) 
对 于 固定 的 zEX， 现 在 定义 
pls) = [exp(G 一 4)]JQG)z (Os (10) 
若 zE92(4A)， 由 (d) 推 出 
9 (5) = [exp(CC 一 ?JAD)]QGD)CAz 一 Az). (11) 
(a) 和 (9) 说 明 存 在 KC) 二 0 使 得 0s 二 1, 0<es 委 1，zE9(A) 时 
lo YN KO Ar om Arl. (12) 
因为 pg(2) 一 Q(t)z, gpg(0)=[exp(iA.)]z, (12) 意 味 着 
QWzr— [expGA yzrl KG) | Ar mArl, (13) 


zzE9g4A)0<es 委 1 
这 给 出 zxE 9(A) 时 的 Ce)， 
此 时 ， 由 (Ca) 和 (C9)，Q(2) 一 exp(tA,) 在 0 三 T，0<e 所 1 上 是 有 界 的 . 
所 以 这 些 算 子 构成 等 度 连续 族 ( 第 4 章 习题 3). 由 此 推出 ， 它 们 在 稠密 集 2(A) 上 
的 收敛 导致 在 整个 六 上 的 收敛 (第 二 章 习 题 14). 这 说 明了 (e). 
(f) 由 Ca) 知道 ， 若 Re 二 r， 则 
C 


~ (rRei)t 一 
| RQ) < c| e d= Ra < (14) 


于 是 RA)EB(X). RC(A) 的 定义 表明 
AROWz = | e*Q te rdt -| exQCDzdt. 
车 在 第 一 个 积分 中 将 z 换 为 :一 e， 我 们 导出 
A.R(Vz = SR CDz 一 Te] erQo rd. (15) 


若 e->0，(15) 的 右边 收 化 于 AR(4)z 一 zx， 这 说 明 R(X)xE 9(A) 并 且 
QI—ARQ)xr=7x (rE€ XX) (16) 
另 一 方面 ， 若 zE23(4)， 我 们 可 以 应 用 (d) 于 


ROVAx = | QW Ad (17) 
和 
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并 应 用 分 部 积分 知道 
RO)Az = | Q(zd = 一 工 十 AR (Vz (18) 
于 是 
RO Axr—x (Ee9A)). (19) 
特别 地 ，9CA) 在 ROQ) 的 值 域 中 . 
证 毕 . | 


现在 自然 地 问 (d) 中 的 极限 能 否 去 掉 ， 即 在 什么 条 件 下 指数 型 表达 式 Q(t) = 
exp(LA) 成 立 ? 下 面 两 个 定理 给 出 了 这 些 问题 的 回答 . 
13.36 定理 车 {Q(1)) 像 定理 13. 35 那样 ， 则 下 面 三 个 论述 任 一 个 都 蕴涵 其 他 
两 个 ， 

(a) 9(A)=X. 

(b) lim 1 QCe) I =0. 

(c) AE F(X) 并 且 QC() =e* (0R1Eo0). 

证 明 我们 使 用 与 定理 13. 35 证 明 中 一 样 的 记号 . 

若 (a) 成 立 ，Banach-Steinhaus 定理 意味 着 算 子 A, 的 范 数 对 于 充分 小 的 se 之 0 
是 有 界 的 ， 因 为 Q(e) 一 1 二 eA.，(b) 从 (a) 推 出. 

若 (b) 成 立 ， 则 当 上 >0 时 ， 也 有 | M: 一 [| 一 0. 固定 上 之 0 如 此 小 ， 使 得 M 
在 9(X) 中 可 逆 ， 因 为 MA4.=A.M.， 我 们 有 ， 

A, 一 (MD) -AM.. (1) 

当 e->0 时 ，(1) 首 先 说 明 ， 对 于 每 个 zEX，A4sz 收敛 (因为 Miz 一 z 并 且 (CM,) 一 
A,EB(X))， 其 次 A 二 CM,) 4 ， 第 三 ， 


1A.—Al lMIAI |M 一 [一 0 (se 一 0)， (2) 
公式 Q(t) =exp(A) 现 在 从 定理 13. 35(e) 推 出 ， 因 为 (2 意味 着 
lim || exp(i4A。) —exp(tA)| =0 (0<te co). (3) 
于 是 (c) 从 (b) 推 出 . 本 
(c) 到 (a) 是 平凡 的 . 


13. 37 ”Hille-Yosida 定理 ”Banach 空间 X 中 的 稠 定 算 子 A 是 定义 13.34 中 所 说 
的 半 群 {Q(t)) 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 存在 常数 C，r 使 得 
aA 和 CQ 一 站 了， VA>r,m 宇 1. (1) 
证 明 若 和 关于 {QGD))} 如 定理 13.35， 在 那里 (MT 一 A) 一 一 ROA)，YAm， 
其 中 


ROVz = | saQcpzd: (2) 
是 Q(2)z 的 Laplace 变换 .所 以 RC)*Zz 是 卷 积 
| ec=- SJQ(C)zds = 1Q(H)x (3) 
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的 变换 . (形式 上 与 Fourier 变换 一 样 . ) 依 此 做 法 我 们 得 到 


ROA)"z = my) Qe zde, m = 1,2,3,° (4) 
从 而 ， 对 于 定理 13. 35(a) 中 的 C，~， 
| ROAD) ”| 和 < 本 | = CQA—7r)™, (5) 
这 证 明了 (1) 的 必要 性 . 
反 过 来 ， 设 SCe)= (IT 一 sc4)-: ， 则 (1) 变 为 
| se 和 CG 一 sr) (0<e<em= 1,2,3,.%), (6) 
并 且 关 系 式 
(I—eA)S(e)xr = zx— Sl)(l~—eA)z (7) 


成 立 ， 第 一 式 关于 所 有 zEX， 第 二 式 关 于 所 有 zE9(A). 
若 xE9(CA), 则 zx 一 S(e)zx 二 一 eS(e)z， 从 而 
limSCe)z = x. (8) 


E— 


但 因为 | Sle) | <C(1 一 sor) 1， {S(e): 0<<e<eso} 是 等 度 连续 的 ， 所 以 (8) 对 于 
所 有 zxEX 成 立 . 


下 面 我 们 设 
T(ie) = exp(tAS(e)), (9) 
我 们 断定 
| TGse) 1 < Cexp| TEs) (0 et 0). (10) 
实际 上 关系 式 eAS(e)= 二 SCe) 一 I( 见 (7)) 说 明 
T(t,e) = o>) se)". (11) 
现在 (10) 由 (6) 和 (11) 推 出 . 


对 于 zE9(4)，(7) 和 (9) 说 明 
ELT) T2071z] = TO,e) T(t,0) (SCe) — S(6))Ar. 


积分 此 式 并 应 用 T(:，6) 的 结果 ， 我 们 得 到 
T(tye)z— T(t,0)x = | Tuse) T(t— uCS(e) — S(O Ardu. (12) 


若 以 Az 代替 x， 应 用 (8)， 借 助 于 (10)， 则 知道 当 e 一 0，5->0 时 (12) 右 端 
收敛 于 0， 从 而 极限 
QI 一 limT(t,e) zr (13) 
对 于 每 个 zxEg9(A) 存 在 ， 在 [0，co) 的 每 个 有 界 子 集 上 一 致 收 伍 ， 此外，(10) 说 
明 | QG) ‖ 过 Ce"， 由 等 度 连 续 性 以 及 9CA) 是 稠密 的 假设 ，(13) 对 于 VrEX 成 
立 ， 由 于 T(z，e) 由 9) 定义 ，{Q(2)) 是 如 定义 13. 34 所 说 的 半 群 . 
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设 A 是 {Q(z)) 的 无 穷 小 生成 元 ， 由 定理 13. 35(f)， 
QI — A)-iz 六 sacozdz Qn (14) 
男 一 方面 ，AS(e) 是 {exp(tAS(e))}) 二 {T(t1，e)) 的 无 穷 小 生成 元 ， 于 是 
Ql — AS(e)) zr = | eT (tse) xdi. (15) 
由 (13) 这 变 成 了 
QT 一 A)-z 一 | QW zd (16) 
比较 (14) 和 (16) 说 明 X1 一 A 与 MT 一 人 对 于 充分 大 的 1 有 同样 的 逆 ， 这 意味 着 A= 
A. | 
为 了 最 后 的 定理 ， 我 们 转 到 Hilbert 空间 的 情况 . 
13.38 ”定理 假设 {Q(z): 0 志 t 二 coo} 是 正常 算 子 Q(1) E38( 晶 ) 的 半 群 ， 满 足 连 


续 性 条 件 
lim IQWz—zrl| =0 (rE€H). (1) 


则 {QCD) ) 的 无 穷 小 生成 元 A 是 吾 中 的 正常 算 子 ， 存 在 r< co 使 得 对 于 每 个 人 
Ec(A)，RA 志 rr 并且 


QC =e (0 过 上 < co). (2) 
车 每 个 Q(t) 是 西 的 ， 则 存在 昌 中 的 自 伴 算 子 S 使 得 
Qi =es (0 雪上 一 co) (3) 


西 半 群 的 这 个 表达 式 是 M，H. Stone 的 一 个 经 典 定 理 的 内 容 . 

注意 : 尽管 9(A) 可 能 是 旷 的 真子 空间 . 算 子 e* 在 整个 瑟 中 有 定义 并 且 有 
界 . 为 此 , 设 EF* 是 A 的 谱 分 解 ( 定 理 13.33)， 因 为 对 于 所 有 AE€o(A)，| e@* | 
< 入 er ， 定 理 12. 21 中 叙述 的 符号 演算 容许 我 们 用 


“=| edEAO) (0<1<%) (4) 
oA) 


定义 有 界 算 子 e*. 
这 个 定理 有 一 个 自然 的 逆 : 车 A 像 结论 中 一 样 ， 显 然 (2) 定 义 了 正常 算 子 的 


半 群 ， 并 且 (1) 成 立 ， 因 为 由 控制 收 伍 定 理 ， 当 i>0 时 
laQcpz 一 zl -| Je 112dE4A CO) > 0. (5) 
证 明 因为 每 个 Q(s) 与 每 个 Q(t) 可 交换 ， 定 理 12. 16 意味 着 Q(s) 和 QC2)* 
可 交换 ， 从 而 包含 所 有 Q() 和 所 有 Q(D 的 8( 瑟 ) 的 最 小 闭 子 代数 是 正常 的 ， 设 
A 是 它 的 极 大 理想 空间 并 且 像 定理 12. 22 中 一 样 EE 是 对 应 的 单位 分 解 . 
设 上 和 ww 分 别 是 QCD 和 A. 的 Gelfand 变换 ， 则 


Qs 一 fe >0), (6) 


简单 的 计算 给 出 
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az 一 a 一 Ca) (7) 
因为 f= 二 (f.)*?， 对 于 那些 使 下 面 极 限 存在 (作为 一 个 复数 ) 的 pEA， 定 义 
b(p) = limas,(p). (8) 


对 于 所 有 其 他 的 pE€ A， 定义 5(p)= 二 0. 则 5 是 A 上 的 复 Borel 函数 像 定理 
13. 24 中 一 样 ， 令 B= 二 (5)， 定 义 域 为 


2(B) = (rE H:| 16 12dE- < co 上 (9) 
则 如 是 互 中 的 正常 算 子 . 
我 们 将 证 明 A=B. 
若 zE9CA)， 则 当 e>0 时 ，| 上 Az ‖ 有 界 . 所 以 存在 C: 二 oo 使 得 
| .la kde = lAzl’<C 0<e<. (10) 
从 而 由 (7) 
| lan a | dE < $C (0<e<l. (11) 
在 (11) 中 取 s= 王 2 (一 1，2，3，…) 并 且 把 得 到 的 不 等 式 相 加 .由 此 推出 
3 | as nn — 4s |< oo, a.e. LE,,,] (12) 
从 而 极限 (8)a. e. [E..] 存 在. 现在 Fatou 引 理 和 (10) 意 昧 着 
| | 5 ?dE,,: < C-. (13) 


因此 ，2(A)C93(B). 
定理 13. 35(a) 说 明 ， 对 于 0<e 扎 1， 上 exp(A.) 二 ni 二 c2o， 这 里 7 依赖 于 
{Q())， 所 以 对 于 每 个 PEA，| expa.《p) | 二 r1 ， 因 为 Gelfand 变换 是 B* -代数 
上 的 等 距 . 现在 从 C8) 推出 对 于 每 个 p€A，| expb(p) | 三 n， 从 而 存在 r<< 
使 得 
Rebl(p) rr (pE€EA) (14) 
对 于 每 个 zE 9(A) 和 每 个 :二 0， 如 果 e 经 过 序列 {2-"} 趋 于 0， 则 


| exp(1A.)zx— exp(tB)z||’ = | | exp(ta.) 一 exp( 妇 ) | dd- (15) 


趋 于 0， 因 为 被 积 函数 被 4r? 控制 并 且 它 的 极限 是 0，a. e. [EE,:j. 所 以 定理 
13. 35(e) 意 味 着 
QCDz 一 ez [rx € 9A)]. (16) 
然而 ，ee 在 A 上 是 有 界 函 数 ， 所 以 es 级 ( 电 ). 又 因为 (16) 说 明 连 续 算 子 Q 
(1 和 es 在 24) 的 稠密 集 上 相同 ， 我们 得 到 
Qt) =e (0 和 雪上 一 co). (17) 
从 (17) 推 出 
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ee 一 了 
€ 


4,r 一 Hz 一 ( 一 Bjz， (18) 
从 而 

1Az—Bzl’=| 

A 


当 e->0 时 ， 被 积 函数 (19) 在 A 的 每 个 点 趋 于 0. 因为 | 沁 一 1/z | 在 每 个 半 平 面 
{z: Rez<c)} 有 界 ， 又 因为 被 积 函数 (19) 可 以 写成 


es 一 工 


eb 2 
一 一 4 dE,... (19) 


| 15 4, 
车 xE20B)， 从 (14) 和 控制 收敛 定理 推出 
lim| Auz — Bz 1 : = 0. (20) 

这 证 明了 9(B)C9(A) 以 及 A=B. 

从 (14) 和 定理 13. 27(c) 推 出 c(A) 的 实 部 是 有 上 界 的 . 

除了 最 后 关于 酉 半 群 的 论述 以 外 ， 证 明 已 完成 ， 若 每 个 QGD 是 西 的 , 则 | f. | 二 
1， 《6) 说 明 lima。 在 此 极限 存在 的 每 个 点 是 纯 虚数 ， 从 而 5(p) 在 每 个 p€E A 是 纯 
虚数 ， 并 且 若 S= 一 iB 则 (17) 给 出 (3)， 又 定理 13. 24(c) 说 明 S 是 自 伴 的 . ” 面 
习题 

除非 有 相反 的 说 明 ， 这 组 习题 中 ， 字 母 玉 表示 Hilbert 空间 . 

1. 整个 这 一 章 ， 结 合 律 (TT,)T, 二 T,(TzT;) 已 经 随意 使 用 证明 它 。 再 证 
明 TiCT 蕴涵 STICST 以 及 TSCT,S. 

2. 设 工 是 互 中 的 稠 定 算 子 ， 证 明代 具有 闵 延 拓 当 且 仅 当 9(T"” ) 在 日 中 称 
密 . 在 这 种 情况 ,证 明 T “是 工 的 一 个 延 拓 . 

3. 由 定理 13.8， 对 于 五 中 的 稠 定 算 子 T，9(T” ) 二 {0} 当 上 且 仅 当 儿 了 DD) 在 HX 
HH 中 稠密 .说明 这 事实 上 是 可 以 出 现 的 . 

建议 : 设 {e,: x 一 1，2，3，…} 是 五 的 正 交 基 ，{z*} 是 X 的 稠密 子 集 ， 定 
义 Te, 一 x,， 线 性 延 拓 本 到 9(T) 一 一 由 基 向 量 ev 的 全 体 有 限 线性 组 合 构成 的 空 
间 . 证 明 工 的 图 像 在 互 X 互 中 稠密 . 

4. 假设 工 是 五 中 的 稠 定 闭 算 子 ， 并 且 T* TCTT*。. 能 否 推出 工 是 正常 的 . 

5. 假设 工 是 HH 中 的 稠 定 算 子 并 且 对 于 每 个 zxE9(T)，(Tz，z) 一 0， 能 否 
推出 对 于 每 个 xE9(CT) ，Tz 一 0? 

6. 若 工 是 五 中 的 算 子 ， 定 义 

NGCT) = (zeE9CT:Tz = 0). 
若 92(T) 是 稠密 的 ， 证 明 
NT*) 一 RCIT)L 站 SCT*). 
车 开 还 是 闭 的 ， 证 明 
ND = RCT* )+ NN 93(CT). 
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这 推广 了 定理 12. 10. 
7. 考虑 下 面 三 个 边 值 问 题 ， 微 分 方程 是 


f—~f=g; 
其 中 gEE(CL，1]) 是 给 定 的 . 可 选取 的 边界 条 件 是 
fC0) = f(1) = 0. (1) 
f(0)= 10)=0. (CI) 
f(0)= f(1)==0 并 且 广 0) = 六 (1) = 0， 〈 亚 ) 


说 明 这 些 问题 中 的 每 一 个 有 惟一 解 了 使 得 广 是 绝对 连续 的 并 且 广 E 1L*([0， 
1]). 提示 : 把 习题 13. 4 与 定理 13. 13 结合 起 来 . 再 求 出 明显 解 回 答 这 一 问题 . 

8. (a) 证 明 L?(R) 中 算 子 全 的 自 伴 性 , 工 由 Tf 二 i 定义， 其 中 9(T) 是 使 
EL? 的 所 有 绝对 连续 函数 FE L? 组 成 的 . 提示 : 你 想必 知道 对 于 每 个 fE 
2B(T)， 当 1 一 土 吕 时 ，f(1) 悦 0. 证明 这 一 点 .或 者 更 进一步 的 ， 每 个 fE 93(7T) 
是 一 个 元- 函数 的 Fourier 变换 . 

(b) 固定 gE LC(R).， 应 用 定理 13. 13 证 明 方 程 

太一 上 一 8 
有 惟一 的 绝对 连续 解 {EL*， 它 具有 了 EL? 并 且 了 绝对 连续 . 
再 由 直接 运算 证 明 


f(x) 一 一 3[ erzg(t) dt — 二 | eg (2 dt. 


这 个 解 还 可 以 借助 于 Fourier 变换 得 到 . 
9. 设 H? 是 在 开 单位 圆 盘 中 满足 


| 二 21o | < 
n=0 


的 全 体 全 纯 函 数 f(z) 一 忆 csz" 的 空间 . 证 明 通过 一 一 对 应 f<>{c,)}，H? 是 同 构 
于 2 的 Hilbert 空间 . 
由 (Vf) (zx) 二 zf(z) 定 义 VEB(H?). 证 明 V 是 由 


(Tf) Cz) = i1 士 zr(z) 


1 一世 
给 出 的 H? 中 对 称 算 子 工 的 Cayley 变换 . 找 出 T 十 江 和 本 一 订 的 值 域 ， 说 明 一 
个 是 H:， 一 个 具有 余 维 数 1. (比较 习题 13. 21). 

10. 应 用 习题 9 中 的 H*， 现 在 由 

(Vf) (2z) = zf (xz) 

定义 V. 说 明 V 是 一 个 等 距 ， 它 是 H? 中 某 个 闭 对称 算 子 工 的 Cayley 变换 ， 它 
的 亏 指标 是 0 和 ce. 

11. 证 明 引 理 13. 18(c). 

12. (a) 在 定理 13. 24 的 情况 ， 算 子 更 (J 二 g) 和 更 (站 十 更 (g) 的 关系 怎样 ? 

(b) 若 上 和 8g 是 可 测 的 并 且 g 有 界 . 证 明 更 (8) 把 9r 映射 到 27 中 . 
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(c) 证 明 秋 (有 = 二 (g) 当 且 仅 当 一 ga e. [E]， 即 当 且 仅 当 
Elp:f(p) 8g(p)} 一 0. 
13. 定理 13. 33 证 明 中 出 现 的 算 子 C 是 正常 的 吗 ? 
14. 证 明 互 中 的 每 个 有 界 或 者 无 界 正常 算 子 N 具有 极 分 解 
N= UP = PU, 

其 中 局 是 西 的 ，P 是 自 伴 的 ，P 宇 0， 此 外 2(P) 二 9(N). 

15. 证 明定 理 12. 16 的 下 面 推广 : 若 TEB( 晶 ),，M 和 NN 是 再 中 的 正常 算 子 
并 且 TMCNT， 则 也 有 TM* CN TI 

16. 假定 工 是 互 中 的 闭 算 子 ，9(T) 一 9(T"* ) 并 且 对 于 每 个 x € 9(7T)， 
| Tz = 上 T*xzj ,证 明代 是 正常 的 ， 提示: 从 证 明 

(Tzx,Ty)= (Tx,T’*y) (rz,y € 29(T)) 

开始 . 

17. 证 明 互 中 任 一 算 子 T 的 谱 c(T) 是 C 的 闭 子 集 ( 见 定义 13.26)， 提示 : 
若 STCTS= 了 I 并 且 SE 8%( 昌 )， 则 对 于 小 的 1|X|，S(I 一 4S) ! 是 T 一 A 的 有 
界 逆 . 

18. 令 gt 一 exp( 一 刀 )， 以 

(SF 人 一 gb 一 1) (Ff € LL) 

定义 SE 9GLD)， 其 中 了 一 L2(R)， 使 (SP (一 8D8C 一 1) f(t 一 2) 等 等 ( 注 
意 S 用 它 的 极 分 解 S$ 二 PU 表达. ) 

找 出 S， .计算 


(az 一 1)72(C2 十 1) 
12 


| S” | 一 exp (n= 1,2,3,.")., 


推出 S 是 一 一 的 ，R(S) 在 L? 中 稠密 并 且 oC(S) 二 {0}. 以 
TST=/ (fE€EL’) 

定义 工 以 9(T) 一 R(S) 为 定义 域 ， 证 明 o( 了 T) 是 空 的 . 

19. 设 TT ，T,，TT 像 例 13. 4 中 那样 . 令 

9(T,) = {f € 9(T,):f(0) = 0}, 

并 且 对 于 所 有 fE€E9(T,) 定 义 Tf=if.. 

证 明 下 面 断 言 . 

(a) 每 个 AEC 在 T! 的 点 谱 中 . 

(b) ol(Ti) 由 2xn 组 成 ， 这 里 4 遍历 整数 ， 它 们 每 个 都 在 Ts 的 点 谱 中 . 

(c) 对 于 每 个 ME C，R(T 一 人 门 具有 余 维 数 1， 所 以 c(T) = 一 C，T 的 点 谱 
是 空 的 . 

(d) ol(T,) 是 空 的 . 

提示 : 研究 微分 方程 if 一 Af==g. 

这 表明 微分 算 子 的 谱 对 于 它 的 定义 域 (在 这 种 情况 ， 是 对 外 加 的 边界 条 件 ) 何 
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等 敏感 . 
20. 说 明 C 的 每 个 非 空 闭 子 集 是 互 中 某 个 正常 算 子 的 谱 ( 若 dimH== 2). 
21. 以 
[QO@) 门 (s) = f(t+ts) 
定义 西 算 子 Q(2) E BCL:)， 其 中 L: 一 L?(R). 
(a) 证 明 每 个 QCz) 是 西 算 子 . 
(b) 证 明 {QC2)) 满 足 定义 13. 34 叙述 的 条 件 ， 
(c) 车 A 是 {QC2)) 的 无 穷 小 生成 元 ， 证明 fE 9(A) 当 且 仅 当 
| ldy < ~ 
(这 里 了 是 了 的 Fourier 变换 ) 并 且 
Af = f ,VfE 9(A). 
(d) 证 明 oc(A) 是 虚数 轴 ， 更 细致 地 ， 证 明 A 一 XI 对 于 每 个 ^EC 是 一 一 的 . 
4 在 A 的 予 解 集中 当量 仅 当 X 不 是 纯 虚 数 . 若 1 是 纯 虚 数 ， 则 A 一 AI 的 值 域 是 L? 
的 稠密 真子 空间 . 
提示 : gE€R(A 一 A1) 当 且 仅 当 g€EL? 并 且 gC)/(iy 一 和 EL. 
说 明 {Q(z)} 的 由 定理 13. 37 给 出 的 指数 型 表达 式 ( 形 式 上 ) 类 似 于 初等 微 积 分 
中 的 Taylor 展开 式 ， 
22. 若 f€ H:( 见 习题 9) 并 且 f(z) 一 cz”"， 定 义 


[QO 门 (z) = Dtl) cz" (OSCt< co). 


证 明 每 个 Q(z) 是 自 伴 的 (和 正 的 )， 找 出 半 群 {Q(#)} 的 无 穷 小 生成 元 A，A 是 否 
自 伴 ? 说 明 A 有 纯 点 谱 ， 它 们 是 logl1，log(1/2) ，log(1/3)，… 
23, 对 于 f€EL’(R), XER, 0<y<<co， 定义 


=1[ ”> 
[QW = | GT 
并 且 令 QC0)f=f. 证 明 {Q(y); 0 委 y<co} 满 足 定 义 13. 34 的 条 件 并 且 对 于 所 有 


y, | Qcy) | =1. 

(这 个 积分 在 上 半 平 面 中 代表 一 个 具有 边界 值 f 的 调和 函数 . {QCy)} 的 半 群 
性 质 可 以 从 这 一 点 得 出 ， 也 可 以 从 检验 函数 QCy)f 和 Fourier 变换 得 出 , ) 

找 出 {QCy)) 的 无 穷 小 生成 元 A 的 定义 域 并 且 证 明 

Af =— Hf’'， 

其 中 五 是 Hilbert 变换 (第 7 章 习 题 24). 

证 明 一 A 是 正 的 和 自 伴 的 . 

24. 证 明 五 中 的 每 个 等 距 算 子 有 一 个 闭 的 等 距 延 拓 . 

25. 另 一 方面 ， 通 过 完成 下 面 提纲 说 明 中 的 某 些 对 称 算 子 没有 闭 的 对 称 延 
拓 . 
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设 {ei ， e2 ， es， …} 是 H 的 正 交 基 . X 是 服从 于 条 件 >a, 二 0 的 有 限 和 2a,e， 
的 全 体 . 证 明 X 是 五 的 稠密 子 空间 . 定义 UE BC(H)， 


U( Dae,)= Qlel 一 Soe,, 
YY 是 品 到 X 上 的 限制 ， 则 Y 是 等 距 ，2(V)=X 并且 T 一 冯 在 X 上 是 一 一 的 ， 从 
而 V 是 一 个 对 称 算 子 T 的 Cayley 变换 . 工 的 任何 闭 对 称 延 拓 对 应 于 Y 的 一 个 闭 
等 距 延 拓 w ， 使 得 I 一 Vi 是 一 一 的 . 但 2(V) 在 互 中 稠密 ， 所 以 六 仅 有 一 个 闭 
等 距 延 拓 U， 而 [一 U 不 是 一 一 的 . 


附录 A 紧 性 与 连续 性 


Al 半 序 集 9 称 为 是 由 二 元 关系 “ 委 ” 确 定 的 半 序 集 ， 若 

(| ) ab 并且 bc 蕴涵 ac， 

(ii ) 对 于 每 个 a€ 9，a 委 a， 

( 首 ) a<b 并 且 ba 蕴涵 a 一 b. 

半 序 集 9 的 一 个 子 集 f 称 为 是 全 序 的， 车 每 一 对 a，bE 要 么 a 人 bb 要么 b 
< 大 a. 

Hausdorff 极 大 定理 断 宇 : 

每 个 非 空 半 序 集 史 包 含 一 个 全 序 子 集 2Z， 它 是 极 大 的 具有 全 序 性 质 的 子 集 . 

其 证 明 可 以 在 [23] 中 找到 (应 用 选择 公理 ). 这 个 定理 明显 地 应 用 在 Hahn- 
Banach 定理 ，Krein-Milman 定理 以 及 在 具有 单位 的 交换 环 中 每 个 真理 想 属 于 一 
个 极 大 理想 等 定理 的 证 明 中 .现在 为 了 给 Tychonoff 定理 的 一 个 简捷 证 明 做 准备 
(A2) ,我 们 将 青 一 次 用 到 它 . 
A2 次 基 拓扑 空间 X 的 开 子 集 族 7 称 为 X 的 拓扑 rt 的 次 基 ， 若 7 中 元 素 的 所 
有 有 限 交 集 构成 r 的 基 .，( 见 1.5 节 )9 的 任 一 子 族 ， 其 并 集 是 X， 将 称 为 X 的 
复 盖 ， 由 定义 ， 假 若 X 的 每 个 开 复 盖 具 有 有 限 子 复 盖 ，X 是 紧 的 ， 这 一 点 只 须 
对 于 9Y 复 盖 验 证 就 够 了 : 

Alexander 次 基 定 理 ” 若 9 是 空间 久 的 拓扑 的 次 基 ， 并 且 义 的 每 个 9 复 盖 有 
有 限 子 复 盖 ， 则 和 是 紧 的 . 

证 明 假定 X 不 是 紧 的 .由 此 我 们 将 得 出 X 的 一 个 没有 有 限 子 复 盖 的 了 Y 复 
工 - 
设 9 是 义 的 所 有 不 含有 限 子 复 盖 的 开 复 盖 族 .由 假设 ， 弛 多， 用 包含 关系 

使 成 为 半 序 集 ， 设 Q 是 9 的 极 大 全 序 子 族 ,， 工 是 Q 中 所 有 元 素 的 并 ， 出 

(a) 械 是 XX 的 开 复 盖 ， 

(b) 械 不 具有 有 限 子 复 盖 ,但 是 

(c) 对 于 每 个 开 集 VET，TU {V} 具 有 有 和 限 子 复 盖 . 

其 中 (a) 是 显然 的 ， 因 为 9 是 全 序 的 , 的 任 一 有 限 子 族 包含 在 Q 的 某 个 元 
中 ， 因 此 不 能 复 盖 X， 这 得 出 (b)， 而 (c) 从 Q 的 极 大 性 质 推出 . 

令 开 = 站 2 因为 fCr，(b) 蕴 涵 工 不 具有 有 限 子 复 盖 . 为 了 完成 证 明 ， 我 
们 说 明王 复 盖 X. 

若 不 然 ， 有 某 个 zEX 不 被 了 盖 住 ， 由 (a)， 由 于 某 个 WET，zEW.， 因为 
9 是 次 基 ， 存 在 Vi，…，V,.E 9 使 得 zx€ 八 V,CW. 因为 zx 不 被 下 盖 住 ， 没 有 哪 
个 VEr、 于 是 (c) 荀 涵 着 存在 每 ，…，Y,， 每 一 个 都 是 工 中 元 的 有 限 并 ， 使 得 
X 一 V,UY,，1 委 ;i 委 nm 从 而 
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X=YU"UYUNV CYURUY,UW, | 
这 与 (b) 矛 盾 . 
A3 Tychonoff 定理 若 X 是 紧 空 间 X。 的 任意 非 空 族 的 稍 卡 儿 乘 积 ， 则 右 是 
紧 的 . 


证 明 若 x,《zx) 表 示 xEX 的 XX 坐标， 由 定义 ，X 的 拓扑 是 使 每 个 n: X 一 
X。 连续 的 最 弱 拓 扑 ; 见 3.8 节 . 设 多 是 所 有 ra!1《V,) 的 集 族 ， 其 中 V 是 X。 的 
任 一 开 子 集 ， 若 Y 是 全 体 % 的 并 ， 由 此 推出 7 是 XX 的 拓扑 的 一 个 次 基 . 

假设 是 XX 的 一 个 多 复 盖 . 令 T= 二 PT 站 9%， 假定 (为 了 得 出 予 盾 ) 没 有 TT 复 
盖 发 ， 则 对 应 于 每 个 <， 存 在 x。 € X。 使 得 T。 不 复 盖 xs!1(zx,) 的 点 .车 取 xEX 是 
使 rs(z) 一 zx 的 点 ， 则 < 不 被 下 盖 住 ,但 PR 是 X 的 复 盖 . 

于 是 至 少 有 一 个 I, 复 盖 X， 因 为 X. 是 紧 的 ，T 的 某 个 有 限 子 族 复 盖 X. 
因为 PCT，P 有 有 限 子 复 盖 ， 现在 Alexander 定理 蕴涵 着 久 是 紧 的 . 加 
A4 定理 若 开 是 完备 度量 空间 的 闭 子 集 ， 则 下 面 三 条 性 质 等 价 : 

(a) KK 是 紧 的 . 

(b) K 的 每 个 无 穷 子 集 有 极限 点 在 下 中 . 

(c) K 是 完全 有 界 的 . 

记 住 (c) 是 指 对 于 每 个 e 汪 0，K 能 够 被 有 限 多 个 半径 为 e 的 球 复 盖 . 

证 明 ”假定 Ca) 成 立 ， 若 ECK 是 无 穷 的 并 且 天 中 没有 E 的 极限 点 ， 则 存在 
K 的 开 复 盖 {V,)， 使 得 每 个 V。 至 多 包含 下 的 一 个 点 ， 因 此 {V。} 没 有 有 限 复 盖 ， 
矛盾 . 于 是 (a) 蕴 涵 (b). 

假定 (b) 成 立 . 固定 e 六 0 并 且 设 d 是 X 的 度量 . 先 取 xi1 EK. 假设 zx，…'， 
zs 取 自 于 KK 使 得 d(x,，zx) 之 e，i 关 jj。 车 有 可 能 再 取 z+ EK 使 得 对 于 1<i<n，d 
(xz,，Xs+1) 之 e， 由 Cb)， 这 一 过 程 在 有 限 步 之 后 必定 停止 ， 于 是 中 心 在 Xz1，…，z， 
的 这 些 e- 球 复 盖 .从 而 (b) 蕴 涵 (c). 

假定 (c) 成 立 . 设 了 是 天 的 一 个 开 复 盖 并 且 ( 为 了 达到 矛盾 )T 没有 有 限 子 族 
复 盖 K， 由 (c)，K 是 有 限 多 个 直径 小 于 或 等 于 1 的 闭 集 之 并 ， 其 中 之 一 ， 例 如 
Ki 不 能 被 T 的 有 限 多 个 元 复 盖 . 同样 对 Ki 也 这 样 做 ， 并 且 继 续 做 下 去 ， 其 结 
果 得 到 闭 集 K, 的 一 个 序列 ， 使 得 

( 工 ) KOK,OK;, DODO, 


(CH) diamK,< 二 ， 并 且 


( 亚 ) 没有 哪个 K, 能 够 被 的 有 限 多 个 元 复 盖 ， 

取 xsEK,， 由 CI) 和 ( 卫 )，{z,} 是 Cauchy 序列 ， 它 收敛 于 一 点 zE 天 。( 因 
为 和 完备 并 且 每 个 天。 闭 )， 从 而 对 于 某 个 VETR，zEV. 由 (IT)， 当 ?充分 大 
时 ， 开 ,CV. 这 与 ( 亚 ? 了 矛盾 . 于 是 (c) 蕴 涵 (a). [|| 

注意 X 的 完备 性 仅 用 于 从 (c) 到 (a) 的 证 明 中 .事实 上 ， 对 于 任何 度量 空间 ， 
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Ca) 和 (b) 都 是 等 价 的 . 
AS Ascoli 定理 假设 X 是 紧 空 间 ，C(CX) 是 X 上 所 有 连续 复 函 数 赋 于 上 确 界 范 
数 的 Banach 空间 ，GCCCX) 是 点 态 有 界 和 等 度 连续 的 . 更 明确 地 ， 

(a) 对 于 每 个 TEX，sup{ | f(x) | : fE8)}<ce， 并 且 

(b) 车 e 汪 0， 每 个 xEX 有 和 贸 域 V 使 得 所 有 yEV 和 所 有 Eg®， 

| f(y 一 JCz) | e. 

则 更 在 CCX) 中 是 完全 有 界 的 . 

推论 因为 C( 义 ) 是 完备 的 ， 故 吓 的 闭 包 是 紧 的 并 且 十 中 的 每 个 序列 包含 一 
个 一 致 收 黎 子 序列 . 

证 明 ”固定 ce 之 0， 因 为 X 紧 ，(b) 说 明 存 在 xz，…，xz, EXX， 具有 邻 域 V，…， 
V。 使 得 X= UV, 并 且 


| FGz) 一 xz) |<e (CCFEEzEVl 委 1i 魏 7， (1) 
车 代替 工 将 (a) 用 于 zi，…，z， 则 从 (1) 推 出 更 是 一 致 有 界 的 : 
sup{| f(x) |:7 EE X,fE DB}= Mo. (2) 
令 DD={AEC: |4| 声 M} 并 且 通 过 设 
pf) = Cf xi), fx)) (3) 


使 每 个 fE $B 与 一 个 点 pC(f)ED"CC' 联系 起 来 ， 因 为 D* 是 有 限 多 个 直径 小 于 
的 集合 之 并 ， 故 存在 有 ，…，fE 旬 使 得 每 个 p(f) 离 某 个 p(fi) 距 离 小 于 Ee. 
若 FEG， 则 存在 k， 1&k<m, 使 得 


| f(r) — filxi) <e (Qin. (4) 
每 个 zE XX 属于 某 个 V, 并 且 对 于 这 个 1 
| fx) — fr) |<s | filr) — filxi) | 二 &, (5) 


于 是 对 于 每 个 zxEX，| f(x) 一 f(x) | <3e. 

因此 中 心 在 有 ，…， 有 fi 的 3e- 球 复 盖 罗 ， 因 为 是 任意 的 ，B 完全 有 界 . 国 
A6 序列 连续 性 若 基 和 YY 是 Hausdorff 空间 ，f 把 XX 上映 和 人 YY， 了 称 为 是 序列 连 
续 的 ， 假 车 对 于 X 中 的 任 一 序列 {xz,}， 满足 limz, 一 Z， 则 limf (x,) = f(z). 

定理 (a) 若 f/f: XY 是 连续 的 ， 则 f 是 序列 连续 的 ， 

Kb) 若 f: XX> 了 是 序列 连续 的 并 且 外 的 每 个 点 具有 可 数 局 部 基 ( 特 别 地 ，XX 
是 可 度量 的 )， 则 f 是 连续 的 . 

证 明 (a) 假设 在 匀 中 x, 一 xz, V 是 f(x) 在 Y 中 的 邻 域 并 且 U= fCV). 
因为 f 连续 , U 是 z 的 邻 域 ， 从 而 除去 有 限 多 个 n， 所 有 xz, EU， 对 于 这 些 nn， 
f(zx,)EV. 于 是 当 n>oo 时 ，f(zx,) 玉 f(z). 

(b) 固定 xEX， 设 {U,} 是 xz 的 拓扑 在 x 的 可 数 局 部 基 ， 又 假定 f 在 不 连 
续 ， 则 存在 f(z) 在 Y 中 的 邻 域 V 使 得 /7'(V) 不 是 x 的 邻 域 ， 从 而 存在 序列 zx,， 
使 得 x, EU,， 当 n>oo 时 xz, 一 x, 但 x 了 '(V)， 于 是 f(z,) EV， 致使 f 不 是 
序列 连续 的 . 国 
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A7 完全 不 连通 紧 空间 拓扑 空间 X 称 为 是 完全 不 连通 的 ， 如 果 它 的 任 一 连通 
子 集 都 不 包含 多 于 一 个 的 点 . 

集合 ECX 称 为 是 连通 的 ， 如 果 不 存在 开 集 w ，V; 使 得 

ECViUV:, ENMNV28, ENV:¥ YG, 

但 是 五 门 岂 门 V = 和 . 

定理 假设 KCVCX, 其 中 义 是 紧 Hausdorff 空间 ， 人 是 开 集 ， 民 是 的 
支 集 . 则 存在 紧 开 集 A 使 得 KCACV. 

推论 车 和 是 安全 不 连通 紧 Hausdorff 空间 ， 则 外 的 紧 开 子 集 构 成 它 的 拓 
扑 基 . 

证 明 设 下 是 包含 天 的 X 的 所 有 紧 开 子 集 族 ， 因 为 XET, T 关 如 . 设 玖 
是 了 的 所 有 元 素 的 交集 . 

395 假设 HCW， 其 中 W 是 开 集 ，T 中 元 素 的 余 集 构成 W 的 紧 余 集 的 开 复 盖 ， 

因为 下 关 于 有 限 交 封闭 ， 由 此 推出 对 于 某 个 AET，ACW. 

我 们 断定 互 是 连通 的 . 为 此 ， 假 设 互 王 再 oUE， 其 中 H。 和 H, 是 不 相交 
的 紧 集 ， 因 为 KCH 并 且 K 是 连通 的 ，K 包含 在 二 者 之 一 中 ， 例 如 CCH。， 由 
Urysohn 引 理 ， 存 在 不 相交 开 集 W。，W 使 得 电 ,CW。，H1;CW;， 而 上 面 一 段 
说 明 有 某 个 AET 满 足 ACWo。UWi. 令 A 二 ANW。， 则 KCA。，A。 是 开 的 和 
紧 的 ， 因 为 AN W,= 二 A 站 mW。.， 于 是 A, ET， 由 于 HCAh。, 推出 Hi 二 多. 

于 是 五 是 连通 的 .因为 KCH 并 且 K 是 支 集 ， 我 们 知道 K==H. 以 K 和 V 

[396] ”替换 有 和 W， 刚 才 的 论证 现在 说 明 对 于 某 个 AETrT，ACV. 是 
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分 析 中 的 抽象 化 趋势 开始 于 本 世纪 初 ， 由 于 Volterra，Fredholm，Hilbert， 
Fréchet 和 下 ，Riesz 的 工作 ， 它 发 展 为 现在 被 称 为 泛 函 分 析 的 学 科 ， 这 里 提 到 的 
只 是 某 些 最 重要 的 人 物 ， 他 们 大 体 上 研究 了 积分 方程 ， 特 征 值 问题 ， 正 交 展 开 和 
线性 算 子 . 当然 并 非 偶然 的 是 Lebesgue 积分 诞生 在 同一 时 期 . 

赋 范 空间 的 公理 出 现 于 F，Riesz 关于 CL(a，b)] 上 紧 算 子 的 工作 中 (Acta 
Math. ，Vol，41，pp.71~98，1918)， 而 这 一 学 科 的 第 一 个 抽象 的 论述 是 在 
Banach 1920 年 的 论文 中 (Fundam。 Math. ，Vol. 3，pp，133 一 181，1922)， 他 
在 1932 年 出 版 的 书 [2] 影 响 很 大 ， 它 包含 了 至 今 仍 是 Banach 空间 基本 理论 的 内 
容 ， 不 过 从 我 们 今天 所 处 的 地 位 看 来 ， 它 带 有 某 些 朴 漏 ， 这 似乎 是 令 人 费解 的 . 

其 中 之 一 是 完全 没有 复 标 量 .尽管 Wiener 注意 到 了 (Fundam， Math. Vol. 
4，pp。136 一 142，1923) 这 些 公理 在 C 上 也 一 样 能 表述 出 来 ， 并 且 更 重要 的 是 ， 
那样 一 来 ，Banach 空间 值 全 纯 函 数 的 理论 就 能 得 以 发 展 ， 其 基本 面 狐 与 经 典 的 
复 值 情况 非常 类 似 ， 但 直到 1938 年 都 很 少 ( 车 不 是 没有 的 话 ) 做 这 方面 的 工作 , 
( 见 本 附录 第 3 章 注 记 .》 

回想 起 来 ， 更 使 人 困惑 的 是 Banach 对 于 弱 收 敛 的 处 理 一 一 这 肯定 是 他 对 于 
这 门 学 科 最 重要 的 贡献 之 一 ， 尽 管 二 十 年 代 拓 扑 学 已 有 了 强 有 力 的 发 展 ， 尽 管 
von Neumann 在 Hilber 空间 和 算 子 代数 中 有 关于 弱 邻 域 的 明确 表述 (Math. 
Ann. ，Vol 102，pp。370~427，1930; 见 p。279)，Banach 仅仅 论述 了 弱 收 
伍 序 列 ， 由 于 把 弱 收 伍 子 序列 的 所 有 极限 添加 到 一 个 集合 上 去 并 不 导致 弱 序列 
闭 集 ( 见 第 3 章 练习 9)， 他 被 迫 引入 了 诸如 超 限 闭 包 等 复杂 的 概念 ， 但 他 始终 未 
曾 应 用 简单 得 多 并 且 更 为 剧 意 的 弱 拓 扑 概 念 °. 

偶尔 地 ，[2] 中 还 作 了 一 些 不 必要 的 可 分 性 假设 ，von Neumann 的 Hilbert 
空间 公理 系统 也 是 这 样 (Math，Ann. ，Vol，102，pp 49 一 131，1930)， 其 中 可 
分 性 已 包含 在 所 规定 的 性 质 之 中 . 在 关于 无 界 算 子 的 这 一 基 竟 性 文章 中 ， 他 建立 
了 它们 的 谱 定理 ， 从 而 推广 了 Hilbert 早 在 20 多 年 前 对 于 有 界 算 子 所 做 的 工作 ， 
对 于 算 子 理论 的 另 一 重要 的 贡献 是 M，H._ Stone 1932 年 的 书 [28]. 

尽管 连续 函数 在 Banach 的 书 中 明显 地 起 着 重要 作用 , 但 他 只 考虑 它们 的 向 
量 空 间 结 构 ， 却 从 不 把 它们 相 乘 . 当然， 乘法 长 时 期 以 来 并 未 被 忽略 ,在 关于 
Tauber 定理 的 工作 中 (Ann. Math.，Vol. 33, pp. 1 一 100， 1932) ，Wiener 叙 
述 并 应 用 了 这 一 事实 : 即 绝对 收 伍 Fourier 级 数 的 Banach 空间 满足 乘法 不 等 式 


全 ”Banach 显然 是 这 一 理论 的 大 英雄 之 一 . 上 面 的 评注 无 论 从 哪 方面 说 都 不 是 ( 像 某 些 第 一 版 读者 
所 想 的 ) 意 在 贬损 或 在 轻视 他 的 工作 的 重要 性 和 原创 性 . 其 目的 仅 在 于 把 我 们 现在 的 数学 环境 与 
之 对 照 ， 
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上 xy 志 上 上 zxzjl yl ，M， 有 Stone 推广 的 Weierstrass 通 近 定理 (Trans. 
Amer. Math，Soc. ，Vol. 41，pp. 375~481，1937; 尤其 是 pp. 453 一 481) 无 
疑 地 是 直接 应 用 连续 函数 空间 环 结构 的 最 著名 例子 ，von Neumann 着 意 于 算 子 理 
论 ， 它 们 来 源 于 量子 力学 ， 这 导致 了 他 对 于 算 子 代 数 的 系统 研究 . M. Nagumo 
(Jap.]. Math. ，Vol. 13，pp. 61 一 80，1936) 发 起 了 赋 范 环 的 抽象 研究 ， 但 
真正 使 这 门 学 科技 地 而 起 的 是 Gelfand 发 现 了 交换 代数 的 极 大 理想 所 起 的 重要 作 
用 (Mat，Sbornik NS. ，Vol， 9，pp. 3 一 24，1941) 以 及 他 建立 的 现在 以 
Gelfand 变换 闻名 的 理论 . 

在 四 十 年 代 中 期 以 前 ， 泛 函 分 析 的 兴趣 几乎 完全 专注 于 赋 范 空间 ， 有 关 局 部 
凸 空间 一 般 理 论 的 第 一 篇 重要 论文 由 J Dieudonne 和 L. Schwartz 发 表 在 Ann. 
Inst，Fourier(Grenoble) 上 ，Vol，1，pp. 61 一 101，1949. 它 的 一 个 重要 的 出 
发 点 是 Schwartz 建立 的 广义 函数 理论 [26]. (该 书 的 第 一 个 版 本 出 现 于 1950 
年 . ) 如 同 Banach 和 Gelfand 有 其 先驱 一 样 ，Schwartz 也 有 . 正 像 Bochner 在 他 
对 于 Schwartz 的 书 所 作 的 评论 中 指出 的 (Bull. Amer. Math. Soc.，Vol. 58，, 
pp. 78~85, 1952)， “广义 函数 ”的 思想 至 少 要 追溯 到 Riemann 时 期 . Bochner 
的 《关于 Fourier 积分 的 报告 XLeipzig，1932) 中 就 曾 用 过 它 ， 这 本 书 在 调和 分 析 
的 发 展 中 起 过 非常 重要 的 作用 .Sobolev 的 工作 也 在 Schwartz 之 先 ， 但 正 是 
Schwartz 使 这 一 切 成 为 一 个 十 分 有 效 的 非常 一 般 化 的 结构 ， 它 被 证 明 有 着 多 方面 
的 应 用 ， 特 别 是 对 于 偏 微 分 方程 . 

下 面 评述 性 的 文章 更 详尽 地 叙述 了 我 们 这 个 学 科 的 某 些 历史 . 

F，、F， Bonsall，Banach 代数 概论 ，Bull. London Math. Soc. ，Vol，2， 
pp. 257 一 274，1970. 

T，H. Hildebrandt: 抽象 空间 中 的 积分 ，Bull. Amer, Math, Soc,， 
Vol. 59, pp. 111~139,，1953., 

J].， Horvdth; 广义 函数 引 论 ，Amer. Math. Monthly， Vol. 77, pp. 227 
~240，1970, 

E，R.，Lorch: 赋 范 Abel 环 的 结构 ，Bull. Amer. Mach, Soc.， Vol. 50, 
pp. 447 一 463，1944. 

F，Treves; 广义 函数 在 偏 微分 方程 理论 中 的 应 用 ，Amer. Math. 
Monthly, Vol. 77, pp 241~248, 1970. 

A，E.Taylor; 算 子 论 的 历史 和 解析 性 的 应 用 讲义 ，Amer. Math. 
Monthly, Vol. 78, pp. 331~342, 1971. 

《数学 研究 》 丛 书 第 1 卷 ( 美 国 数学 协会 出 版 ，1962，R. C.。 Buck 编 ) 包 含 文 
章 有 

C，Goffman: 泛 消 分析 初步 . 

E. J， Mcshane: 极限 论 ， 
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E. R.， Lorch: 谱 定 理 ， 

M，H. Stone; 推广 的 Weierstrass 通 近 定理 . 

美国 数学 会 有 两 期 特刊 : 一 期 (1958 年 5 月 ) 论 述 John Von Neumarm 的 工 
作 ， 另 一 期 (1966 年 1 月) 论述 Norhert Wiener 的 工作 . 

Dieudonne 的 书 [36] 很 好 地 叙述 了 泛 函 分 析 的 起 源 . 

现在 我 们 给 课文 中 某 些 条 目 以 详细 的 参考 文献 . 

第 1 章 

关于 拓扑 向 量 空间 的 一 般 理 论 ， 见 [5]，[14],，[15j, [31]，[32]. 

1.8(e) 节 ， 在 Banach 关于 F- 空 间 的 定义 中 ， 他 只 假定 了 标量 乘法 的 分 别 连 
续 性 并 且 证 明了 共同 连续 性 是 其 结论 ， 立 足 于 Baire 定理 上 的 一 个 证 明 见 [4]， 
pp。51 一 53， 另 一 证 明 ( 属 于 S，Kakutani) 不 要 求 X 的 完备 性 但 用 到 标量 域 中 的 
Lebesgue 测度 ; 见 [33]，pp. 31 一 32. 

定理 1. 24. 这 个 度量 化 定理 首先 (在 更 一 般 的 拓扑 群 中 ) 被 G，Birkhoff 
(Compositio Math. , Vol. 3, pp. 427 一 430，1936 ) 和 S. Kakutani (Proc. 
Imp. Acad.，Tokyo，Vol.12，pp. 128 一 142，1936) 证 明 . 定理 的 (d) 大 概 是 
新 的 ， 

1. 33 节 . 凸 集 的 Minkowski 泛 油 有 时 称 为 它 的 支撑 函数 

定理 1. 39 属于 A. Kolmogoroff (Studia Math., Vol. 5, pp. 29 ~ 33, 
1934). 它 也 可 能 是 关于 局 部 是 空间 的 第 一 个 定理 . 

1. 46 节 ， 通 过 重复 平均 来 构造 函数 g， 可 以 在 S，Mandelbrojt 1942 年 Rice 
研究 所 的 小 册子 pp，80~84“ 解 析 函 数 与 无 穷 可 微 函数 类 ”中 找到 ， 在 那里 它 被 
归 之 于 H. E. Bray. 

1. 47 节 ， 不 是 局 部 凸 却 有 多 到 可 以 区 发 点 的 连续 线性 泛 函 ， 这 样 的 广 空间 
中 特别 有 意义 的 是 L? 的 某 些 子 空间 ，H? 空间 (0<2<1). 关于 这 些 的 详细 研究 
见 P. L. Duren, B. W. Romberg 和 A. L. Shields: J]. Reine Angew. 
Math. ，Vol，238，pp。32 一 60，1969， 以 及 Duren,， Shields: Trans. Amer. 
Math. Soc,, Vol. 141, pp. 255 ~ 262, 1969 和 Pac. J]. Math., Vol. 32, 
pp. 69~78, 1970, 


第 2 章 

这 一 章 的 所 有 结果 基本 上 都 在 [2] 中 . 

习题 11，C.。Horowitz 构造 了 一 个 从 R X Rs 到 R' 的 双 线 性 映射， 它 在 (0， 
0) 不 是 开 的 . 见 Prol. Amer. Math. Soc. ，Vol，53，PpPp- 293 ~ 294，1975. 


Pp. J. Cohen(J. Func. Anal., Vol. 16, pp. 235~239, 1974) 更 早 构 造 了 一 
个 复杂 得 多 的 从 XH 到 4 上 的 例子 . 
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习题 13， 一 个 桶 是 一 个 均衡 ， 吸 收 闭 凸 集 . 一 个 空间 是 桶 状 的 ， 若 每 个 桶 包 
含 0 的 一 个 邻 域 ， 习题 13 断言 ， 第 二 纲 的 拓扑 向 量 空间 是 桶 状 的 ， 存 在 着 第 一 
纲 的 桶 状 空间 并 且 对 于 它们 某 些 形式 的 Banach-Steinhaus 定理 成 立 ， 见 [14]，Pp. 
104; 还 有 [15]. 具有 Heine-Borel 性 质 的 桶 状 空间 常常 称 为 Montel 空间 ; 见 
1. 45 节 . 
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定理 3. 2 在 [2] 中 ， 它 的 复 形式 ， 定 理 3. 3， 曾 被 H. F. Bohnenblust 和 A. 
Sobczyk 证 明 ，Bull, Amer. Math. Soc. ，Vol.44，pp. 91 一 93，1938; 又 被 
G，A。 Soukhomlinoff 证 明 ，Mat. Sbornik, Vol. 3,，pp. 353 一 358，1938. 
后 来 还 考虑 了 四 元 标量 . Proc. Amer. Math. Soc. Vol. 50, pp. 322~327， 
1975.，J。A。，R， Heolbrook 给 出 一 个 证 明 ， 其 中 实 标量 没有 被 分 开 处 理 . 他 还 
包含 了 一 个 关于 线性 变换 (代替 线性 泛 函 ) 的 Hahn-Banach 延 拓 的 Nachbin 工作 
的 简化 形式 ， 见 Trans. Amer. Math. Soc., ，Vol. 68, pp. 28 一 46，1950. 

定理 3.6， 作 为 部 分 的 道 ， 见 J，H. Shapiro, Duke Math. 本 ，Vol，37， 
pp. 639~645, 1970. 

定理 3.15. 见 L. Alaoglu,，Ann. Math.,， Vol, 41, pp. 252~267, 1940. 
对 于 可 分 Banach 空间 ， 此 定理 在 [23] 中 ，p，123. 

定理 3. 18， 立 足 于 半 范 数 上 的 一 个 更 简短 的 证 明 可 在 [32]p. 223 找到 . 

3. 22 节 没有 端点 的 紧 凸 集 在 某 些 下 空间 中 存在 ， 见 [40]. 

对 于 Banach 空间 的 迪 * 紧 凸 集 ， 定 理 3. 23 曾 被 M，Krein 和 D. Milman 证 
明 ，Studia Math. ，Vol. 9，Ppp. 133，1940. 

定理 3. 25 见于 Dokl. Akad. Nauh SSSR, Vol. 57, pp. j119 一 122， 1947. 

工 _H， Hildebrandt 评述 过 向 量 值 积 分 的 历史 ，Buli. Amer. Math. Soc.， 
Vol、59，pp。111 一 139，1953， 定 义 3.2(6) 的“ 弱 ” 积 分 曾 被 B。 J. Pettis 发 展 
了 ，Trans。 Amer. Math. Soc., Vol. 44, pp. 277~304, 1938. 

A，EE，Taylor 评述 过 向 量 值 全 纯 函 数 的 历史 ，Amer. Math. Monthly， 
Vol. 78, pp. 331~342, 1971. 

定理 3. 31. 弱 全 纯 函 数 ( 取 值 于 复 Banach 空间 ) 是 强 全 纯 的 是 N，Dunford 
证 明 的 ，Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 44, pp. 304 一 356，1938. 

定理 3. 32 曾 被 A，E，Taylor 用 来 证 明 复 Banach 空间 上 的 每 个 有 界线 性 算 
子 的 谱 是 非 空 的 (Bull，Amer，Math。，Soc. ，Vol， 44,，pp. 70 一 74，1938)， 因 
为 每 个 Banach 代数 A 同 构 于 BCA) 的 一 个 子 代数 ( 见 定 理 10. 2 的 证 明 )，Taylor 
的 结果 包含 定理 10. 13(a). 

习题 9 属于 Von Neumann,， Math. Ann. Vol. 102, pp. 370~427，1930; 
见 p。 380. 
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习题 10 是 模仿 [2 的 一 个 附录 构造 的 . 

习题 25， 若 K 还 是 可 分 的 和 度量 的 ， 这 样 的 甚至 在 下 上 而 不 是 五 上 存 
在 ， 这 是 Choquet 定理 ， 见 [20]， 这 方面 最 近 的 文章 ， 见 R,D. Bourgin， 
Trans. Amer. Soc. Vol. 154, pp. 323~340. 1971. 

习题 28C(c)， 这 是 Eberlein-Smulian 定理 的 容易 的 部 分 ， 见 [4]，pp. 430 一 
433 和 p466. 弱 紧 性 的 另 一 特征 由 R. C.James 给 出 ，Trans. Amer. Math. 
Soc. ，Vol. 113，pp. 129 一 140，1964: Banach 空间 X 中 的 弱 闭 集 S 是 弱 紧 的 
当 且 仅 当 每 个 z" EX"* 在 S 上 达到 它 的 上 确 界 ， 

习题 33。 见 [14]，p。 133. 
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这 一 章 的 大 部 分 在 [2] 中 . 

紧 算 子 通常 称 为 全 连续 算 子 ， 正 像 Hilbert( 在 关中) 定义 的 ， 这 意味 着 弱 收 
敛 序列 被 映射 为 强 收 敛 序列 ,现在 所 用 的 定义 是 由 FE， Riesz 给 出 的 (Acta 
Math. ，Vol.41，pp，71 一 98，1918)， 在 自 反 空间 中 ， 两 个 定义 相同 (习题 
18). 

4.5 节 . R， C.James 构造 了 一 个 非 自 反 的 Banach 空间 及， 它 与 X"* 等 距 
同 构 (Proc. Natl. Acad. Sci. USA. Vol. 37, pp. 174~177. 1951). 

定理 4.19 和 4.25 是 由 Jj. Schauder 证 明 的 (Studia Math. ，Vol. 2,，pp. 
183 一 196 ，1930). 关于 到 任意 拓扑 向 量 空间 的 推广 ， 见 J]. H. Williamson, J. 
London Math。 Soc, ，Vol. 29，pp. 149~156，1954， 另 见 [5]， 第 9 章 . 

习题 13， 是 否 每 个 可 分 Banach 空间 中 的 紧 算 于 都 可 以 用 有 限 秩 算 子 (以 算 
子 范 数 ) 和 逼近 ， 这 曾经 是 一 个 长 期 未 决 的 问题 ， 第 一 个 反例 由 P，Enflo 构造 出 
来 . Acta Math. ，Vol，130，pp，. 309 一 317，1973. 〈 这 同时 给 所 谓 基 问题 以 否 
定 的 解 . ) 通 近 问 题 的 细节 在 [41j 中 讨论 . 

习题 15， 这 些 算 子 通常 称 为 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 见 [4]， 第 11 章 . 

习题 17， 这 种 类 型 的 算 子 曾 被 A. Brown, P. R. Halmos 和 A. L. 
Shields 讨论 过 ，Acta sci. Math. Szeged., Vol. 26, pp. 125 一 137，1965. 

习题 19， 这 种 “ 极 大 极 小 对 偶 性 ? 曾 被 W. W. Rogosinski 和 H. S. Shapiro 
用 以 得 到 关于 全 纯 范 数 的 某 些 极 值 问 题 的 非常 详尽 的 信息 ， 见 Acta Math. ， 
Vol. 90, pp, 287~318, 1953. 

习题 21， 这 曾 被 M，Krein 和 V.Smulian 证 明 过 ，Ann. Math. ，Vol. 
41，pp. 556~583，1940; 另 见 [4]，pp. 427~429. 
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定理 5.1. 对 于 更 一 般 的 形式 ， 见 R. E. Edwards, J], London Math. 
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Soc,. ， Vol. 32, pp. 499~501，1957. 

定理 5. 2 属于 A, Grothendieck, Can. 机 Math. Vol, 6, pp. 158~160, 
1954， 他 的 证 明 较 之 这 里 给 出 的 不 太初 等 . 

定理 5. 3， 关 于 间断 三 角 级 数 的 更 多 内 容 ， 见 J. Math. Mech. ，Vol. 9， 
pp. 203 一 228，1960; 还 有 [24]5.7 节 以 及 J. P. Kahane 的 论文 ，Bull. Amer. 
Math. Soc., Vol. 70, pp. 199 一 213，1964. 

定理 5.5 第 一 次 被 A， Liapounoff 证 明 ，Bull. Acad. Sci. USSR. Vol. 
4，pp. 465 一 478，1940. 课文 中 的 证 明 属 于 J. Lindenstrass, J]. Math. 
Mech. ，Vol. 15，pp. 971 一 972，1966. J. J. Uhl 把 定理 推广 到 取 值 于 自 反 
Banach 空间 或 者 可 分 共 示 空间 的 测度 上 去 (Proc. Amer. Math. Soc.，Vol. 
23, pp. 158~163, 1969). 

定理 5.7， 应 用 Krein-Milman 定理 去 证 明 Stone-Weierstrass 定理 的 想法 属 
于 LL, de Branges, Proc, Amer, Math, Soc., Vol. 10, pp. 822 ~ 824， 
1959，EE，Bishop 的 推广 是 在 Pac. J. Math.，Vol. 11, pp. 777~783，1961. 
这 里 给 出 的 证 明 是 I、 Glicksberg 的 ，Trans. Amer. Math. Soc.,， Vol. 105， 
pp。415 一 435，1962.C，Hamburger 向 我 指出 不 需要 假定 A 包含 常数 ， 到 达 
Bishop 定理 的 一 个 非常 基本 的 道路 曾 被 Mao Chao-Lin 发 现 , C. R. Acad. Sei. 
Paris, Vol. 301, pp. 349~350,1985., 

定理 5. 9，Bishop 证 明了 这 个 定理 ，Proc. Amer. Math. Soc.,， Vol. 13， 
pp. 140 一 143，1962. 对 于 圆 代 数 的 特殊 情况 见 Proc. Amer. Math. Serc.， 
Vol， 7，pp。808 ~ 811，1956， 以 及 L. Carleson 的 文章 ，Math. 2Z.,，Vol, 
66，pp. 447~451，1957。 其 他 的 应 用 见于 [25] 第 6 章 中 以 及 [45] 第 10 章 ， 又 
见 [29]. 

定理 5. 10， 证明 是 仿照 M，Heins 的 ，Ann. Math. ，Vol，52，PP. 568 一 
573，1950。 同样 的 方法 被 用 于 一 大 类 内 插 问 题 . 

定理 5. 11 曾 被 S，Kakutani 证 明 ，Proc. Imp. Acad. Tokyo. ，Vol，14， 
pp，242 一 245，1938， 这 里 给 出 的 证 明 是 I_ Namioka 告诉 我 的 并 且 是 F. Hahn 
证 明 的 .Math. Systems Theory, Vol. 1, pp. 55~57，1968. 引 理 避免 了 使 用 
证 明 未 尾 的 网 和 子 网 . 

定理 5. 14， 紧 群 的 Haar 测度 的 这 一 简单 结构 本 质 上 是 Von Neumann 的 
(Compositio Math. ，Vol.， 1，pp. 106 一 114，1934). 它 的 原文 甚至 更 基本 并 且 
自 成 一 体 ， 尽 管 有 点 长 ， 因 为 他 不 用 不 动 点 定理 . (在 Trans. Amer. Math. 
Soc. ，Vol，36，pp。445 一 492，1934， 他 应 用 同样 方法 构造 概 周 期 函数 的 平均 
值 . ) 若 紧 性 换 为 局 部 紧 性 ，Haar 测度 的 构造 就 变 得 更 加 困难 ， 见 [18]， L11], 
[16]. 

定理 5.18( 对 于 Banach 空间 ) 是 在 Proc, Amer, Math. Soc.， Vol. 13, 
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pp. 429 一 432，1962 中 证 明 的 . 关于 不 可 余子 空间 的 进一步 结果 ， 见 H，P. 
Rosenthal 的 1966 年 AMS Memoirx 到 L*(G) 的 平移 不 变 子 空间 上 的 投影 以 及 他 
的 论文 ， Acta Math. ，Vol. 124，pp。 205 一 248，1970. 也 还 有 正面 的 结果 . 
例如 co 在 任 一 可 分 Banach 空间 是 可 余 的 ， 只 要 它 如 同 闭 子 空间 同 构 地 包含 在 后 
者 之 中 ，A. Sobczyk 的 这 一 定理 的 一 个 非常 简短 的 证 明 最 近 被 W. A. Veech 
得 到 ，Proc. Amer. Math. Soc., Vol. 28, pp. 627 一 628，1971. 

定理 5.19，H! 在 L 中 不 可 余 首 先 被 DJ. Newman 证 明 ，Droc. Amer， 
Math，S$oc. ，Vol，12，pp，98 一 99，1961， 这 里 给 出 的 证 明 在 Proc. Amer. 
Math. Soc., Vol. 13, pp. 429~432，1962. 

定理 5.21. F，F. Bonsall 的 论文 在 Quart. J. Math. Qxford，Vol. 37， 
pp. 129~136，1986 中 ,包含 这 一 定理 和 定理 5. 22 的 进一步 应 用 . 

定理 5.23，5.28， 这 些 不 动 点 定理 的 历史 在 [4jpp. 470 一 471 有 叙述 . 
Brouwer 定理 的 既 基 本 又 简单 的 一 个 证 明 可 以 在 Harewicz 和 Wallman 的 《 维 数理 
论 ) 一 书 pp，38 一 40 找到 ，Drinceton 大 学 出 版 社 ，Princeton，N，J，1948. 
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当然 ， 标 准 的 参考 文献 是 [26]. 另 见 [5]，[8]，[27]，[31]. [13] 包 含有 这 
一 科目 的 一 个 十 分 简要 的 介绍 . 

定义 6. 3， 这 里 D(Q) 作 为 Fréchet 空间 Di(Q) 的 诱导 极限 被 拓扑 化 见 
[15]，pp. 217~225， 有 关于 这 一 概念 在 抽象 情况 的 系统 讨论 . 
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对 于 和 广义 函数 有 关 的 那些 Fourier 分 析 的 内 容 ， 我 们 参考 L26] 和 L13]， 关 
于 群 论 的 内 容 在 [11] 和 [24] 中 讨论 了 ， 关 于 Fourier 级 数 的 标准 著作 是 [34j. 

定理 7. 4，Fourier 变换 与 微分 之 间 的 紧密 联系 不 是 偶然 的 ，Fourier 级 数 于 
18 世纪 被 发 明 就 是 作为 解决 微分 方程 的 工具 . 

定理 7.5 有 时 称 为 Riemann-Lebesgue 引 理 . 

定理 7. 9 最 初 是 被 M. Plancherel 证 明 的 ，Rend，Palermo. ，Vol，30，Ppp. 
289 一 335，1910， 

定理 7. 22 和 7. 23， 这 些 证 明和 L13] 中 一 样 ， 不 过 更 为 详细 . 

定理 7.25 属于 S. L. Sobolev,，Mat. Sbornik, Vol, 4, pp. 471 ~ 
497，1938. 

习题 16. 取 自 L，Schwartz 关于 谱 合 成 问题 的 第 一 个 反例 (C. R. Acad. 
Sci，Paris，Vol，227，pp.，424~426，1948)， 这 一 问题 的 进一步 信息 见 C，S. 
Herz(Trans. Amer. Math. Soc., Vol. 94, pp. 181 一 232， 1960) 和 [24j 第 
7 章 . 
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习题 17. 见 C. S. Herz, Ann. Math., Vol. 68, pp. 709~712, 1958. 
第 8 章 


一 般 参 考 文献 : [1]，[13j，[27]，[30]. 

基本 解 的 存在 性 (定理 8.5) 是 L. Ehrenpreis(Amer. J]. Math. ，Vol，76， 
pp:. 883 一 903，1954) 和 B，Malgrange 在 他 的 学 位 论文 (Ann. Inst, Fourier, 
Vol. 6，pp. 271 一 355，1955 一 1956) 中 独立 地 建立 的 引 理 8. 3 是 Malgrange 
的 .他 对 于 测试 函数 的 Fourier 变换 f 证 明了 它 ， 他 在 我 们 应 用 环 面 的 地 方 在 一 
个 球 上 积分 ， 就 应 用 而 论 ， 这 几乎 没什么 不 同 ， 关 键 是 得 出 f 的 某 个 有 用 的 强 函 
数 fP， 即 在 控制 之 下 用 PP 做 除法 . Ehrenpreis 用 不 同 的 方法 解决 了 这 一 除法 问 
题 并 且 继 续 解决 这 一 类 型 的 更 一 般 的 除法 问题 ， 对 于 更 进一步 的 参考 文献 和 更 详 
细 的 结果 见 L13] 和 [30]. 

所 考虑 的 微分 算 子 的 系数 是 常数 这 在 定理 8.5 中 是 本 质 的 ， 这 是 从 H. 
Lewy 构造 的 一 个 方程 推出 的 (Ann. Math.，Vol. 66, pp. 155 一 158，1957)， 
它 有 C”" 系数 但 没有 解 . Hormander([13j， 第 6 章 ) 很 全 面 地 研究 了 这 种 非 存 在 
现象 . 

8. 8 节 . 很 多 其 他 类 型 的 Sobolev 空间 已 被 研究 过 ， 见 L131， 第 2 章 . 

定理 8.12. 见 K. O. Friedrichs,，Comm. Pure Appl. Math., Vol. 6, 
pp. 299~325,，1953 和 P. D. Lax, Comm. Pure Appl. Math., Vol. 8, pp. 
615~633，1955. Lax 通过 Fourier 级 数 ， 先 处 理 了 周期 情况 ， 然 后 应 用 自 励 式 
命题 得 出 一 般 情 况 ， 他 没有 假定 最 高 次 项 是 常数 ， 另 见 L4]，pp. 1703 一 1708. 

习题 10，G 是 所 谓 的 P(CD) 的 Green 函数 . 

习题 16， 这 是 一 个 关于 R" 中 齐 次 多 项 式 ( 带 复 系数 ) 零 集 的 定理 ， 见 [1]， 
p， 46., 
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9. ] 节 ， 见 A. Tauber, Monatsh. Math. ，Vol，8，pp， 273 一 277，1897 
和 J. E. Littlewood, Proc. London Math. Soc., Vol. 9, pp. 434 ~ 
448 ，1910. 

定理 9. 3， 在 这 个 证 明 中 ， 广义 蝗 数 的 应 用 和 J， 开 orevaar 的 论文 中 一 样 ， 
Proc， Amer. Math，soc, ，Vol，16，pp。 353~355, 1965. 

定理 9.4 到 定理 9.7. N，Wiener，Ann，Math. Vol. 33, pp, 1~100,， 
1932 和 H. R. Pitt, Proc. London Math. Soc., Vol. 44, pp. 243 ~ 288, 
1938. 后 面 的 证 明 给 出 各 种 推广 ， 对 于 进一步 的 参考 文献 ， 见 [24]，p. 159. 男 
见 A. Beurling, Acta Math, , Vol. 77, pp, 127~136, 1945. 

9.9 节 ， 素数 定理 首先 被 J. Hadamard (Bull. Soc. Math. France, Vol. 
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24, pp. 199~ 220,，1896) 和 ch. J. de la Vallée-Poussin (Ann. Soc. Sci. 
Bruxelles，Vol.20，pp. 183~256，1896) 独 立地 证 明 ， 二 者 都 应 用 了 复 变 量 方 
法 . Wiener 作为 他 的 一 般 定理 的 应 用 ， 第 一 个 给 出 了 Tauber 式 的 证 明 . “初等 ” 
证 明 1949 年 被 A，Selberg 和 P. Erd6s 找到 . 对 于 一 个 更 简单 的 初等 证 明 见 N. 
Levinson，Amer。 Math，Monthly，Vol. 76，pp. 225 一 245，1969. 复 变量 的 
证 明 还 给 出 最 优 误差 估计 见 W. J. Le Company，Inc. ，Reading， 
Mass. ，1956. 

定理 9.12. A. E., Ingham, J. London Math. Soc., Vol. 20, pp. 171~ 
180，1945. 

关于 更 新 方程 的 材料 取 自 S. Karlin, Pac. J. Math.,， Vol. 5, pp. 229~ 
257，1955， 从 中 能 够 找到 较 早 著作 的 参考 书目 .发 展 方程 的 非 线 性 情况 被 丁 
Chover 和 P，Ney 讨论 过 , J. d Analyse Math.，Vol. 21, pp. 381 ~ 413, 
1968; 另 见 B，Henry，Duke Math. J.，Vol. 36, pp. 547~558, 1969. 

习题 7， 这 个 逼近 问题 在 L? 中 是 多 少 有 点 坏 手 的 ， 见 [23]，9. 16 节 . 
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一 般 参 考 文献 : [7]，[12]，[16]，[19]，[21]. 在 [16j 和 [21j 中 ， 扩 展 了 
不 假定 有 单位 元 加 和 人 的 大 量 基 本 理论 . [21] 包 含 了 实 代数 的 某 些 材料 . 

Gelfand 的 文章 (Mat，SbornikK，Vol， 9，pp， 3 一 24，1941) 包 括 定理 10. 2， 
10.13 和 10.14， 某 些 符号 演算 和 定理 11.9.， 对 于 测度 的 Fourier 变换 ， 定 理 
10. 13 的 谱 半 径 公 式 (b)， 早 先 已 被 A，Beurling 得 到 (Proc， 区 Congre' s de 
Math，、 Scandinaves，Helsingfors，pp，345 一 366，1938)， 另 见 定理 3. 23 的 注 . 

定理 10. 9 交换 情况 曾 独立 地 被 A. M. Gleason(J. Anal. Math., Vol. 
19，pp. 171~172，1967) 和 J]. P，Kahane 与 W. Zelazko(Stulia Math. ,Vol. 
29，pp。339 一 343，1968) 得 到 . W. Zelazko(Studia Math. , Vol. 30, pp. 83 
~85，1968) 去 掉 了 交换 性 的 假设 .课文 中 所 给 的 证 明 包含 了 某 些 简 化 . 另 见 [3] 
定理 11.4 和 J. A. Siddigi,，Can. Math. Bull. ， Vol. 13, pp. 219 ~ 
220，1970., 

定理 10.19， 车 M1， 不 假定 A 有 单位 元 ，H. A. Seid 得 出 了 同样 的 结论 
(Amer. Math. Monthly, Vol. 77, pp. 282~283,1970). 

定理 10. 20 是 说 o(zx) 是 z 的 上 半 连 续 函 数 . Kakutani 的 例子 ([21]，Pp， 
282) 表 明 一 般 来 说 ol(x) 不 是 z 的 连续 函数 ， 另 见习 题 20. 

10. 21 节 ， 还 时 常用 算 子 演算 或 泛 函 演算 等 术语 ，[12] 包 含有 Banach 代数 
中 符号 演算 的 一 个 相当 粗略 的 论述 . 

定理 10.34(d) 属 于 E. R. Lorch(Trans. Amer, Math. Soc., Vol. 52， 
pp. 238~248， 1942). 
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定理 10. 35. Lomonosov 的 证 明 发 表 于 Func，Amer. and Appl. ，Vol，?7， 
pp，55 一 56，1973， 即 使 对 于 单个 算 子 ， 它 比 以 往 所 知道 的 东西 都 更 为 直接 和 更 
为 深远 ，A.， J. _ Michaels 叙述 了 Hilden 的 贡献 ，Adv. in Math. ，Vol，25， 
pp. 56~58, 1977. 

关于 早期 的 工作 ，N. Aronszajn 与 K. T. Smith(Ann. Math. ，Vol，60， 
pp，345~350，1954) 证 明了 Banach 空间 上 的 每 个 紧 算 子 有 不 变 真 子 空间 . A. 
R. Bernstein 与 A. Robinson(Pac. J. Math., vol. 16, pp. 421 一 431，1966 ) 
对 于 Hilbert 空间 上 的 使 得 p(T) 是 紧 的 有 界 算 子 证 明了 同样 的 结论 ， 这 里 p 是 
某 个 多 项 式 ， 他们 的 证 明 用 到 了 非 标准 分 析 . P. R. Halmos 把 它 返 回 到 只 用 经 
典 概 念 的 证 明 (Pac，J，Math. ，Vol， 16 ，pp， 433 一 437，1966). 

因为 某 些 算 子 ， 甚 至 在 Hilbert 上 ， 不 能 与 紧 算 子 交 换 ( 习 题 26)， 
Lomonosov 定理 仍 未 解决 不 变 子 空间 问题 . 事实 上 ， 没 有 不 变 子 空间 的 算 子 已 经 
在 某 些 非 自 反 Banach 空间 中 找到 (P. Enflo,，Acta Math. ，Vol. 158,，pp. 213~ 
313，1987) ， 甚 至 在 几 ，c 中 (C.， J. Read, Proc. Lond on Math, Soc., Vol. 
53，pp，583 一 607，1989)， 另 见 12. 27 节 . 

习题 22. 这 是 关于 交换 Banach 代数 的 Arens-Royden 定理 的 最 简单 情况 . 
它 把 群 G/Gi 与 A 的 极 大 理想 空间 的 拓扑 结构 联系 起 来 . 见 Royden 的 论文 Bull. 
Amer，Math，S$oc. ，Vol，69，pp。. 281 一 298，1963. 由 R.Arens 列 人 F. TT. 
Bitel 主编 的 Function Algebras pp. 164 一 168，Scott，Foresman and company， 
Glenview，HL ，1966， 以 及 [6] 和 [29]. 

习题 23， 关 于 在 这 种 情况 G/G: 的 特殊 构造 ， 见 J. L. Taylor，Acta 
Math. , Vol. 126, pp. 195~225, 1971, 

习题 24. 见 C. Le Page, C. R. Acad. Sci, Paris, Vol. 265, pp. A235~ 
A237，1967. 

习题 26. 位 移 算 子 的 不 变 子 空间 已 完全 知晓 . 这 是 Beurling 定理 (Acta 
Math. ，Vol，81，pp. 239 ~ 255，1949 ). Helson 与 Lowdenslager (Acta 
Math. ，vol，99，pp。 165 一 202，1958) 应 用 不 同方 法 将 Beurling 定理 推广 到 另 
外 情况 . 
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定理 11.7. n= 二 1 的 情况 由 P，J，Cohen 用 初等 方式 证 明 ，Proc，Amer. 
Math，Soc. ，Vol.，12 ，pp，159 一 163，1961， 对 于 xz>>1， 课 文中 的 证 明 侯 乎 是 
已 知 的 惟一 证 明 . 

定理 11.9， 当 A 没有 单位 元 时 ，A 是 局 部 紧 (但 非 紧 ) 的 并 且 ACCo(A); 故 


A' 的 原点 在 A 的 闭 包 中 .， 见 [16]，pp. 52 一 53， 
定理 11. 10 被 叫做 “自动 连续 ”定理 (定理 11.7 和 11. 31 是 另外 的 例子 )， 这 
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是 一 个 从 经 典 分 析 引 入 公理 集合 论 的 概念 ， 例 如 “Kaplansky 问题 *， 是 否 对 于 每 
个 紧 Hausdorff 空间 X 和 每 个 Banach 代数 A， 从 C(X) 到 A 中 的 同 态 是 连续 的 ? 
Dales，Esterle，Solovay 以 及 Woodin 的 工作 说 明 这 一 句 题 在 ZFC (Zermelo- 
Frankel 系统 十 选择 公理 ) 中 是 不 确定 的 ， 细 节 见 [38]. 

例 11. 13(d) 说 明了 为 什么 在 一 方面 是 交换 Banach 代数 ， 另 一 方面 是 多 复 变 
量 全 纯 函 数 的 二 者 之 间 有 非常 紧密 的 联系 .这 一 论题 完全 不 是 本 书 追 寻 的 目标 ， 
好 在 关于 它 的 最 新 的 报导 可 以 在 Browder[3]，GamelinL6] 和 StoutL29j] 的 书 中 找 
到 .可 以 发 展 关于 多 元 Banach 代数 函数 的 符号 演算 . 见 R.Arens 和 A. P. 
Calderon, Ann. Math., Vol. 62, pp. 204 ~ 216, 1955 和 J. L. Taylor, 
Acta Math. ,Vol. 125, pp. 1~38, 1970. 

例 11. 13(e) 说 明 为 什么 Fourier 分 析 的 某 些 部 分 可 以 容易 地 从 Banach 代数 
理论 中 得 到 [16] 和 [24] 这 样 做 了 . 

定理 11. 18 曾 被 Gelfand 和 Naimark 证 明 ，Mat. Sbornik,，Vol. 12, pp. 
197 一 213，1943， 在 同一 文章 中 他 们 还 证 明了 每 个 B* -代数 A( 交 换 或 非 交换 ) 等 
距 x - 同 构 于 某 个 Hilbert 空间 上 有 界 算 子 的 代数 (定理 12. 41)， 假 车 对 于 某 个 zx 
EA，e 二 zz 是 可 逆 的 ，15 年 以 后 I Kaplansky 证 明了 这 个 附加 的 假设 是 多 余 
的 (定理 11. 28(f))， 对 于 这 个 定理 的 相当 纷 杂 的 历史 的 参考 文献 ， 见 [21]，p. 
248. B. J. Glickfeld(1ll. J. Math. ， Vol. 10，pp. 547~556，1966) 证 明了 ， 
车 对 于 每 个 Hermite 元 zEA，| exp(iz) = 二 1，A 是 B" -代数 . 

定理 11. 20、 为 着 证 明 不 假定 对 合 是 连续 情况 的 定理 ， 从 A 过 渡 到 A/R 的 思 
相 属 于 J. W. M. Ford(J. London Math. Soc., Vol. 42, pp. 521~522,1967). 

定理 11.23， 见 R. S. Foguel, Ark. Mat., Vol. 3, pp. 449 ~ 
461，1957, 

定理 11. 25， 见 P， Civin 和 B. Yood, Pac. J],，Math., Vol. 9, pp. 415 
一 436，1959; 特别 地 p，420. 还 有 [21]，p. 182. 

定理 11. 28， 这些 材 料 的 一 个 最 近 的 处 理由 V. Ptak 给 出 ，Bull. London 
Math，Soc. ，Vol. 2，pp。327 一 334，1970， 另 见 定 理 11. 18 的 注 . 

定理 11.31. 见 [19], [21]. H. F. Bohnenblust 和 S. Karlin (Ann. 
Math. ，Vol，62，pp，217 一 219，1955) 发 现 了 作为 一 方 的 正 泛 函 与 作为 另 一 方 
的 Banach 代数 单位 球 的 几何 学 之 间 的 联系 . 

定理 11. 32， 见 [7]. 还 有 [16]，p. 97 和 [21]，p. 230. 

对 于 连续 对 合 ， 定 理 11. 33 在 L20] 中 . 

习题 13. 〈g) 与 [21] 中 推论 (4.5.3)? 的 后 一 半 了 矛盾 它 还 影响 [21] 的 定理 
(4. 8. 16). 

习题 14， 这 第 一 次 被 S，Bochner 证 明 (Math. Ann.，YVol. 108, pp. 378 
一 410，1933; 特别 地 p，407), 应 用 了 我 们 在 定理 7.7 中 使 用 的 同样 的 技巧 . 
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稍 有 不 同 的 证 明 见 L24]， 这 里 提出 的 证 明说 明 有 没有 单位 元 加 和 人造 成 了 正 泛 函 研 
究 的 差异 . 见 [16]，p. 96 和 [21]，p. 219. 
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一 般 参 考 文献 : [4],，[9],，[10j], [17j,， [22]. 

定理 12.16. B，Fuglede 证 明了 M=N 的 情况 ，Proc. Natl，Acad， Sci. 
USA，Vol. 36，pp. 35~40、1950,， 包括 无 界 情 况 ( 第 13 章 习 题 15). 他 的 证 
明 应 用 了 谱 理 论 并 且 被 C、R. Putnam 推广 到 M 关 NN 的 情况 (Amer. J]. Math.， 
Vol 73，pp. 357 一 362，1951)， 后 者 还 得 到 了 定理 12. 36， 课 文中 的 简捷 证 明 
属于 M, Rosenblum, J. London Math. S$oc, ， Vol， 33, pp. 376 ~ 
377，1958, 

定理 12. 22. 这 里 使 用 的 从 连续 函数 到 有 界 函 数 的 延 拓 过 程 和 [16] 中 的 一 
样 ，pp. 93 一 94， 

定理 12. 38 被 PR. Halmos，G. Lumer 和 JJ Schaffer 证 明 ，Proc. 
Amer, Math, Soc., Vol. 4, pp. 142~149, 1953. D. Deckard 和 C. Pearcy 
(Acta Sci. ，Math，Szeged. ，Vol，28，pp. 1 一 7，1967) 更 进一步 并 且 证 明了 
指数 型 函数 的 值 域 在 可 逆 算 子 群 中 既 不 是 开 的 又 不 是 闭 的 .他 的 文章 中 的 几 个 中 
间 结 果 可 供 参 考 . 

定理 12.39. 见 [21]p. 227. 

定理 12. 41，B( 昌 ) 的 闭 * - 子 代数 称 为 C* 代数 .在 定理 12. 41 之 前 已 经 知道 
( 见 定理 11. 18 注 ) ，B* 代数 曾 被 分 别 研究 ， 但 现在 术语 B" 代数 已 经 不 多 用 了 . 

定理 12. 43，12. 44。 几 种 类 型 的 遍历 定理 在 [4] 和 [43] 中 讨论 了 . 

习题 2 对 于 N 一 4 是 非常 熟悉 的 . 

习题 18，P.R. Halmos 讨论 过 位 移 算 子 与 不 变 子 空间 问题 之 间 的 联系 , J. 
Reine Angew. Math., Vol. 208, pp. 102 一 112，1961. 

习题 27， 关 于 对 合 的 许多 结果 ， 见 P. Civin 和 B. Yood, Pac. J]. Math.， 
Vol. 9, pp. 415~436. 1959. 

习题 32.〈c) 芍 涵 着 每 个 一 致 凸 Banach 空间 是 自 反 的 ， 见 第 4 章 习 题 1 和 第 
3 章 习 题 28 的 注 ， 所 有 L?- 空 间 (1<p< ceo) 是 一 致 凸 的 . 见 J. A. Clarkson， 
Trans. Amer. Math. Soc., Vol. 40，pp. 396 一 414，1936， 或 L15]，pPp， 
355~359. 
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定理 13.6 首先 被 A，Wintner 证 明 ，Phys. Rev.， Vol. 71, pp. 738~ 
739，1947， 课 文中 更 具有 代数 风格 的 证 明 是 H. Wielandt 的 ，Math. Ann.， 
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Vol. 121，p. 21，1949.， 它 曾 被 D，C. Rleinecke 推广 (Proc. Amer. Math. 
Soc. ，Vol，8，pp. 535 一 536，1957)， 以 得 到 关于 求 导 的 下 面 定 理 : 若是 
Banach 代数 A 中 的 连续 线性 算 子 ， 使 得 对 于 所 有 x，yEA, D(xy) 二 x(Dy) 十 
(CDz)y， 则 对 于 每 个 可 与 Dz 交换 的 zx，Dz 的 谱 半 径 是 0， 它 还 被 Shirokov 证 明 
过 (Uspehi，Vol，11，no。4，pp. 167~168，1956)， 在 交换 Banach 代数 情况 ， 
由 Singer，Wintner 证 明 (Math. Ann. Vol，129，pp，260 一 264，1955)， 见 工 
Kaplansky 的 文章 ( 泛 函 分 析 在 分 析 和 概率 中 的 现状 》p，20，John Wiley &. Sons， 
Inc. ，New York，1958. 

A. Brown 和 C. Pearcy(Ann. Math. ，Vol. 82，pp. 112 一 127，1965) 证 
明了 ， 对 于 可 分 的 了， 算 子 TE BC(H) 是 交换 子 当 且 仪 当 工 不 是 41 十 C 形 的 ， 其 
中 4 关 0 并 且 C 是 紧 的 ， 另 见 C. Schneeberger, Proc. Amer. Math. Soc. ， 
Vol. 28, pp. 464~472, 1971. 

Cayley 变换 ， 它 与 亏 指 标的 联系 ， 以 及 定理 13.30 的 证 明 都 在 Von， 
Neumann 的 论文 中 ，Math. Ann.，Vol. 102，pp. 49 一 131，1929 一 1930， 还 
有 正常 无 界 算 子 的 谱 定理 . 有 关 图 的 材料 也 在 他 的 文章 中 ，Ann. Math.，Vol. 
33， pp 294~310，1932. 我 们 关于 定理 13. 33 的 证 明 与 F. Riesz 和 E. R. 
Lorch 的 相 象 ，Tans. Amer. Math. Soc.,， Vol. 39, pp. 331~ 340，1936. 
另 见 [4]， 第 12 章 . 

定义 13. 34. 我 们 所 加 的 连续 性 条 件 还 可 减弱 : 车 (a) 和 (b) 成 立 ， 并 且 当 t-> 
0 时 ， 对 于 每 个 zxEX， 在 弱 收 伍 意 义 下 Q(ti)z 一 z， 则 (ce) 成 立 . 见 [334，Ppp- 
233 一 234. 这 个 证 明 用 到 比 本 书 更 多 的 向 量 值 积分 的 理论 . 

定理 13. 35 一 13. 37 是 在 [4]，[12j， [223，[L33] 和 [46] 中 证 明 的 . 

定理 13. 38. 这 属于 M. N. Stone，Ann，Math. ，Vol，33，pp。 643 一 


648，1932; 另 见 B. Sz. 一 Nagy,， Math. Ann. Vol. 112, pp. 286 ~ 
296，1936， 
习题 25 是 S，Axler 告诉 我 的 . 它 纠正 了 本 书 第 一 版 p。341 的 一 个 错误 . 
附录 A 


A2 节 .J]. W. Alexander, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, Vol. 25, pp. 
296 一 298 ，1939. 

A3 节 . A.， Tychonoff 对 于 区 间 的 笛 卡 儿 乘 积 证 明了 这 一 结果 (Math. 
Ann, ，Vol， 102，pp。544 一 561，1930) 并 且 应 用 它 构 造 以 Cech (或 Stone- 
Cech) 知 名 的 完全 正则 空间 的 紧 化 . EE. Cech(Ann, Math., Vol. 38, pp 823— 
844，1937; 特别 地 ，p，830) 证 明了 定理 的 一 般 情况 并 且 研究 了 紧 化 的 性 质 . 于 
是 出 现 了 Tychonoff 定理 的 Cech 证 明 ， 而 Tychonoff 却 发 现 了 Cech 紧 化 ， 这 很 
好 地 说 明了 这 一 数学 名 词 的 历史 可 靠 性 ， 
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Metric( 度 量 )，4 
compatible( 相 容 的 )，7 
complete( 完 备 的 )，20 
euclidean, 16 
invariant( 不 变 的 )，18 
Metric space( 度 量 空间 )，14 
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Metrization theorem (度量 化 定理 )， 
63，400 

in locally convex spaces( 局 部 凸 空间 的 )，29 
milman，D. , 76, 401 

Minkowski 
25，143 
Monomial( 单 项 式 )，157 

Montel space(Montel 空间 )，401 
Multiplication operator (乘法 算 子 )，8， 
112，334 

Mnulti-index( 多 重 指标 ) ，34 

Multiplication theorem( 乘 法 定理 ) ，362 
Maultiplication functional( 可 乘 泛 函 )，249 
Multiplication inequajlity( 乘 法 不 等 式 )，245 
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functional ( Minkowski 
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Nachbin, Leopoldo, 401 
Nagumo, M. ，398 
Naimark, M. A. ，408 
Namioka, Isaac, 403 
Neighborhood( 邻 域 )，7 
Neumann, John von，340，398，401，403，410 
Newman, Donald J. ，404 
Ney, Peter, 406 
Nonatomic measure( 非 原子 测度 ) ，120 
Nontangentially dense( 非 切 稠密 )，138 
Norm( 范 数 )，3 

in dual space( 共 恩 空间 的 )，89 
Norm topology( 范 数 拓扑 )，4 
Normalble space( 可 赋 范 空间 )，9 
Normal element( 正 常 元 ) ，294 
Normal operator( 正 常 算 子 ) ，312，368 
Normal subset( 正 常 子 集 )，294 
Normalized Lebesgue measure (规范 化 
Lebesgue 测度 ) ，182 
Normed dual( 赋 范 共 恩 ) ，92 
Normed space( 赋 范 空间 ) ，3 
-Nowhere dense set( 无 处 稠密 集 )，42 
Null space( 零 空间 )，15，99 


O 


Open mapping( 开 映射 )，31 


Open mapping theorem( 开 映射 定理 )，48 
Open set( 开 集 )，6 
Operational calculus( 算 子 演算 )》，407 
Operator( 算 子 ): 
bounded( 有 界 ) ，24 
closed( 闭 的 )，347 
compact( 紧 的 ) ，103 
completely continuous( 全 连续 )，376 
densely defined( 笛 定 )，348 
differentiai( 可 微 的 )，34，202，216 
elliptic( 椭 圆 型 的 )，216 
hermitian, 312 
invertible( 可 逆 的 )，103 
linear( 线 性 的 )，14 
locally H: (局 部 H:)，218 
maximally normal( 极 大 正常 )，370 
maximally symmetric( 极 大 对 称 ) ，355 
normal( 正 常 )，312，368 
positive( 正 的 ) ，330，369 
self-adjoint( 自 伴 )，312，349 
symmetric( 对 称 )，116，349 
unitary( 西 的 )，312 
Order: 〈 阶 ， 序 ) 
of a differential operator( 微 分 算 子 的 阶 )， 
34, 216 
of a distribution( 广 义 函 数 的 阶 )，156 
of a operator on Sobolev spaces(Sobolev 空 
间 上 算 子 的 )，217 
partial( 偏 ， 半 )，391 
total( 全 )，391 
Origin( 原 点 )，5 
Original topology( 原 拓扑 )，65 
Orthogonal complement( 正 交 补 )，308 
Orthogonal projection( 正 交 投影 )，314 
Orthogonal vector( 正 交 向 量 )，306 


P 


Paley-Wiener theorems (Paley-Wiener 定理 )， 
198、199 

Paralielogram law( 平 行 四 边 形 法 则 )，307 
Parseval formula(Parseval 公式 )，189 

Partial isometry( 部 分 等 距 )，333 
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Partially orderd set( 半 序 集 )，391 
Partition( 分 解 ， 分 划 ) ，89 

of unity( 单 位 ) ，162 
Pearcy, Carl M, ，409，410 
Pettis, Billy J. ，401 
Pick-Nevanlinna problem (Pick-Nevanlinna 问 
题 )，125 
Pitt, Harry P. , 229, 406 
Pitt's theorem(Pitt 定理 )，229，238 
Plancherel, M. ，404 
Plancherel theorem(Plancherel 定理 ) ，188 
Point spectrum( 点 谱 )，266，273，328，343 
Poisson kernel(Poisson 核 )，138 
Polar of a set( 集 合 的 极 )，68 
Polar decomposition( 极 分 解 )，332，387 
Pole( 极 》，273 
Polydisc( 多 圆柱 ) ，279 
Polydisc algebra( 多 圆柱 代数 ) ，301 
Polynomial converxity( 多 项 式 凸 性 ) ，284 
Positive-definite function( 正 定 肾 数 )，303 
Positive functional( 正 泛 肾 )，296，336 
Positive operator( 正 算 子 ) ，330，369 
Power set( 圭 集 )，141 
Preimage( 诛 像 ) ，14 
Prime number theorem( 素 数 定理 )}，230 
Principal component( 主 支 集 )，267 
Principal part of operator( 算 子 的 主 部 )，216 
Principal value integral( 主 值 积 分 ) ，180 
Probability measure( 概 率 测度 )，78 
Product topology( 乘 积 拓扑 )，50 
Projection( 投 影 ) ，133，312，314 
Ptak, Vlastimil, 409 
Putnam, Calvin R. , 315, 409 


Q 


Quotient algebra( 商 代数 )，276 
Quotient map( 商 映射 )，31 
Quotient norm( 商 范 数 )，32 
Quotient space( 商 空间 )，30 
Quotient topology( 商 拓扑 )，31 
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Radical( 根 基 )，280 


Range( 值 域 ) ，99 

Rao，Nagisetty，V. ，407 

Rapidly decreasing function( 速 降 函 数 ) ，184 
Read, C.J., 407 

Real vector space( 实 向 量 空间 )，5 

Reflexive space( 自 反 空 间 )，95，111，410 
Regularity theorem( 正 则 性 定理 )，215，220 
Renewal equation( 更 新 方程 )，236 
Residual spectrum( 剩 余 谱 )，343 
Resolution of identity (单位 分 解 )， 
360，368 

Resolvent( 子 解 式 )，376 

Resolvent set( 预 解 集 )，252，365 
Riemann, Bernhard, 399 
Riemann-Lebesgue lemma (Riemann-Lebesgue 
引 理 )，404 

Riemann sums(Riemann 和 )，89 

Riemann zeta function(Riemannt 函数 ) ，232 
Riesz, Frederic, 124, 397, 402, 410 

Riesz, Marcel, 124, 137 

Riesz representation theorem (Riesz 表现 定 
理 )，54，67 

Right continuity( 右 连续 性 )，246 

Right mnultiplication( 右 乘 ) ，247 

Right shift( 右 移 )，271 

Right translate( 右 平移 ) ，129 

Riviere，Nestor M. ， 

Robinson，Abrahm，407 

Rogosinski, Werner W. ，402 

Roitman, Moshe, 407 

Romberg, bernard W. ， 400 

Root( 根 )，264 

Rosenblum, Marvin, 315, 409 

Rosenthal, Haskell, P. , 404 

Royden, Halsey L. , 407 

Runge's theorem (Runge 定理 )，263 
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S 


Scalar( 数 量 的 ， 标 量 的 )，5 
Scalar field( 标 量 域 )，5 

Scalar mujltiplication( 数 乘 )，5 
Scalar product( 标 量 乘 积 )，306 
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Schaffer, Juan J. ， 409 
Schauder, J. ，402 
Schauder-Tychonoff theorem 
Tychonoff 定理 )，143，269 
Schneeberger, Charles M. , 410 
Schwartz, Laurent, 398, 405 
Schwarz inequality(Schwarz 不 等 式 ) ，307 
Second category( 第 二 纲 )，42 
Second dual( 第 二 共 斩 )，95，111 
Seid, Howard A. ，407 
Selberg, Atle, 406 
Self-adjoint algebra( 自 伴 代 数 )，122 
Self-adjoint element( 自 伴 元 )，288 
Self-adjoint operator( 自 伴 算 子 )，312，349 
Semigroup( 半 群 )，375 

of normal operators( 正 常 算 子 的 ) ，382 

unitary( 西 的 ) ，382 
Seminorm( 半 范 数 ) ，25 
Semisimple algebra( 半 单 代 数 ) ，280 
Separable space( 可 分 空间 ) ，69 
Separate continuity( 分 别 连 续 性 )，52 
Separation family( 可 分 点 族 )，25 
Separation theorems( 隔 离 定理 ) ，10，59，74 
Sequential continuity( 序 列 连续 性 )，395 
Sesquilinear functional( 一 个 半 线 性 泛 函 )，306 
Set: 〈 集 ) 

absorbing(《 吸 收 )，25 

antisymmetric( 反 对 称 )，121 

balanced( 均 衡 ) ，6 

Borel，78 

bounded( 有 界 ) ，8，23 

closed( 闭 ), 7 

compact( 紧 ) ，7 

connected( 连 通 的 ) ，395 

convex( 凸 的 ) ，6 

dense( 稠 密 的 )，15 

extreme( 端 ) ，74 

of first catetory( 第 一 纲 的 )，42 

normal( 规 范 的 )，294 

nowhere dense( 无 处 稠密 的 ) ，42 

open( 开 的 》，6 

partially ordered( 半 序 的 )，391 
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of second category( 第 二 纲 的 )，42 
totally ordered( 全 序 的 )，391 
weakly bounded( 弱 有 界 的 ) ，66 
Shapiro, Harold S. ，402 
Shapiro, Joel H. , 401 
Shields, Allen L. , 400, 402 
Shift operator( 位 移 算 子 )，112 
Shilov boundary(Shilov 边界 )，304 
Shirokov, F. V., 410 
Siddiqi, Jamil A. ，406 
Similar operators《 相 似 )，333 
Singer, Ilsadore M., 410 
Slowly oscillating function( 慢 振荡 函数 )，229 
Smith, Kennan T. ,407 
Smulian, V. ，402，403 
Sobczyk, Andrew, 401, 404 
Sobolev S. L. , 399, 405 
Sobolev spaces(Sobolev 空间 ) ，216 ，405 
Sobolev's lemma(Sobolev 引 理 ) ，202 
Solovay, Robert M. ，408 
Soukhomlinoff, G. A. ，401 
Space; (空间 ) 
Banach, 4 
barreled( 桶 状 的 ) ，400 
complete metric( 完 备 度量 ) ，20 
extremally disconnected( 极 端 不 连通 )， 
Frichet, 9 
with Heine-Borel property( 具 有 Heine-Borel 
性 质 )，9 
Hilbert，307 
Lipschitz，41 
locally bounded( 局 部 有 界 )，9 
locally compact( 局 部 紧 )，9 
locally convex( 局 部 凸 ) ，9 
metric( 度 量 ) ，4 
Montel，401 
normable( 可 赋 范 的 )，9 
normed( 赋 范 的 )，3 
quotient( 商 )，30 
reflexive( 自 反 )，95，111，410 
separable( 可 分 )，69 
topological( 拓 扑 )，6 
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totally disconnected( 完 全 不 连通 )，395 
uniformly convex( 一 致 凸 ) ，345 ，410 
unitary( 西 )，306 
vector( 向 量 ) ，5 
Spectral decomposition ( 谱 分 解 )，325， 
368，371 
Spectral mapping theorem( 谱 映射 定理 )，263， 
266 
Spectral radius( 谱 半径 )，252 
formula( 公 式 )，253 
Spectral theorem〈《 谱 定理 )，321，324， 
368，371 
Spectrum( 谱 ) ，104，252，365 
of compact operator( 紧 算 子 的 )，109 
continuous( 连 续 )，343，366 
of differential operator( 微 分 算 子 的 ) ，388 
point( 点 ) ，266 ，273，328，343，366 
residual( 剩 余 ) ，343 
of self-adjoint operator ( 自 伴 算 子 的 )， 
314，368 
of unitary operator( 西 算 子 的 )，314 
Square root( 平 方 根 )，291，331，369 
Sternfeld, Y. ，407 
Stone, marshall H. ，382，398，399，411 
Stone-Weierstrass theorem (Stone-Weilerstrass 
定理 )，122，403 
Stout, Edgar Lee, 408 
Stroug topology( 强 拓扑 )，65n. 
Strongly holomorphic function ( 强 全 纯 函 
数 )，82 
Subadditivity( 次 可 加 性 ;>，25 
Subbase( 次 基 )，29，392 
Subbase theorem( 次 基 定 理 )，392 
Subspace( 子 空间 ), 6 
complemented( 可 余 的 ) ，106 
translation-invariant( 平 移 不 变 )，228 
uncomplemented( 不 可 余 的 ) ，132，136 
Support( 支 撑 ) ，35 
of a distribution( 广 义 函 数 的 ) ，164 
Support function( 支 撑 函 数 )，400 
Surrounding contour( 围 道 )，260 
Symbolic calculus( 符 号 演算 )，258，290，325 


Symmetric involution( 对 称 卷 积 )，298 
Symmetric netghborhood( 对 称 邻 域 )，10 
Symmetric operator( 对 称 算 子 ) ，116，349 


T 


Tauber, A. , 226,405 
Tauberian condition(Tauber 型 条 件 )，226 
Tauberian theorem(Tauber 型 定理 )，226 
Ingham's，233 
Littlewood’s, 241 
Pitt's, 229 
Wiener’s, 228, 229 
Taylor, Angus E. , 399, 401 
Taylor, Josenh L. , 407, 408 
Tempered distribution( 平 缓 广义 函数 )，189 
Test function space( 测 试 函数 空间 )，151 
topology of(… 拓 扑 )，152 
Topological divisor of zero《 零 的 拓扑 除 
子 )，272 
Topological group( 拓 扑 群 )，128 
Topological space( 拓 扑 空 间 ) ，6 
Topology( 拓 扑 )，7 
compact( 紧 的 )，63，392 
compatible( 相 容 的 )，7 
Hausdorff, 7,61 
inherited( 诱 导 的 )，7 
invariant( 不 变 )，8 
Metrizable( 可 度量 的 )，18 
norm( 范 数 )，4 
original( 原 )，65 
strong( 强 )，65n. 
stronger( 较 强 的 )，62 
weak( 弱 )，62，65 
Weak*( 弱 " )，67 
weaker( 较 弱 的 )，62 
Torus( 环 面 )，211 
Totally bounded set( 完 全 有 界 集 )，72，393 
Totally disconnected space (完全 不 连通 空 
间 )，395 
Totaliy ordered set( 全 序 集 )，391 
Transformation (变换 ( 见 Mapping; Operator)) 
Translate( 平 移 )，8，129，170 
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of a distribution( 广 义 函 数 的 )，156 
Translation-invariant srbspace (平移 不 变 子 空 
间 )，228 
Translation-invariant topology (平移 不 变 拓 
扑 》，8 
Translation operator( 平 移 算 子 ) ，8 
Treves, Francois, 399 
Truncation，363 
Tychonoff, A., 411 
Tychonoff's theorem《Tychonoff 定理 )，63，391 


U 


Uhl, J. Jerry, 403 

Uniform boundedness principle (一 致 有 界 原 
理 )，44 

Uniform continuity( 一 致 连续 性 )，15 
Uniformly convex space (一 致 凸 空间 )， 
345，410 

Unit ball( 单 位 球 )，4 

Unit element( 单 位 元 )，245，246 

Unitarily equivalent( 酉 等 价 ) ，333 

Unitary operator( 西 算 子 )，312 

Unitary space( 丁 空间 )，306 


V 


Vector space( 向 量 空间 )，5 
complex( 复 )，5 
reat( 实 )，5 
topological( 拓 扑 ),，7 
locally bounded( 局 部 有 界 的) ，9 
locally compact( 局 部 紧 的 )，9 
locally convex( 局 部 凸 的 )，9 


metrizable( 可 度量 的 )，9 

normable( 可 赋 范 的 )，9 
Vector topology( 向 量 拓扑 )，7 
Veech, William A. ，404 
Volterra, Vito, 397 
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Walliman, Henry, 404 

Weak closure( 弱 闭 的 ) ，65 

Weak neighborhood( 弱 邻 域 )，65 

Weak sequential closure( 弱 序列 闭 包 ) ，87 
Weak topology( 弱 拓扑 )，62，65 

Weak* -topology(w’ -拓扑 )，67 

Weakly bounded set( 弱 有 界 集 )，66 

Weakly convergent sequence( 弱 收敛 序列 )，66 
Weakly holomorphic function( 弱 全 纯 函 数 ) ，82 
Wermer, John, 408, 410 

Wielandt, Helmut W. , 351, 410 

Wiener, Norbert, 397~399, 406 

Wiener's lemma(Wiener 引 理 )，278 
Wiener's theorem(Wiener 定理 )，228，229 
Wiliamson, John H. ，402 

Wintner, Aurel, 410 

Woodin, W. H. ，408 
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